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1. Einleitung

Die Entstehung und Ausbreitung des Seeganges an der
Meeresoberfliche ist in den letzten Jahren ausfiihrlich
untersucht worden, Die neuere Entwicklung wurde einge-
leitet durch Arbeiten vor MILES (1957) und PHILLIPS
(1957), in denen die Wellenerzeugung durch Wind bzw,
Luftdruckachwankungen studiert wurde. Diese kModelle be~
schreiben das Anwachsen der Wellen gqualitativ zufrieden~
stellend., Spitere Messungen (SNYDER & CO0X,1966, BARNETT
& WILKERSCK ,1967) zeigten jedoch, da3 quantitative Uber-
einstimmung fehlt; die tatsdchlichen Wachstumsraten des
Seeganges im Ozean sind erheblich hther als die von dexr
Hiles'scher Theorie vorhergesagten.

Das Anwachsen der Seegangsenergie an einem Punkt der
Meeresoberfliche kann prinzipiell zwei verschiedene Ur-
sachen haben:

1) Direkte Wellenerzeugung durch zZuBere Krifte
2) Indirekte Zufuhr (schon vorher erzeugter) Energie aus
arderen Orts~oder Wellenzahlbereichen.

Wihreni in den erwdZhnten Arbeiten von Miles und Phillips
direkte Erzeugungsmechanismen betrachtet werden, hat
HASSEZNANXY {1962) den Energietransport durch nichtlineare
Wechselwirkungen im wWellenfeld berechnet. Bei einer ex-
perimentellen Untersuchung, die 1569 in der Nordsee durch~
geflinrt wurde, ergedb sich, daZ dieser EnerglefluR flir ei-
nen wesentlichen Teil des beobachteten Wel” enwachstums
verantwortlich ist (HASSELMAXY et al., 1973). Das bedeutet.
daB die Eigenschaften eines sich frei ausbreitenden Wellen-
feldes auch  fiir Fragen der Seegansentstehung von groier
Bedeutung sind, Dzher scheint es sinnvoll zu versuchen,
diese Eigenschaften so genau wie mdglich verstehen zu
lernen. '



Die mathematische Beschreibung des Seegangsfeldes stoft
auf einige in der OQzeanographie geldufige Schwierigkeiten.
Die Bewegungsgleichungen der Oberflichenwellen sind nichtF
linear, sie haben auch gewdhnlich keine (in Ort und Zeit)
konstanten Koeffizienten (z.B. Wassertiefe, mittlere Strs-
mung, meteorologische Felder).Infolge ihrer Nichtlineari-
14t sind auBerdem die Gleichungen statistisch nicht abge-~
schlossen, so daf man nicht ohne zusBitzliche Annahmen

iiber die stochastischen Eigenschaften des Wellenfeldes
auskommt. Analytische Losungen sind daher nur fiir seltene
Ausnahmefslle bekannt. Dagegen sind die Losungen linearer
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten auf
einfache Weise zu erhalten. Sie lassen sich dariiber hinaus
physikalisch anschaulich als Uberlagerung ebener, harmoni-
scher Wellen deuten; im Sinne der Statistik beschreiben
sie in der Regel einen zeitlich stationdren und rdumlich
homogenen Vorgang. Es ist daher sowohl vom physikalischen
wie auch vom mathematischen Standpunkt aus naheliegend,
vor dieser einfachen Vorstellung auszugehen und den Ein-
fluB grofer Wellenamplituden sowie variabler Koeffizienten
auf den Energietransport nur schrittweise zu berlicksichti-
gen.

Solche Rechnungen sind in zahlreichen Arbeiten durchge~
fithrt worden, Die meisten Autoren behandeln dabei einzelne
der erwdhnten Aspekte. So untersuchten z.B, LONGUET-
HIGGINS und STEWART (1961,1962) den EinfluB zeit-und orts-
varigbler Stromungen auf ein Wellenfeld, das im wesentli-
chen als linear angenommen wurde. In der nichtlinearen
Wechselwirkungstheorie von HASSEIMANN (1962) wird rdum-
liche Homogenitit vorausgesetzt. WHITHAM (1962,1967) be-
schrinkt sich bei seinen Untersuchungen iiber nichtlineare

Wellenausbreitung auf Einzelwellen von nahezu konstanter
Form, '



Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, im Rshmen der
oben erwihnten Naherungen eine systematische Berechnung
des Bnergieflusses in einem Seegangsfeld durchanufiihren.
Dabei interessieren also besonders diejenigen Anderungen
gegenilber der Bnergiecausbreitung in einem linearen Wellen-
feld, die eine Polge der gleichzmeitigen Beriicksichtigung
beider Aspekte, der Nichtlinearitit und Nichthomogenitit,
sind.

Das mathemetische Vorgehen besteht im Prinzip aus einer
Stérungsrechnung nach zwei kleinen Parametern, welche die
Abweichungen in beide Richtunger messen. Bine solche Ent-
wicklung kamm mit @hniichen Methoden durchgefiihrt werden,
wie sie von Bogoljubov und Krylov zur Behandlung nicht-
linearer Schwingungen entwickelt wurden (s.z.B. BOGOLJUBOY
und MITROPOLSKI ,1965). Hierbei werden die Ausgangsglei-
chungen (in unserem Falle alsc die hydrodynamischen Bewe-
gungsgleichunger fiir ein reibtungsfreies Medium) in geeig-
reter Weise nach beiden Farametern entwickelt. Eine solche
Entwicklung wire jedoch, geraie bei den algebrsisch ohne-
hin recht komplizierten W=sserwellengleichungen, sehr un-
fibersichtlich, Nun laseen sich aber diese Gleichungen, wie
die meisten Bewegungsgleichungen der Physik, esuch mit Hilfe
eines Variationsprinzips formulierexn. Man kann dsher such
20 vorgeher, daB man zundchst die zur Storungsrechnung er- -
forderlichen Schritte en der entsprechenden Lagrange-
Funktion vornimmt und erst ansgehliedend die Variations- -
gleichurgen aufstellt, Dabei kommt man natiirlich zu den
Zleichen Brgebulssen, aber midglicherwelse auf kiirzerem

unid leichter verstimdlichem Wege.

Diégse Idee wurde vom WEITHAM (1965z,b) in die Porm einer
geschlossenen Theorie gebracht, die auf verschieden-

artigste Probleme der Wellensusbreltung angewandt werden
kamn, Die Whitham'sche Mesthode wird auch in dieser Arbeit



benutgt. Fir die Anwendung sufl ein stochastisches Wellen-
feld wurde sie gundchst etwas verallgemeinert, da =ie in
ihrer urspringlichen Form nur zur Behandlung einzelner
Wellenzlige geeignet ist., Sie wird im folgenden Abechnitt
eingehend .dargestellt.

AnschlieBend wird, ausgehend von den Bewegungsgleichungen
fiir reibungs-und wirbelfreie Wasserwellen, eine Transport-
gleichung fiir die spekirale Energiedichte des Wellenfeldes
hergeleitet, Diese Gleichung ist (wvereinfacht) von der
Form

(1.1) ~ o+ ¥

2
¢ = ST(Bif'f)

Tt
Q) o)
B

wobei E(k,x,%) die spektrale Energiedichte pro Oberfli-
cheneinheit als Punktion von horizcntaler Wellenzahl, Ort
und Zeit und v die Gruppergeschwindigkeit darstellt. Die
Quellfunkticn S, diie epektrale Zrergliezrnahme bzw. -a2bnrshre
pro Zeiteirheit, enthdlit z.B. die (hier nichnt weiter ve-
trachtete) Brzeugung von Wellenenergie durch #ulBere Krifte
sowie Disegipation, aber such den Einflull der Wechselwir-
kunger von Wellen untereinander und mit der mittleren
Stromung. Es wird nun untersucht, welche Anderungen sich
an 41, {1.1) durch die gleichzeitige Berickxsickhtizung
von Hichtlinearitst und NichthomogenitBt des wellenf:zldes
rgeben, und welche physikalische Bedeutung dieser fAnde-
rTungen zukommt.,

In einem weiteren Abschnitt werden die intereseierenden
nichtlinearen Terme der Transporigleichung fiir zwei als
typisch anzusehende FHlle numerisch ausgerechnet. Datei
zeigt sich, da8 im tiefen Wasser die relative inderung
gegeniiber der linesren Transportgleichung gering ist; sie
liegt in der GroBenordnung der heute liblichen MeBgenauig~
keit. Im Flachwasserbeispiel dagegen sind die Anderungen



zum Teil betrédchtlich, sie dlirfen gegeniiber den linearen
Termen nicht ohne weiteres vernachlissigt werden. Es ist
allerdings zu beachten, daB filr die Seegangsausbreitung

im Flachwasser Vorginge wie Brandung und turbulente Boden-—
reibung, die bislang nicht vollsténdig aufgeklirt sind,
eine groBe Rolle spielen; ihre weitere Untersuchung ist
daher eine vordringliche Aufgabe der Seegangsforschung.

2. Die Whitham'sche Theorie

Der Grundgedanke der Whitham'schen Theorie ist es, zur
Isung nichtlinearer Differentialzleichungen, die Wellen-
ausbreitungsvorgiinge beschreiben, ein systematisches Ni~
herungsverfahren aufzustellen, das im Ergebnis analog zu
der WKBJ-Methode bei linearen Gleichungen ist. Das ent-
spricht also etwa dem Upergang zur geometrischen Optik

in der Elektrodynamik, oder allgemein dem Ubergeng zur
Strahlenmethode bei Wellenerscheinungen, Wihrend die ur-
spriingliche Begrilndung des Formalismus durch WHITHAL
(1965b) mehr oder weniger intuitiv war, ist seither auf
verschiedene Weise gezeigt worden (LUKE 1967, BISSHCP &
WILSON 1968, BRETHERTOK 1968, HAYES 197C), daB seine Re-
sultate als 1. Néherung’einer asyrgtotischen Entwicklung
nach einem kleinen Parameter, welcher etwa das Verhiltnis
gwischen typischer Wellenliéinge und groBrdumiger Skala
darstellt, erhalten werden konnen.

Im folgenden wird des wichtigste Ergebnis der Whitham'-
schen Theorie, die Erhaltungsgleichung fir die Wirkungs-
" dichte, hergeleitet. Als Erweiterung wird dabei zuge-
lassen, daB die L&sung einem Wellenfeld und nicht nur



einem einzelnen Wellenzug entspricht; dles ist fur die
spitere Anwendung auf das Seegangsproblem notwendig. Da-
gegen soll zunichst einschrénkend angenommen werden, daf
die gesuchte Lgsung hinsichtlich aller Ortskoordinaten
eine Wellenbewegung beschreibt. Dies trifft fiir Wellen
im Meer, bei denen die vertikale Koordinate meist geson-
dert von den horizontalen behandelt werden muB, nicht zu,
Jedoch vereinfacht diese Annahme die folgende Herleitung
sehr, und die Erweiterung auf das Problem der Wasserwel-
len l#sst sich zumindest leicht plausibel machen, PFiir
eine strenge Behandlung dieses Falles wird auf die oben
zitierten Arbeiten verwiesen.

Es sei \?(E,t) die gesuchte Funktion, welche Schwankungen
einer physikalischen Gr&fe um ihren Mittelwert in Ort und
Zeit beschreibt. Der Mittelwert darf ebenfalls orts- und
zeltabhingig, jedoch gegeniiber \P(z,t) nur langsam verin-
derlich sein. Die Bewegungsgleichungen fir ?(;,t) moégen
in Porm eines Variationsprinzips vorliegen:

@0 f (L, gy, p) dede =0

wobei \ft,‘fx die Ableitungen nach den entsprechenden

GrofBen bedeuten. Das Integral ist iiber ein beliebiges
festes Gebiet im x-t-Raum 2zu erstrecken. Der mittlere Zu-
stand soll bereits in die Definition der Lagrange-Funktion
L(Yt’fg’?) eingeschlossen sein.

Die Verallgemeinerung von (2.1) auf den Fall, das ?(;,t)
aus mehreren Komponenten besteht (z.B. Wasserwellen aus
Oberfléchenauslenkung und Geschwindigkeit), ist leicht,
wird aber der einfacheren Notation wegen nicht explizit
vorgenommen,

(2.1) ist gleichwertig mit der Bewegungsgleichung



. 0 2. _ ;
(2.2) 52_— L? + 9&‘ L“fg L\f = 0O

Zs werden nun solche Lsungen von (2.2) gesucht, die sich
als Gemisch von Wellen verschiedener Wellenlinge und -
pe

»

riode interpretieren lassen, Dazu wird angesetzt
(2.3) kf(g,{:) = f(s. i, s, %, 4)

wobei die Funktionen s, = sn(g,t), n=1,...,N, zunfchst nicht

spezifiziert werden. Die s  sowie ihre Ableitungen
n

{2.4) W = - ?_"S‘l._ ] k. = .?f—“—
W _K
2t DX
werden als Phasen, Frequenzen und Wellenzahlen bezeichnet.
Die Idee hierbei ist, daf men die explizite Abh#ngzigkeit
der Punktion f(s, ...§, ,X,t) vor x und t als schwach gegen-
Uber der indirekten iiber die Phasen sn(;,t) ansehen will;

rst darnr werder diese Namer siznrvoll. Von dieser Annshme
wird spdter explizit Gedbrauch gemacht,

)

Ur X=1 erh8lt men die Ubliche Whitham'sche Theorie, Wir
werder. demgegeniitber {beim Ubsrganz zur kontinuierlichen

e

=

chreibweise) ennehmen, daf ¥ eine seh» grolie Zahl ist.

v

Geht man mit (2.3) und (2.4) in (2.2) ein, erhdlt man

4 (3 —— 2_.’ 2 -_— -
{2.%) ¢ Lft + ?5 v‘f{ *Z‘:?S.‘Lf;\ Z-f = 0

CoL(f-Zoday fot Dbk, £)



Mit D/Df,'Zgg sind von jetzt an immer die Ableitungen
bei festgehaltenen Phasen gemeint.

Es wird nun gefordext, daB die Funktion £(s,,...,8,,X,t)
in den Variablen sy periodisch mit der Periode 271 ist.
Wegen der Freiheit, die man bei dem Ansatz (2.3) hat,
kann man das stets erreichen. Wir integrieren nun (2.5)
iiber alle Phasenvariablen von QO bis 2w und erhalten
unter Berlicksichtigung der Periodizitétsforderung

P P T '
. . - = 0
Oge b by L
Dabel bedeutet die Operation

o

r
(...) = "LN /de AR '/OIS”(---)
™)
o.

(z

die Phasenmittelung.

14

Wegen der Periodizitdt von £ gilt weiterhin

L
(2.7) (73—;:) = @ ) m=Ao. N

Diese Beziehung ist gleichwertig zu
(2.8) _a..(_?_e-_) _ 2.(21—.) S0 ) wedo
2t L 2w Wr\ Dk

Der Bewels verliuft analog wie bei Bisshop (1969) fiir
N=1, Die Gleichungen (2.8) und (2.6) folgen aus dem
Variationsprinzip fiir die mittlere Iagrange-Funktion



o & [T dedt =0

Allerdings ist das JLSymbol Jjetzt so zu verstehen, daB
aufler der Funktion f auch die Phasen s , die in T nur
durch ihre Ableitungen vorkommen, variiert werden miissen.
Wegen der vorausgesetzten Periodizitdt kann man
f(s,...8,,%,t) in eine Fourier-Reihe entwickeln

N
(2.10) = L.Z..: ‘6»\5.,\
F(s, S, x.t) = L. A, ey (xt) e ™
£, Lyr-» .
*
Damit f reell ist, muB A(,, .oty T A_{”” _g, 5ein.

Da die Entwicklung (2.10) vollstindig ist, kann man in
(2,9) sta*t f auch die Koeffizientenfunktionen
Ag .., (xt) veriierer und erhslt anstelle von (2.6)

P P
(2.11) = ' . - L =0
at LAea'”eNt N ?5? LAQ- Lux a Aw

L, by =0,24,22 .

A
Das Veriationsprinzip {2.%) bzw. die daraus feclgenden
Gleichungen gelter exakt. Sie bedeuten jedoch noch keinen
Fortschritt gegeniiber der Ausgangsgleichurg (2.2); statt
einer einzigen partiellen Differentialgleichung haben wir
jetzt sehr viele Gleichungen desselben Typs. Um weiterzu-~
kommen, miisser wir nunmehr Gebrauch von den eingangs er-~
wihnten Annahmen machen, daB die Schwankungen 1) als
quasihomogen bzw. - stationdr und 2) als quasilinear an-
gesehen werden konnen. :
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Die Anderungen aller GriBen im x~t-Raum sollen auf zwei
verschiedenen Skalen vor sich gehen: einer kleinen von

der GroBenordnung einer typischen Wellenldnge bzw. -
periode, und einer groBen Skala, auf der die mittleren
Eigenschaften sich wesentlich #&ndern ktnnen, Das Verhdlt-
nis beider Skalen werde durch eine Zahl QL<<1 beschrieben,
die als Entwicklungsparameter dient. Dazu werden flir einen
Augenblick neue unabhiingige Variable eingefiihrt

(2.12) X = yx ) T =t

Es wird nun gefordert, daB nur die Phasen s, von X und
abhingen, wdhrend die Grolen, also die Ae, N con,l_cn
sowie die mittlere Lagrange-Funktion explizit nur von

X und T abhéngen. D.h. also, daB die rdumlichen und zeit~
lichen Ableitungen dieser GrdRen = 0(1) sind, Dann ent-
wickeln wir die Lagrange-Funktion nach.’Zan der Stelle

70

(2.13) Z_ - _(_-_m v oly)

und betrachten nur die niedrigste Ordnung dieser Entwick-
lung. '

Aus (2.8) und (2.11) erhdlt man dann, wenn man noch die

Begeichnung 2 = T(0) cinrunrt

(2.14)'%(%3\) - ,{%(%{—;—K) = 0 ) nsduV

24 _ o

i N ) [ﬂ-n [N O, %41 e
24,

1 - )

(2.15)



]
=3
—al
i

2L
~u
Definiert man die Geschwindigkeit w = - T“di"
dann folgt aus (2.14) =
.
(216)9—(?—{ + 9—-(&9—{>=O, wedo A
9 3 (3. PR e

Die Gleichungen (2.16) haben die Form von Erhaltungs-

gleichungen fiir die GroBen ’Dhﬂ , welche als Wirkungs-
2N

dichtern bezeichnet werden, Die Verkniipfung der Transport-
geschwindigkeit v, mit der Gruppengeschwindigkeit der
vetreffenden Wellenkompronente wird spédter ausfilhrlich
untersucht.

Pseudophasen

(2.15) gilt fiir alle Kombinatiorern der Indizes. Die Kom-
biration (£,,. .4,) =(0,0,...0) becarf jedoch einer

“besonderen Betrachtung. Falls die L=ﬂran5 ~Punktion (2.1)
nicht exrlizit von ‘f(x +) abh&ngt, ist nimlich fiir diese
Kembination (2.15) trivialerweise erfiillt, In diesem Pall
lautet die niedrigste nichtverscnwindende Orénung von
(2.11)

2.17) <.> PPs 9 oL
) ( Aoo ) ?_ p) (26_00- -.a) -
0x
Die GrtBe A wird darn nach Whitham 2ls Pseudo-

00.+0
phase begeichnet. {2.17) ist znstelle von (2.15) immer
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dann zu verwenden, wenn nicht die Funktion 'f(z,t) selbst,
sondern nur ihre Ableitungen physikalische Bedeutung haben,
also z.B. wenn $(x,t) ein Potential darstellt.

Weiterhin machen wir Gebrauch von der Annahme, daff die.
Amplituden der Wellenbewegung hinreichend klein sind, um
eine Entwicklung nach den Amplituden zu ermoglichen. Dazu
wird zun#ichst die Fourier~Reihe (2.10) umgeordnet

£
(ag) £(s, o, xd) = oalxt) + Loalti)e

V(S $5.)
+ ) Qua (xit) € + oo

LA N

Dabei sind die Definitionen

n-te Stelle
a=Ah,. .0 in < Aoo...j-_1 e a0y

a usw,
im ’in

m n
= v v
+1..00

- AOO...i1 ‘o

sowie §__ = =5, benutzt worden.

n

Die Forderung der Suasilinearitdt bedeutet nun, dal man
etwa a = o(g), amn=o(£2) usw. annehmen kann, wobei §£

ein MaB flir die Wellenamplitude ist. Dér Phasenmittelwert
a ist nach unserer Definition die durch das Wellenfeld
hervorgerufene Anderung des mittleren Zustandes; dement-
sprechend ist a=o(£2). Die mittlere Leagrange-Funktion
wird nun nach dem Parameter §{ entwickelt. Als wesentli-
cher Unterschied gegeniiber dem Fall eines einzelnen
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Wellenzuges (N=1) ergibt sich nun, dag diese Entwicklung
nicht mehr beliebig weit getrieben werden kann.*) Ursache
dafir ist das Auftreten resonanter Wechselwirkungen, Diese
haben zur Folge, daf keine in den Phasen periodische Lio-
sungen der Gleichungen (2.14) und (2.15) existieren, die
glelchgeitig die Bedingung erfilllen, daB dile Koeffizienten
mn BSW. hinsichtlich x und t beliebig schwach verin-
derliche Funktionen sind; vielmehr ergibt sich ihre Ver-
#nderlichkeit aus den Gleichungen. Solche Losungen existie-
ren nur bis zur (n-1)-ten Ordnung in £ , wenn in der n-ten
Ordnung Freguenzen und Wellenzahlen erstmalig die Reso-
nanzbedingungen erfiillen kdnnen.

2, a

SIMMONS (1969) hat gezeigt, wie sich Resonanzwechselwir-
kungen mit einem dem Whitham'schen #hnlichen Formalismus
untersuchen lassen, In dieser Arbeit soll Jedoch der Ein-
fluf behandelt werden, den die gleichzeitige Anwesenheit
von Nichtlinearitdt und Nichthomogenitdt auf das Wellen~
feld hat, Daher muB offenbar vorausgesetzt werden, daB

in der niedrigsten mdglichen 2. Ordnung noch keine Reso-~
nanz auftreten kann, so daB dle Gleichungen (2.14) und
(2.15) wenigstens bis zur Ordrung 52 eine Losung im obi-
gen Sinne haben.

Diese Voraussetzung ist bei Oberflédchen-Schwerswellen er-
fullt. Probleme wie z.B. interne Schwerewellen oder
Kapillar-Schwerewellen, bei denen diese Voraussetzung
fehlt, konnen dagegen nicht in gleicher Weise behandelt
werden.

Nach der Entwicklung hinsichtlich ¢ behalten wir von
(2.15) ein endliches System algebraischer Gleichungen.

*)Pir N=1 im Fall von Wasserwellen (Stoke'sche Welle) kann
die Entwicklung gwar beliebig welt getrieben werden, die
Lssung ist jedoch instabil gegenilber kleinen Storungen
(BENJAMIN & FBIR,1967).
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Aus diesem folgen nach Elimination von a <owie der =
genau N Gleichungen der Form

mn

Fn(w1...wN, kqoookyy aqen.ay, Xx,t) = 0, n=1...N.

Sie spielen die Rolle von Dispersionsgleichungen und bil-
den zusammen mit den Erhaltungsgleichungen (2.14) bzw,
(2.16) einen Satz von 2N Differentialgleichungen in x und
t fiir die linearen Amplituden an(g,t) und die Phasen
sn(g,t), aus denen das grofrdumige Verhalten dieser GrdRen
bel vorgegebener Anfangsverteilung bestimmt werden kann.

Damit ist das eingangs erwdhnte Ziel des Whitham'schen
Formalismus im Prinzip erreicht. Da man jedoch zur Be-
schreibung realer Wellenfelder von der Art des Seegangs-
feldes N als groBe Zahl ansehen muf, ist dieses Glei-
chungssystem noch nicht praktikabel. Geht man zur konti-
nuierlichen Darstellung iliber, so erh&lt man daraus eine
einzige Differentialgleichung, die natiirlich eine unab-
héngige Variable (die Wellenzahl) mehr hat. Der Jbergang
wird im n8chsten Abschnitt fir den speziellen Pall des
Seegangsfeldes auggefihrt.

3, Anwendung der Whitham'schen Theorie auf Wesserwellen
in Buler'schen Koordinaten

Wir betrachten reibungs-und wirbelfreie Oberflichenwellen,
gekemmzeichnet durch ihr Geschwindigkeitspotential
qt)w(_)g,z,t) und die Oberflichenauslenkung Iw(z,‘c).

(x horizontaler Koordinatenvektor, z vertikal nach oben).
Die Wellenbewegung moge einer mittleren Bewegung tiber-
lagert sein, welche durch das Geschwindigkeitsfeld U(x,t)
und die Auslenkung Insg,t) beschrieben wird. Die mittlere



- 15 - *

Bewegung wird als beliebig vorgegeben angesehen mit fol-
genden Einschrinkungen:

Die mittlere Stromung soll vorwiegend horizontal und unab-
hingig von z sein sowie der Kontinuitdtsgleichung geniigen;
auBerdem sollen die mittleren GrdBen sowie das Bodenprofil
z = ~ h(x) langsam veriénderliche Funktionen hinsichtlich x
und t sein.

Bezeichnen wir wieder das Verhdltnis zwischen typischer
Wellenldnge bzw. ~periode und grofirdumige Skala mit 7,
( M ¢< 1), so wird also gefordert, daB -

(3.1) %-‘;‘- (W 7 2 (813.) (q T k) eely)

gilt.

Die Bewegungsgleichungen ohne HuBere Krdfte, wie Wind oder
ILuftdruckschwankungen, lauten dann, wenn man sich auf die
niedrigste Ordnung in 7 beschrinkt

(3.2.1) AQ, =0 ~h(y)gae T(xt)

(Bfa.z)f[(%-%“)z +<?—‘:l“1)7-:§%- ?E"-rj:f -o/%j

(3.2.3) 2T - 2w, L A ﬁ“- :

2.3 5 5 oF 5 : 0 /e~f

(5.2.4) 2w | o | [ 2=-b(x)
72 )

Dabei ist J(x,t) = T + [, die Gesamtauslenkung der
Oberfléche,
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Fir die Anwendung der Whitham'schen Theorie ist es nun
erforderlich, daB die Gleichungen (3.2) aus einem Varia-
tionsprinzip deduziert werden konnen. Ein solches ist wvon
LUKE (1966) angegeben worden :

53§ {L dsdt = 0

mit
A (3 (2 W
: / { ‘?z/ =
“hix)
Tie Glelchungen (3.2) folgen aus (3.3) in niedrigster
Crdnung in % . *) Das Variationsprinzip (3.3) unterscheidet

sich von (2,1) dadurch, daB jetzt die Lagrange-Funktion
ein Funktional der gesuchten Funktionen @ (x,z,t) und
.KQ(;,t) ist, sowie durch die zusitzliche Abhéngigkeit von
der vertikalen Koordinate.

In Analogie zu (2.18) setzen wir nun an

WESETN ;

(3.4.1) T, (xt) = alxd) + ;czko_:,é)c's“ v la, (ut)e +olt?)

- S - ;6...+Sk}
(Goea2)§lxet) s hlat) 12 b (kat)e 1 Lb, (xet)e  +old)

Die Phasenfunktionen sp(x,t), n=1...¥, sind dabei gemsB
(2.4) mit den Frequenzen und Wellenzahlen verkniipft. Die

Die Beschrinkung 2uf die niedrigste Ordnung in 4list fiixr
unsere Zwecke ausreichend. Tatsichlich folgen aber auch
die exakten Bewegungsgleichungen aus dem Variations—
prinzip.



Amplituden der Wellenbewegung sollen geniigend klein sein,
so daB wir a ,b = o(£), &om? Pon = 0(£2) usw, annehmen
diirfen, Die vom Wellenfeld induzierten Anderungen der

mittleren Auslenkung a und des Potentials der mittleren
Geschwindigkeit b sind dann o(t?). Fir N=1 wird die fol-

gende Rechnung identisch mit der von WHITHAM (1967).
Hinsichtlich der statistischen Eigenschaften der Zufalls-
funktionen J (x,%t) und (Pw(g,z,t) soll wie iiblich ange-

nommen werden, daB die Anfangswerte der Phasen sn(g,t)
unabhingig voneinander und in [O,Zw] gleichverteilte Zu-~
fallsgroBen sind. Die Gleichungen (3.4) beschreiben dann
ndherungswelse einen GauB'schen Prozef., Diese Annahme ist
durch Beobachtungen bestétigt (KINSMAN,1960).

Die Vertikalstruktur der XKoeffizienten b, bn, bmn ldsst

sich nun leicht ermitteln, indem men mit (3.4.2) in (3.2.1)
und (3.2.4) eingeht und nur die niedrigste Ordnung in % be-
trachtet

bix.z. b)) = Alx.t)

L _codh k. (zk)
cooh kol

(5.5) b, (x.2,¢) A (x.t)

| R N (T
bhk (2('2‘ ) ) (40‘3\\15,“1-&“‘“ Awn (Z‘."_)

Dabei ist H(x,t) = h(x) + T (X,t) 4ie mi+tlere Wasser-
tiefe.
Die Faktoren i/cosh k H baw. i/cosh (]gnfgm) H) ktnnen

selbstverstidndlich auch in die Definition der unbekannten
Koeffizienten An und Amn einbezogen werden; die Form
(3,5) erweist sich jedoch als beguemer.,
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Sert men mit (3.4.2) und (3.5) in (3.3} ein, so kann die
Integration geschlossen ausgefiihrt werden:

L o= ’iA L,‘_. , mat
Lo (E g (WA L) ¢ E g (3L)

2
A A skl k(020 (bl Thok) ,(Susk)
(ketla) cosh kB conk kM

<l
HI

L, °

fedy siabl U2 Tk D00 3,)) el 2kl

fon (ke? N+ kal) ook kel Covh N 1] H
"(SCfS.\. 1‘5,,)

(w;

¢ €

iy AxAos sich [l e e )(HT)]
¥ (It e vid) cook [l 4 coslo b [

o+

(815 7S.“fs.‘}

' {(l.(“k‘)'(lf‘*?k“) i“ﬂf"{c\lkw*kz\} ¢

(.= - L4 {100 = (W1p)- k] sink K, (B+1,) S
3 ~ ku cosw ko h

{ou o wrB) (i )] sivh kvl MW 13,) i(surs.)!
\l_(_h*kh\ Co)k‘k\*ku‘” C

~T AL

W
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2A _ A

Dabei sind die Bezeichnungen @'= - ?;: und = 5ﬁ7

eingefiihrt worden., In L, ist jeweils iiber beide Vorzeichen
zZu summieren.

Die Lagrange~Funktion (3.6) kann nun nach dem im vorigen
Kapitel beschriebenen Verfahren behandelt werden. Zunichst
entwickeln wir (3.6) unter Benutzung von (3.4.1) nach Po-
tenzen von € bis einschliefBilich der Terme 4. Ordnung und
erhalten

Lo= 2 (R rwp -5)(Hra) +3g(1 +d-k)

dan.

e _ P(sersl) r(5,45,85.)
(3.7) t Zh_ \/\)k e + wL \/\/\Mkﬁ -r‘ez‘ wuw\t
;(S‘; +S, tSu. tSu )
+ Z \A/_)'P.IML\ € ""0(‘25)

Die Koeffizienten Wn, e die hier nicht im einzelnen

angegeben werden, hingen nicht mehr von den Phasen ab. Da-
her ist die nun folgende Phasenmittelung sehr einfach; es
ist n8mlich

s ' i(sats.) _ (S48 +S.)
-y R =0,
(3.8) 1(5; +5, +S..
Jewaw
mit
OGewu - (‘G.-l- ‘rw.-a t ‘{,:.-v»\ ‘rc.w\ + J| " .w\)

—_

N

}

dta
—
‘(;_
§°—w
s

“+

Gdur £.8.))
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Die letzte der Gleichungen (3.8) sagt aus, daf im Phasen-
mittel nur dann Belitrdge zu der entsprechenden Summe auf-
treten, wenn jeweils zwel der Phasen entgegengesetzt gleich

sind, also z.B. Sj+sl=0 und 8y t8y = 0 gilt. Beachtet man

die Definition von Wellenzahlen und Frequenzen, so bedeutet
dies, daB
ki t+k, =0 ko + ko = 0,

- - - —

Wt =0, W, 1w, =0

Vom Standpunkt der Theorie der schwachen Wechselwirkungen
stellt (3.9) einen Spezialfall der allgemeinen Resonanz-—
bedingung fir 4-Wellen-Prozesse dar

(3.9)

(3.10) ki * ke the vk =0

Wy + W + Wt =0
Wghrend die allgemeinen Ldsungen von (3.10) von der spe-
ziellen Gestalt der Dispersionsrelation abhingen, ist (3.9)
stets erfiillbar. LONGUEP-HIGGINS und PHILLIPS (1962) haben
diese Resonmanzwechselwirkungen behandelt; sie fanden, daB
damit kein sdkuldrer Energietransport, wohl aber eine Ande-
rung der Phasengeschwindigkeit der Wellenkomponenten ein-
hergeht. Auf das Ergebnis kommen wir weiter unten zuriick,

Es sei noch bemerkt, daB die Entwicklung der Lagrange-
Funktion (3.7) bis zur 4. Ordnung in £ durchgefithrt wurde,
wihrend in (3.4) bereits die Terme o(g®), z.B. die 2 mn
in (3.4.1), vernachlissigz wurden., BEs ist jedoch leicht

zu sehen, daB diese zur mittleren Lagrange-Funktion nichts
beitragen wiirden, denn die nichtlinearen Amplituden 2y mn
odex ajlmn verschwinden definitionsgemdB immer dann, wenn
zwel der Indizes entgegengesetzt gleich sind.

Bei der Berechnung des Ausdruckes Z:. V&gmh JT

Jlt« Je vty
L)
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in (3.7) braucht man nur den in den Indizes sympetrischen

Anteil von wjlmn’

Sym 4
(3.11) |,/ = = W
J,ewu 'a[/_ J
Pevuntahon
dev Judi/2es
zu berilicksichtigen, da sich ein antisymmetrischer Anteil

bei der Summation weghebdt. Definiert man noch

Sym
Vi = 2%t W,

so erhdlt man
A ——
(3.12) > LW, & =3 > Vo - 3 L V.

[473%
jluwan ) J W90 wwe

(270N

WMt

Die an sind im Anhang angegeben.

Der zweite Term auf der rechten Seite von (3.12) lidsst
sich als Beitrag der Selbsitwechselwirkung interpretieren,
da in jedem Summenden nur Komponenten mit gleicher Wellien-
zahl und Frequenz verkniipft werden. Dieser Beitrag ist
gegen den 1, Term vernachlissigbar, wenn man annimmt, JdaB
die Wellenenergie kontinuierlich auf alle Wellenzahlen
verteilt ist. Eine genauere Diskussion dieses Sachverhal-
tes wird weiter unten gegeben.

Danmit lautet die mittlere'Lagrange-Funktion endgiltig
2 2
L= (Wp-p)(Hra) «f9a° + 4
* - >
! Z_{A"\Au(kh‘—w *kiQLA*’ki,]) Tga"‘qk

(3-13) wvo

- (A“qf + A:q“)(ﬁl Rk ) (4 +kkT\\q)}

+Z1Z V‘Mh +°(£6)

W vo



Dabei iut noch OL = &, - Uk und T, = fouh k.M
gesetzt.

Mit (%.1%) ktnnen wir nun die zu (2.9) gehBrigen Varia-
tionsgleichungen aufstellen

2L 2L
(3.14.1) =0  (3.13,2) 0
’ a.. PA..
(3.14.%) 9z =0 , (3.14.4) 2L = 0

Da“ Au
(3.14.5) 2L = 0

o
o 2 2 K

(3-14.0) T - - 95 l’aﬁ = 0
G.aan 9 9 M,

* Do, Ix Ik

Bei Gl, (3.14.6) ist zu beachten, daB hier (2.17) statt
(2.15) benutzt werden musste, da die Liagrange-Funktion
nicht explizit vom Geschwindigkeitspotential abhingt.

Mit den Gleichungen (3.14.1,2 und 4) eliminieren wir zu-~
néachst die an® Amn und An und erhalten

(3'15'1) aWk\v\ = P\M\q aw\ Qn Tt o (2“)

L1

(3u15.2) A, = Q. a6, *o(*)

(3.15.3) A, =

g f-a‘.(" Qkh *
- Q‘\{7 -_F: - T +Z Rw..qrnau.f

70
+o(¢f)

Definiert man zur Abkiirzung
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st
&
A
<
C)
+
q
C)
—
YN
\
Pl | ud
Fad
|
—
s

(3.16.1) D,

oy
A (rh G_w G‘uk» b:\‘(w
- = 3 =t | v T/t
(3.16.2) ... L{ T km.) T T

(3.16.3) A, = (0"»“*07)2 - 3"3»*’_&' fowch .tk )M

dann ergeben sich die Koeffizienten in (3.15) zu

(G +6) B = Mo vl ok (Ut W) Dy
A,

(3.17.2) Q . 3 Fu ‘(GL»‘Q):DM\
W Aw_h

Der Koeffizient Rmn ist algebraisch etwas komplizierter

(3.17.1) P‘M

und wird nicht explizit angegeben, da er nur als Zwischen-
ergebnis fiir die weiteren Rechnungen von Interesse ist.

Gl. (3.14.3) lautet jetzt unter Beriicksichtigung von (3.15)

W lw

2 . ) (7..{3—"1"« (T’ - %) .
= A o~ 2
(3.18) O 3l<.fl:{ *L&k ‘ 33‘ ‘\‘kH + LfMZWSMGwQH}
Dabei ist Smn gegeben durch

= 4 E
S'M»\ ] é-{ —D‘Mlt“ P‘M,-"« ol t""‘vf“\ Q\M*u

(3.19)
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Der lineare Anteil von (3.18) liefert die iiblichen Dis-
persionsgleichungen

60 G - (- k) = gtk i

Ersetzt man nun, was im Rahmen der Storungsrechnung kon-
sistent ist, in den Termen 2. Ordnung von (3.18) G, durch
seinen linearen Wert, so kann man (3.18) schreiben

G o s Q%06) ¢ Q70 g ay a p) @ o (e

mi% (k) = 31«*&\«& W H Uk

Die Frequenz einer Wellenkomponente bhingt also in dieser
Niéherung nicht mehr allein von der entsprechenden Wellen~
zahl, sondern von den Amplituden und Wellenzahlen aller
Komponenten des Wellenfeldes ab.

Die Abhdngigkeit der Prequenz von den welleninduzierten
Anderungen der mittleren Auslenkung, a, und der mittleren
Strémung,[g, kann man natiirlich auch auf direkterem Wege
erhalten, indem man in der linearen Dispersionsrelation

H durch ¥ + a und U durch U + ﬁ ersetzt und dann ent-
wickelt.

Gl. (3.21) gestattet einen Vergleich mit dem oben erwdhn-
ten Brgebnis von LONGUET-HIGGINS und PHILLIPS (1962), die
die Phasengeschwindigkeitsénderung einer Welle durch eine
andere infolge von tertiiiren Resonangwechselwirkungen
zwischen beiden berechnet haben. Es zeigt sich, daB die
Anderung fiir den von diesen Autoren behandelten Spezial-
fall (¥=2, H= o0) genau dem Term 812‘a112 aus (3.18) ent-
spricht.*) Bedenkt msn, mit welch unterschiedlichen

*) Bis auf einen geringfiigigen Rechenfehler in der
zitierten Arbeit.
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Methoden dies Ergebnis erhalten wurde, so ist.die Uber-
einstimmung nicht ohne weiteres selbstverstédndlich. Sie
zeigt, daB die speziellen, von Longuet~Higgins und Phillips
betrachteten Resonanzweéchselwirkungen mit der in der vor-—-.
liegenden Arbeit benutzten Methode erhalten werden konnen,
ohne daf dazu sikulidre Terme in der 3. Ordnung der Sto-
rungsrechnung aufgesucht werden miissen, Ferner wird sich
im folgenden auf einfache Weise ergeben, in welcher Weise
diese Wechselwirkungen zum Energietransport beitragen,
wenn man die horizontale Inhomogenitdt des Wellenfeldes
beriicksichtigt.

Wir betrachten nun (3.14.5) und (3.14.6); mit (3.15.3)
erhalten wix
- 0‘1 *

W
L = Q. o)
u»? SW\L\L kkH "

]

(3.22) (:LE -y +ga s

und
(3.23) %(Hi-q) “haa {((,hp) Hm) .E_:lﬁcqf =0

Die niedrigste (0,) Ordnung von (3.2%) ist die Kontinui-
tdtsgleichung fiir die Grundstrdmung,

i : .
(3.24) %—t- + %(Hli() = 0

die nach Voraussetzung erfiillt ist. Damit vereinfacht
sich (3.23) zu

(3.25) —9‘- ,-9—2 {(m»«ﬁH +Z_~_1,3a a} +o(s%)
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Weiterhin besteht wegen der Definition von E und ]“die
Bezichung ’

LIE r
(5.26) TR - P

Ersetzt man hierin y mit Hilfe von (3.22), erh#lt man

(3.27) —% 2 ( Up +ga+ ZS’“L e 444,6 jm(ﬁ"):o
Die beiden Gleichungen (3.25) und (3.27) beschreiben den
BinfluB des Wellenfeldes auf mittlere Strémung und Aus-
lenkung. Ihre Beziehung zu den Erhaltungsgleichungen fiir
Masse und Impuls, aus denen sie auch direkt hergeleitet
werden kdnnen, ist von WHITHAM (1967) fir N=1 diskutiert
worden. Die Beschriénkung auf Terme o(gz) ist fir unsere
Zwecke ausreichend, da nur die Riickwirkung dieser Anderun-—
gen auf das Wellenfeld untersucht wird.

Als letzt der Variationsgleichungen bleibt (3.14.7).

Zundchst berechnen wir die Wirkungsdichten

(3.28) 2€ | . &g4a kn 2 ST
W TR S

W,

-
‘”l
Fa
i

mit

.-‘ ((r G. Pk‘ T)‘M.ﬁh Pw.:..‘ t Ew,ts.Qu.,::.. i’zo:. EM!an

2 2
- g“‘\ l( ‘k Q - m‘ k\\ : 6‘% l(w. - Fk I(\.
kT OB W  F T Qw‘k *L 'T“' —
LR w v A T
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wobei jeweils iiber beide Vorzeichen zu summieren ist.

In linearer Ndherung ist die Wirkungsdichte gegeben
durch

*
)< . o_ _f9¢0.a,
(3.29)(,5_@)@‘“ wf Y

also (bis auf das Vorzeichen) gleich der Energie der be-
treffenden Wellenkomponente, dividiert durch die Relativ-
frequenz gegeniiber einem mit der mittleren Geschwindigkeit
U(x,t) mitbewegten Beobachter. Plir lineare Wellenfelder
gilt (3.29) ganz allgemein (BRETHERTON & GARRET, 1968).

Zur Aufstellung von (3.14.7) muf noch berechnet wer-

Pk
den, bzw. die Transportgeschwindigkeit L, aus (2.16);
Ergebnis: .

w, < (_A +[§ T __i_ZL"___(A + G.'xk{:% "'{'GAL»Z‘(..HJ)—.L?{..:.

(3.30) JZ: ﬁk\\t L

K. ” *
Z (Bt r (2ol o)

Dabei ist By = tauk kil + kWiodlln b}

die Koeffizienten an und Cmn werden wegen ihrer kompli-
zierten Gestalt im Anhang angegeben.

Mit den Gleichungen (3.14.7) und (3.18) liegt jetzt ein
System von 2N nichtlinearen gekoppelten Differentialglei-
chungen in x und t vor, in dem als unbekannte Funktion
nur noch die Amplituden an(g,t) und die Phasen 8,(x,t)

auftreten. Sie ktnnten daraus im Prinzip bei vorgegebener
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Anfangsverteilung bestimmt werden. Dies ist jedoch aus
folgenden Griinden nicht sinnvoll:

1) N ist als sehr grofie Zahl angenommen worden, so dafB
eine Losung schwer, gu erhalten wire.

2) Wegen der statistischen Natur des Wellenfeldes sind
die Anfangswerte der Phagen ZufallsgriBen.

3) .Weder - die Amplituden noch die Phasen sind direkt meB-
bare Groden, so daB die Losungen nicht unmittelbar mit
Beobachtungen verglichen werden konnen.

Diese Schwierigkeiten lassen sich beheben, wenn man zur
kontinuierlichen Darstellung lbergeht; man erh#lt sus
diesen 2N Gleichungen dann eine eingige Gleichung fiir
elne beobachtibare GroGe, das Seegangsspekitrum.

Bevor dieser Ubergang ausgefiihrt wird, muB jedoch zu-
ndchst untersucht werden, in welcher Beziehung die in
(2.16) bzw. (3.30) auftretende Transportgeschwindigkeit
u, zur Gruppengeschwindigkeit der Wellen steht.

4. Beziehung zwischen der Forfpflanzuﬁgsgeschwindigkeit

aus (2.16) und der Gruppengeschwindizkeit

In Gl. (2.18) wurde eine GroBe , eingefiihrt, die als
Iransportgeschwindigkeit fiir die Erhaltungsgrﬁsezgéz

aufgefasst werden kenn. Bs ist klar, daB diese Géeschwin—
digkeit in einem linearen Wellenfeld mit der Gruppenge-
schwindigkeit der betrefrfenden Wellenkomponente zusammen-—
fallen muB. Fir eine nichtlineare Binzelwelle trifft dies
dagegen nicht zu, wie WHITHAM (1965a) gezeigt hat. Es
sollen nun die Verh#ltnisse in einem Wellenfeld untersuch®



- 29 -

werden, dessen Energie kontinuierlich auf alle Wellen-
zahlen verteilt ist. Dazu gehen wir von der Form (3.13)
der mittleren Lagrange~Funktion aus, die sich schreiben
ldsst als

N * 4 o * #
4L = Z Block)aa. +§ 2 V(2 lo)onar, aca, [1- § 4]
o2t . -

Wzl
Die mittleren Grofen s und /3 sind dabei der Einfachheit
halber nicht betrachtet worden; dagegen wurde der der
Selbstwechselwirkung entsprechende Faktor (1 - %-J;n) in

(4.1) nicht vernachlissigt, damit ein Vergleich mit dem
Fall N=1 mdglich ist.

Die Transportgeschwindigkeit w, lésst sich mit (4.1)
direkt berechnen; es ist jea

¥
(4.2) &y 6:( a.a + 2»:: Ve aaron, [1-14.]

(4.3).&"% : ,Gw N ; V.. N ana [ 4 —{J;J

"

und damit nach Definition

< A ©
(4.4) T TS 2%, )
- Lo, G'W{Gm*é(vku T rj;;;k(k )Vw\)qmaf[ﬂ 'Z‘Lj
to(sY)

(Indizes bedeuten partielle Ableitungen nach den ent-
sprechenden Variablen).

Dabei sind in den Termen 2. Ordnung die &)m nach Bildung
der Ableitungen durch ihren linearen Wert S¥NXk ) ersetzt

worden, der definiert ist durch
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4.5) 6 ( 0(k) k) =0

AuBerdem ist zur Herleitung voﬂ (4.4) die Beziehung

Yo%) G,
? k. i 6,

W

benutzt, die aus (4.5) durch Differentiation folgt. Die
Dispersionsrelation erhdlt man in impliziter Form aus
gl. (3.14.3)

(4.8)

(4.7 Glw, k) + ZV( it Da s b b ) @ [4 -2 ]

Auch in (4.7) kbnnen in den Termen 2. Ordnung die linearen
Werte fiir die Frequenzen genommen werden. Definiert man
nun die Geschwindigkeit

(4.8) v, = QW
v k.

80 erhdlt man durch implizite Differentiation von (4.7)

90, ) *
(4.9) v, =-—;j-[£{ Z_(V ™ )Q‘MQ\\ }

In einem linearen Wellenfeld ist (4.8) die Definition

der Gruppengeschwindigkeit. Wir benutzen diese Bezeich-
nung fiir vy, auch hier, obwohl im nichtlinearen Fall auch
andere Verallgemeinerungen dieses Begriffs mdglich sind.

Vergleicht man nun (4.9) mit (4.4), so stellt man zu~
néchst fest, daB in niedrigster Orduung beide Geschwindig-
keiten gleich sind. Das bedeutet, daB sich Anderungen
der Wirkungsdichte, die ja nach (3.29) mit der Energie
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verkniipft ist, mit der entsprechenden Gruppengeschwindig-
keit fortpflanzen. Im nichtlinearen Fall dagegen unter-
scheiden sich (4.4) und (4.9), und zwar in dem Term der
Summe, fiir demn m = n ist.

Betrachten wir zundchst den Pall N=1, d.h. das Wellenfeld
besteht aus einer Einzelwelle mit langsam verdnderlichen
Eigenschaften. In diesem Fall besteht die Summe nur aus
diesem Term, und die Abweichung vom linearen Wert ist in
(4.9) doppelt so groB wie in (4.4). Die beiden Geschwin~
digkeiten unterscheiden sich also in 2., Ordnung in £ .

Dies Ergebnis sowie seine Konsequenzen fiir die Ausbreitung
eines Wellenzuges sind von WHITHAM (1965a, 1967) diskutiert
worden.,

Nehmen wir dagegen an, daB die Energie kontinuierlich auf
sehr viele Wellenzahlen verteilt ist, dann besteht die
Summe aus einer grofien Zahl von Summanden, die jeweils
einen kleinen Beitrag liefern. Der Unterschied zwischen
(4.4) und (4.9) wird also klein und verschwindet ganz beim
Ubergang zur kontinuierlichen Darstellung.

Die durch (4.8) definierte nichtlineare Gruppengeschwin-
digkeit und die Transportgeschwindigkeit fiir die Wirkungs-
dichte unterscheiden sich also nur infolge von Selbst-
wechselwirkungen, die beim Seegangsfeld gegeniiber anderen
Wechselwirkungen vernachlédssigt werden diirfen. Dies Ergeb-
nis ist deswegen wichtig, weil daraus folgt, daB auch in
einem nichtlinearen Wellenfeld das raumgeitliche Verhal-
ten der Wirkungsdichte allein aus der Dispersionsrelation,
die jetzt durch (3.18) gegeben ist, bestimmt werden kann.
Im Gegensatz dazu ist bel einem einzelnen Wellenzug der

Ausdruck %% ohne jede Bedeutung (BISSHOP, 1969).
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5. Die Transportgleichung fiir das Seegangsspektrum

in kontinuierlicher Darstellung

Um vonr (3.14.7) zu einer Gleichung fiir das Seegangsspektrum
zu kommen, muB diese GrifSe zundchst definiert und mit den
Amplituden an(z,t) verknilipft werden. Dazu betrachiten wir
die raumzeitliche Korrelationsfunktion der durch (3.4.1)
gegebenen Abweichung der Oberflichenauslenkung von ihrem
Mittelwert, {'= . - a

(5.1 R(xt;xz1) = <I'(¥.£>I'[5*r,£r?)>

Dabei bedeutet (... ) den Ensemble-Mittelwert.

Es mdge nun R(x,t;r,0) als BeobachtungsgriBe vorliegen.*)
Die Korrelationsfunktion lisst sich dann mit (3.4.1) und
(3.17.1) durch die an(g,t) ausdriicken, wenn man die oben
(8.17) erwdhnte snnahme tiber die statistischen Eigenschaf-
ten des Seegangsfelder verwendet. Pilr geniigend kleine Korre-
lationsdistanzen (kleiner als die Skala der groBSriumigen
Anderungen) erh#lt man

(5.2.1) R(x.&, r 0) = % E. LD’JL(“'Z

ult

% %

S . M (R 3
(5.2.2) E, (x,t) =4a.a, + ‘t%(&,m.h* AN IO

#) Diese Annahme ist nicht wesentlich; geht man von der in den
meisten Fdllen gemessenen GroBe R(;,t; 0,T) aus, mul man
jedoch zusdtzliche Annahmen ilber die Richtungsverteilung
der Wellen einfiihren.
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Die En(g,t) kann man dabei als Energie der Wellenkompo-
nente mit der Wellenzahl k,(x,t) ansehen,

da R(x,t30,0) = ZZ:En ist. Dabei ist nicht die physika-
T

lische Energie sondern die Energie im Sinne der Zeit-
reihenanalyse gemeint.

Der nichtlineare Anteil in (5.2.2) lésst sich iibrigens
anschaulich leicht verstehen. Br kommt daher, daB jeweils
zwel Wellenkomporienten sozusagen "Obertdne' mit Summen -
bzw. Differenzwellenzahl erzeugen, deren Beitrag zun
Spektrum proportional zum Produkt ihrer beiden Energien
ist. Dies ist ganz analog zu den Oberschwingungen mit
ganzgahligen Vielfachen der Grundfrequenz bzw. -~ Wellen-—
zahl, dle man bei der Analyse einer Stokes'schen Welle
erhdlt. Plir ein eindimensionales Frequgnzépegtrum”istﬂ
dieser Anteil bereits von TICK (1961) untersucht worden.

Das kontinuierliche Seegangsspektrum F(k,x,t) wird nun
definiert durch

(5.3) F(k,x.t)bok B (xt)

katxdl e (k,8%)

i}
v

In (5.3) soll nur iiber solche Werte von n summiert wer-
den, fir die gn(g,t) innerhald einer Umgebung Ak der
Testen Wellengahl X liegt. Dabei ist Ak einerseits hin-
reichend klein zu wihlen, so da8 k, (x,t)=k fur diese
Indiges gilt; andererseits soll Ak aber so grol geln,
daf immer noch eine groBe Zahl von Punkten in der Umge-
bung liegt. Aus (5.2.1) wird damn,

(5-8) Rxt;xr.0) = [Flhxt) e by ok
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In analoger Weise gehen alle Summen in Integrale iiber.

Das so definierte Spektrum ist als Fourier-Transfor-
mierte der Korrelationsfunktion die geeignete Beobach-
tungsgrsBe, fir die jetzt aus (3.14.7) und (3.21) eine
Transportgleichung hergeleitet wird. G1. (3.14.7) 148t
sich schreiben als

Q

(5.5) %( E. ](l_u)) + ~99— ( PRI E ](g“)) -

k.,
nA.
Ein Unterschied zum linearen Fall tritt nur in der Ge-
stalt der Funktionen f2(k,) und J(l_cn)*) auf, fur die

jetzt die entsprechenden nichtlinearen Ausdriicke zu
nehmen sind. Die Abhéngigkeit von allen anderen Wellen-
zahlen verschwindet beim Grenzilbergang.

Daher ldsst sich die kontinuierliche Transportgleichung
sofort hinschreiben

(5.6) %( Flk,xt) J (k,glé))

mit

0

i

2 .2 L2 9 2
Dt ot 2k 9x 2%k
Gl. (5.6) wird meist durch Analogie mit der kKlassischen
Mechanik in der Hamilton'schen Formulierung begriindet,
wobei die Frequenz die Rolle der Hamilton-PFunktion iiber-
nimmt. Im folgenden wird eine elementare Herleitung

Die explizite Abhingigkeit dieser Punktionen wvon
x und t wird hdufig nicht zum Ausdruck gebracht.

N
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gegeben, die direkt von (5.3) und (5.5) ausgeht.*) Dazu
fithren wir zundchst die Anfangswerte der Wellenszahlen,

¥, = k,(x,0),2ls Indizes ein

E(_)_('é,?_(k>
‘S(Z‘:f k)
Die gn.kannen 0.B.d.A. als konstant, d.h. unabhéngig

von x, angesehen werden. Durch Umkehrung von (5.7.2)
erhdlt man

U

(5.7.1) E»\(fvf)

(5.7.2) k. (x.4)

i

LA

1

(5.8) x, = 2(x.t k)

Wegen der Konstanz von &, gelten die Beziehungen

2_)‘5:) _ D?_(u . Dkv
dt Iy

(5.9.2) (2_2‘_) Dx. 2 k.

Dx I

(5.9.1) (

"
]
3
)
=

Der Index an der Klammer deutet an, da8 k, bei der -
Differentiation festzuhalten ist.

Zu einem Intervall (k,Ak) in der k-Ebene, in dem gewisse
der gn(;,t) liegen, gehdrt nun ein entsprechendes Inter-
vall (X,4% in der X-Ebene. Sie sind verkniipft durch

-

A% = I(x,t,k) Ak; dabei ist I (x.tk) = d(x)/JI(k)

Einen eleganteren, aber weniger elementaren Beweis
findet man bei DEWAR (1970).
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die Punktionaldeterminante der Transformation (5.8). Mit
Hilfe der Beziehungen (5.9) zeigt man, daB sie folgender
Gleichung geniigt

.10).2 J2.90 9 [9% 3
102 T(xti) = 2 = (32 -2)e] 10t k)

Dabei ist noch benutzt worden, daB wegen (2.4)

ok. W,

(]
7t DF
isty mit (3.21) folgt daraus
%, 2@ K _[In
o 3 - w5y - B,
Weiter ist
JE JF PE {1 9x
(5.12. 1)( ) . (QE NEEN
2t <9f) T e ( t )k..

9
(5.12.2)(_%5)’{“ (gf)kh . 28 '(%ik)g“

Unter Beénutzung von (5,9) erh#lt man dann aus (5.5)

(5. 13)-—-—(EJ) +EJ[D %’—" ,;?‘k(%i% ';i)k“] 0

Multipliziert man nun {(5.13) mit I(g,t,gn) » (5.10) mit

E(;,t,;n) . J(gn) und addiert beide Gleiecnungen, so er-
gibt sich



- 3T -

5,140 5= ( E (s, x“)I(z‘.f,k“)J(ku)) = 0

Damit i1st die Transportgleichung (5.6) bewiesen, wenn wir
noch zeigen kénnen, daB F(k,x,t) = E(x,t,2(x,t,k))I(x,t,k)
ist. Dies folgt aber aus (5.3); es ist ja

FZE. = Z E(stx) £ OExtix)ox -9
Welkdy  wee(xon)
wobel q die Wellenzahldichte {(Anzahl pro Flicheneinheilt)
in der ¥~Ebene ist und willkiirlich zu 1 angenommen wer-
den kann; dann ist
Flk,xt)ak = E(xt x)ax = Elxt2) T(rtk)ok

q.¢.of.
Demit ist das in der Einleitung erwidhnte Ziel erreicht,

nimlich eine Gleichung, die die groBrdumige Ausbreitung
eines Seegangsfeldes unter Beriticksichtigung der Nicht-
linearitdt der Bewegungsgleichungen beschreibt. Es wird
zunichet die Bedeutung des linearen Anteils von (5.6)
diskutiert. Setzt man J(k,x,t) = 3(0) & 7(2) una

L(x,x,1t) =R(e) L A2) | yovei der Index die Ordnung
hinsichtlich des Stdrungsparameters £ angibt, dann ist

4 A
(5.15) J sz e 4% = e v Wk

T Vqktauh kk

Die lineare Transportgleichung

UG ERCEE S B

ist in dieser Form von HASSEIMANN (1970) angegeben worden.
In einem linearen Wellenfeld ist das Spekirum F(k,x,t)

ein MaB fiir die spektrale Energiedichte. Schreidbt man nun
(5.16) in der Form
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1"

(5.17)(:.91%)(0,‘: N _:%)(%)(")Jco)

denn gibt der zweite Term den EnergiefluB vom Wellenfeld
zur mittleren Stromung (oder umgekehrt) an. BRETHERTON
& GARRET (1968) haben gezeigt, daB er identisch ist mit
dem Produkt ausfradiation-stress"Tensor und Gradient der
mittleren Strémung, entsprechend dem schon friither auf

andere Weise erhaltenen Ergebnis von LONGUET-HIGGINS &
STEWART (1961).

0

Gleichung (5.16) kann im Prinzip durch Integration der
charakteristischen Gleichungen geldst werden

\ ’9 Q(O)

9.‘2
5.‘8 x -

9

Auf einer durch (5.18) gegebenen Charakteristik ist die
Wirkungsdichte (bzw. bei horizontal konstanter mittlerer
Stromung die Energiedichte) konstant. Die Energie wird
auf der Charakteristik mit Gruppengeschwindigkeit trans-
portiert, und durch Bodenunebenheiten oder Scherstrdmun-
gen wird eine Wellengzahldnderung, d.h, Refraktion, her-
vorgerufen, Die Charakteristiken sind gerade ILinien,
falls mittlere Stromung und Wassertiefe horizontal kon-

stant sind. Pir die Frequeng einer Wellengruppe gilt auf
einer Charaktferistik

‘i -

D IL(D)
9t

sie bleibt also konstant, wenn die mittleren Verhdli-
nisse zeitunabhingig sind.

(5.19) W=

Betrachten wir nun die nichtlinearen Korrekturen U
(5.16). Nach (3.18), (3.28) und (5.2.2) gilt ja
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N lb)k 0
(5.20.1) Q" = [k * *G“/S( Kk)F(K) dk’

Simh Liy

(5.20.2)Jw z “”s l.\?.kM Jdk F(k}{ éf"i( PY;I;',M') Fé?il;y}

Wegen der in (5.20) auftretenden Integrale stellt (5.6)
jetzt eine Integro-Differentialgleichung fir F(k,x,t)
dar. Diese ist auBerdem gekoppelt mit den beiden Glei-
chungen, die den Einflufl des Wellenfeldes auf die mittle-
ren GriBen beschreiben; nach (3.25) und (3.27) ist ja

da. 2 k
(5.21.1)——-—9t *‘“9*'{‘4&- + HA +S-—)3F(L<)di<} %
(5.21.2) PR kg FCk) )
T {‘!E*ﬁ“f‘.frm"d“} 0

Die Gleichungen entkoppeln sich im Grenzfall H —> oo ;
denn verschwinden a und ﬁ . )
In speziellen Fdllen kann man die Anderungen der mittle-

ren GrsBen direkt aus (5.21) angeben; z.B. erhilt man
fiir ein stationdres Seegangsfeld bel verschwindender

Grundstrdmung
. - Ak k
(5.22) . H So—“’gF(k)o“
4 kg Flk)
& =--§—gsmh2,kH oAk

Diese Werte kamn man in (5.20) einsetzen und hat dann
in der Transportgleichung nur noch F(k,x,t) als unbekannte
Punktion.

Gegeniiber der linearen Transportgleichung ergeben sich
nun folgende AEnderungen:
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Zundchst ist allgemein DJ/Dt # O, auch wenn der Horizon-
talgradient der mittleren Stromung verschwindet. Daher
tritt stets ein "Energie"fluﬁ*) analog zum 2, Term von
(5.17) auf. Weiterhin ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit

%%% gegeniiber ihrem linearen Wert abgedndert. Insbesondere

féilt ihre Richtung auch dann nicht mehr mit der entspre-
chenden Wellenzahlrichtung zusammen, wenn keine mittlere
Stromung vorhanden ist. Anschaulich 188t sich das so ver-
stehen, dafl durch die Hauptausbreitungsrichtung des Wellen-~
feldes eine Vorzugsrichtung gegeben ist und daher keine
horizontale Isotropie mehr gegeben ist. Dagegen 188t sich
die Gruppengeschwindigkeitsé&nderung nicht deuten als
Stokes'sche Massentransportgeschwindigkeit des Wellenfel-
des; vgl. auch LONGUET-HIGGINS & PHILLIPS (1962).

Durch das Vorhandensein des Wellenfeldes #ndern sich also
die Ausbreitungseigenschaften, und diese Anderungen be-
wirken wie Ublich Refraktion und Krimmung der Charakte-—

ristiken, auch bei horizontal homogenen mittleren Verhdlt-
nissen. '

Allerdings lassen sich die (analog zu (5.18) definierten)
Charakteristiken jetzt nicht mehr wie im linearen Fall .
im voraus berechnen und fiir die Konstruktion der Lisungen
verwenden,. da sur Berechnung von 2 das Spektrum bereits
bekannt sein miisgte. Man kann (5.6) aber noch auf eine
andere Form bringen, die man erhilt, indem man die Kor-
rekturen als Stérungen auffasst

. (5;%}(-) F](o) - SI (k. 5'#) ‘
Sy (k2 d) = —(%)(O)ij *(%)Q)(FJ“”MM) a

*) "Energie" im oben erwihnten Sinne.



*)

Diese Form ist insofern bequemer, als man (5,23%) als
lineare Differentialgleichung mit inhomogenem Term an-
sehen kann. Die Ausbreitung erfolgt jetzt wieder auf den
linearen Charakteristiken gemiBf (5.18), jedoch ist auf
ihnen die lineare VWirkungsdichte nicht konstant, sondern
gndert sich gemdB

.
(5.24) (FJ«») - SI
Natiirlich wird dadurch die Losung der Transportgleichung
nicht einfacher. Jedoch erlaubt (5.23) einen Vergleich
mit all den Beitrdgen zum Energietransport, die in dieser
Arbeit nicht beriicksichtigt worden sind. Fiir diese be-
steht ndmlich eine Gleichung derselben Bauart wie (5.23%)
mit einer Quellfunktion S(k,x,t), welche u.a. den Ein-
fluB von erzeugenden Kridften, Dissipation und Resonanz-
wechselwirkungen enth&lt. Eine ausfilhrliche Diskussion
dieser Quellfunktion findet man bei HASSELMANN (1968)*),

Die in dieser Arbeit berechneten Terme Sl(g,g,t) ksnnen
groBenordnungsméfBig gegeniiber der Quellfunktion abge-
schitzt werden. Wir wihlen dazu den Anteil SR’ den die
Resonangwechselwirkungen zu S{k,x,t) beitrsgen. Dieser
Anteil ist im wesentlichen von der Form

(s.25) S = [d'dk" . FUOF(K)F(4)

wobeil durch ... ein hier nicht weiter interessierender
Integralkern angedeutet ist. Da (k) = o(£2), ist

S = 0(€8). Aus (5.23) folgt, deB S; = o(yet); demnach
ist

Die dort mit S bezeichnete Quellfunktion ist gering-
fligig anders definiert als hier.
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S L (R
(5.26) s o(zl)

Nimmt man etwa an, daB & einer mittleren Wellensteilheit
entspricht, und setzt £« 0.1, dann ist das Verhdltnis

-2

SI/SR nicht mehr klein, falls M &= 10 °, d.h. falls sich

die Eigenschaften des Wellenfeldes itber 100 typische
Wellenliéngen (oder ~perioden) wesentlich #ndern. Diese Ab-
schitzung ist natiirlich sehr grob; sie zeigt aber, daB

filr GréBenordnungen von § und 7 , die zumindest im Flach~
wasser nicht v6llig unrealistisch sind, der durch SI ge—
gebene Beitrag nicht ohne weiteres als klein gegeniiber

den Resonanzwechselwirkungen vorausgesetzt werden kann.

Piir eine genauere Diskussion der Bedeutung von Sl(g,g,t)
ist eine numerische Berechnung erforderlich, die an Hand

von zwei Beispielen im nichsten Abschnitt durchgefihrt
wird.

6. Numerische Auswertung der in der Transporigleichung
vorkommenden Integralausdriicke

Die Transportgleichung (5.23) kann im Prinzip fiir ein be-
gtimmtes Seegeblet mit einer vorgegebenen Anfangsvertei-
lung F(g,g,to) geldst werden, Dies ist natiirlich nur sinn-
voll, wenn man alle Beitrdge zum EnergiefluB, d.h, zur
Quellfunktion, beriicksichtigt. Numerische LSsungsverfahren
sind u.a. von BARNETT et al, (1969) und EWING (1971) fir
Piefwasser, PIEST (1968) und COLLINS (1972) fiir Plach-
wasser benutzt worden. Dabei wurde fiir die Quellfunktion
gewthnlich ein halbempirischer Ausdruck genommen, teils
aus Griinden der rechnerischen Bequemlichkeit (um 2.B.
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hdufige Auswertung von Wechselwirkungsintegralen ZU Ver-—
meiden), teils deswegen, weil die tatsdchliche Quell-
funktion noch nicht hinreichend genau bekannt ist.

Eine numerische Lésung, einmal mit und einmal ohne Be~
ricksichtigung des in den vorhergehenden Abschnitten be-
handelten Energieflusses SI(E,g,t) durchgefithrt, wiirde
zeigen, welche Bedeutung diesem Anteil zukommt. Dieser
Vergleich wdre jedoch sehr aufwendig und kommt fiixr eine
bloBe Abschdtzung nicht in Betracht. Ein direkter Ver-
gleich dieses Anteils mit enderen Beitrdgen zur Quell-
funktion, etwa analog zu (5.26), ist jedoch ebenfalls
schwierig, da zur Berechnung von SI nach (5.23%) der hori-
zontele und zeitliche Verlauf des Wellenfeldes sehr genau
bekannt sein miissen, damit die entsprechenden Differential-
quotienten gebildet werden k&nnen,

Im folgenden soll daher lediglich das Verh#linis der nicht-
linearen gegeniiber den entsprechenden linearen Termen der
Transportgleichung quantitativ untersucht werden. Dazu ist
nur die Kenntnis der Wellenzahlabhingigkeit des Spektrums
erforderlich. Die Form des'Wellenzahlspektrums ist gewdhn-
lich im tiefen und flachen Wasser sehr unterschiedlich.
Beide Pdlle werden daher gesondert betrachtet, wobei je-
weils ein empirisches Spekxtrum zugrunde gelegt wird.

a) Piefwasserbeispiel

Die Funktion F(k) = P(k,p) ldsst sich aufspalien in
P(x,d = s(k,$)f(k) mit der Normierung

(6.1) _IS(kmD) d¢ = 4

(§ Wellenzahlrichtung).

Fir das skalare Spektrum f(k) verwenden wir die wvon
PIERSON & MOSKOWITZ (1964) angegebene empirische Formel



- 44 -

(6.2) F(<) * : k™ e

mit < x 464‘, ko =Q6A'§z (U Windgeschwindigkeit)

Das Energiemaximum liegt bei k = ko; fiir kurze Wellen ist
£f(k) = %‘k—4, entsprechend der Gleichgewichtstheorie von
PHILLIPS (1957).

Gl, (6.2) gilt fiir ein ausgereiftes, nicht fetchbegrenztes
Seegangsspektrum. Bei einem fetchbegrenzten Spektrum ist
der Abfall zu den langen Wellen hin steiler, wie Messungen
in der Nordsee ergeben haben (HASSEIMANN et al, 1973). Zum
Vergleich wurde neben (6.2) auch ein typisches JONSWAP- *)
Spektrum verwendet; die Ergebnisse waren jedoch nur wenig
unterschiedlich und werden hier nicht wiedergegeben.

Zur Spezifizierung des Spektrums muB noch die Richtungs-
verteilung S(k,P) angegeben werden. Wir wihlen den hiufig
gebrauchten Ausdruck

g 4 “ . T
= o O v 19y €
6.3) SCl ) =43

0 Soust

&

(6.3) beschreibt eine Energieverteilung, die in einem
Winkelbereich von etwa 60° um die Hauptausbreitungsrichtung
Q = 0 xonzentriert ist.

Zu Vergleichszwecken wurde daneben auch die Funktion

1 , . x
(6.4) S(k,9) = T fir 101 € 3

0O ooust

benutzt, die eine in einer Halbebene isotrope Energiever-
teilung beschreibt. Es zeigt sich aber, daB die genaue

#*) von "Joint North Sea Wave Project"
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Form der Richtungsverteilung nicht sehr wesentlich ist.

Die Ergebnisse werden in dimensionsloser Formvals Funktion
von k/k0 dargestellt; sie sind dann unabhéngig von der
Windgeschwindigkeit,

In Abb.1 ist der Betrag der relativen Anderung der Gruppen-
geschwindigkeit iber k/ko fiir verschiedene Richtungen auf-
getragen. Die Anderung steigt mit dem Betrag der Wellen-
zahl monoton an (filr k »k/ wievff); im interessierenden
Bereich bleibt sie unterhalb von einigen Prozent., Die
Energie kurzer Wellen wird also bis zu diesem Prozentsatz
schneller als mit der linearen Gruppengeschwindigkeit
transportiert. Die Gruppengeschwindigkeit langer Wellen
wird dagegen nur wenig verdndert. Kurze Wellen spilren also
mehr als lange den Einflu8 des Wellenfeldes auf die Aus-
breitungsbedingungen.

Die entsprechenden Kurven fiir die Richtungsverteilung
(6.4) liegen bei etwas niedrigeren Werten, verlaufen aber
qualitativ sehr dhnlich.

In Abb.2 ist die Richtung der Gruppengeschwindigkeits-
inderung aufgetragen. Sie liegt innerhalb von etwa 20°
um die Hauptausbreitungsrichtung, ist aber bemerkenswer-
terweise nicht mit dieser identisch. Die Gruppengeschwin-
digskeitsinderung lédsst sich alse im wesentlichen als
eine Mitnahme durch das Wellenfeld interpretieren, wobei
allerdings diese Mitnahme weder der Richtung noch dem Be-
trage nach mit der Stokes'schen Massentransportgeschwin-
digkeit des Wellenfeldes zusammenféallt.

Abb,3 gibt die relative Anderung der Wirkungsdichte,

J(z)/J(O), wieder. Der vergleichsweise unregelmiBige Ver-
lauf der Kurven wird versténdlich, wenn man den Ausdruck

fiir J(z) aus (5.20.2) n#her betrachtet. Der Integrand
besteht aus zwei Summanden. Der erste gibt an, um wieviel
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die Erhaltungsgrofe von ihrem linearen Wert abweicht. Er
wurde flir eine stark nichtlineare Einzelwelle von CRAPPER
(1972) untersucht. Der zweite Summand beschreibt die An-~
derung dexr Verkniipfung des gemessenen Spektrums mit den
linearen Wellenamplituden (TICK, 1961). Die beiden Summan-—
den haben entgegengesetztes Vorzeichen und kompensieren
sich weitgehend, wie aus Abb.4 ersichtlich. Wirde man nur
einen der beiden Anteile betrachten, so kdme man hinsicht-
lich der Ausbreitungseigenschaften des nichtlinearen
Wellenfeldes zu falschen Schliissen. Infolge ihrer Eigen-
schaft als Differenz von zwel groBen Zahlen sind die

Schwankungen von J(Z)/J(O) fir verschiedene Parameterwerte
und Richtungsverteilungen erheblich. Wegen der absoluten
Kleinheit dlirfte jedoch die Anderung in den meisten Fdllen
ohne praktische Bedeutung sein,

Insgesamt ergibt sich, da8 das Ausbreitungsverhalten eines
typischen Wellenfeldes im tiefen Wasser nicht wesentlich
von der linearen Theorie abweicht.

b) Flachwasserbeispiel

Fiir Plachwasserseegang gibt es kein typisches Spektrum
mit einem @&hnlich groBen Giiltigkeitsbereich,wie ihn das
P-M-Spektrum im Ozean hat. Die Form des Spektrums hingt
hier gewthnlich stark von der Topographie des betrachteten
Gebietes ab. Statt eines Modellspektrums wird daher ein
tatsdchlich beobachtetes Spektrum fiir die numerische Rech-
nung verwendet; alle Aussagen gelten dann natiirlich nur
filr diesen speziellen Fall. Es soll jedoch hier lediglich
darauf ankommen, die GroSenordnung der Integrale in der
Transportgleichung abzuschitzen.

Wir wihlen ein Spektrum, das von SCHRADER (1968) im Ge~
biet der Elbmiindung gemessen worden ist, bei einer Wasser-
tiefe von 7,5 m und einer charakteristischen WellenhShe
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von iiber 2 m., BEs ist in Abb.5 als Frequenzspektrum ge-
zeichnet; fiir unsere Zwecke muB es natlirlich zuerst in ein
Wellenzahlspektrum umgerechnet werden. Das Spektralmaximum
liegt bei einer Wellenlinge von 60 m. Da die tatsédchliche
Richtungsverteilung nicht bekannt ist, wird wieder (6.3)
angenommen, méglicherweise mit geringerer Berechtigung als
im tiefen Wasser.

In Abb.6 ist die relative Gruppengeschwindigkeitsinderung
infolge der Wechselwirkungen der Wellen aufgetragen. Bel
groBen Wellengahlen verlaufen die Kurven 8hnlich wie im
tiefen Wasser. Allerdings sind die Anderungen jetzt erheb-
lich groBer, fiir Wellenldngen von 1/3 der Wellenlinge des
Spektralmaximums bereits ilber 10%. Bei kleineren Wellen-
zahlen weicht das Bild gegeniiber dem frilheren etwas ab;
z,B. hiéngt die Gruppengeschwindigkeitsénderung hier nicht
mehr monoton von der Wellenzahlirichtung ab. Die (hier nicht
wiedergegebene) Richtung der Gruppengeschwindigkeitsénde-
rung verliuft dhnlich wie in Abb.2; sie bleibt innerhald
von 10% der Hauptausbreitungsrichtung.

Weiterhin ist in Abb.6 der Einfluf der welleninduzierten
mittleren Stromung £ , die nach (5.22) berechnet wurde,
eingetragen. Es ergab sich ein Wert’B = 0.12 m/sec, ent-
gegengesetzt zur Hauptausbreitungsrir~itung. Das bedeutet
eine Verminderung der Gesamtinderung um etwa 1/3. Der Bin-
fluB der welleninduzierten Wasserstandséinderung (a = 3 cm)
auf die Gruppengeschwindigkeit ist dagegen zu vernach-
lissigen.

In Abb.7 sind die beiden Summanden aus dem Integral in
(5.20.2) aufgetragen, -die zur Anderung der Erhaltungs-
groBe beitragen. Auch hier liegen die Werte zahlenmi#Big
weit héher als im Tiefwasser. Da beide Anteile verschiedene
Vorzeichen haben, ist der genaue Verlauf ihrer vergleichs-
weise kleinen Summe wegen unvermeidlicher Ungenauigkeiten
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bel der numerischen Integration recht unsicher und ist
daher nicht eingezeichnet. Wiederum wiirde man jedoch eine
vdllig falsche GroBenordnung erhalten, wenn man nur einen
der beiden Anteil beriicksichtigt.

Von der welleninduzierten Wasserstandsgnderung wird die
Erhaltungsgrdfe nicht merkbar beeinflusst.

Auf den Kurvenverlauf im eingelnen wird nicht weiter ein-
gegangen, da nicht klar ist, wieweit er von den speziellen
Eigenschaften des verwendeten Spekirums abhéngt. Jedoch
kann man annehmen, daB die GroBenordnung der Anderung der
Ausbreitungseigenschaften einigermafen repréasentativ fiir
Flachwasserspektren mit hoher Gesamtenergie ist. Da zudem
die horizontalen Skalen im flachen Wasser meist ver-
gleichsweise klein sind, scheint es nicht gerechtfertigt,
die entsprechenden Terme in der Transportgleichung ohne
weiteres zu vernachléssigen., Allerdings muB berticksichtigt
werden, daB Vorginge wie z.B. turbulente Bodenreibung,
Streuung an Bodenunebenheiten und Brandung wahrscheinlich
sehr wesentlich fiir den Energietransport sind. Flir eine
weitere Verbesserung unserer Kemntnisse des Flachwasser-—

seegangs ist ein genaueres Verstdndnis dieser Vorginge
notwendig.

7. Zusammenfassung

Es wird der EnergiefluB im Seegangsfeld unter Vernach-
léssigung von erzeugenden Krdften und Reibung untersucht.
Insbesondere werden solche Wellenfelder betrachtet, die
horizontal nicht homogen und zeitlich nicht stationdr

sind und auBerdem eine endliche Amplitude haben., Ausgehend
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von den hydrodynamischen Bewegungsgleichungen wird eine
Stérungsrechnung mit Hilfe des im 2., Kapitel beschriebenen
. Whitham'schen Formalismus durchgefiihrt., Es stellt sich
heraus, daB die fiir den horizontalen EnergiefluB entschei-
dende Gruppengeschwindigkeit gegeniiber der linearen Theorie
modifiziert wird. Die AEnderungen an der Energietransport-~
gleichung lassen sich als zusitzlicher EnergiefluBl inter-
pretieren. Eine fir zwei typische Fdlle durchgefithrte nu-~
merische Rechnungz ergab, daf diese Anderungen hauptsidch-
lich fiir die Seegangsausbreitung im Flachwasser von Be-
deutung sind, widhrend sie flir Wellen im freiem Ozean keine
groBe Rolle spielen. ‘

Ich danke Herrn Prof. Klaus Hasselmann filr viele
hilfreiche Diskussionen.

Die numerischen Rechnungen wurden auf der PDP 10
des Rechengentrums der Universitdt Kiel durchgefiihrt.



- 50 -

Anhang
Koeffizienten V . aus Gl (3.12), 8.21
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Koeffizienten B und C . aus Gl. (3.30), S. 27

. Zk kA “ 2
e B e

kT { tamhlle.db) o B 2
L—z( Lk, * led N mmxwtl_«\\n)‘?»«.u

2
G ki 0h A(Gw ‘(u S e
B A bk S '-)}

o

C.. = z{&&,& v (42 )k Qo

- G; l(“,‘ hhl‘\,[kh!k\\ly H T
T g ( Lk k] ¥ tosh | k2l JH )Q‘“"“}



- B2 -

Literaturverzeichnis

Barnett,?.P., C.H.Holland,Jr., and P.Yager (1969):

A general technique for wind wave prediction,
with application to the South China Sea.

Pinal Report, Westinghouse Research Labo~
ratories

Barnett,T.P. and J.C.Wilkerson (1967): On the zeneration
of ocean wind waves as inferred from air-
borne radar measurements of fetch-limited
spectra.

J.Mar.Res. 25, 292-328

Benjamin,T,B. & J.E,Peir (1967): The disintegration of
wave trains on deep water.
J.Fluid Mech. 27, 417~430

Bisshop,F.E.{1969): Nonlinear wave propagation in the
geometrical approximation.
Techn.Rep.No.9, Brown University, Providence

Bisshop,F.E. & R.B.Wilson (1968): Averaged stationarity
principles.

Techn,Rep.No.7, Brown University, Providence

Bogoljubow,N.N. & J.A.Mitropolski (1965): Asymptotische
Methoden in der Theorie der nichtlinearen
Schwingungen.
Akademie~Verlag, Berlin 442 pp.

Bretherton,F.P. (1968): Propagation in slowly verying
waveguides.
Proc.Roy.Soc. 4 302, 555-576

Bretherton,®.P, & C.J.R. Garrett (1968): Wavetrains in
inhomogeneous moving media.
Proc.Roy.Soc. 4 302, 529-554

Collins,J.I. (1972): Prediction of Shallow-Water-Spectra.
J. Geophys. Res. 17, 15, 2693-2707

Crapper,G.D. (1972): Nonlinear gravity waves on steady
non-uniform currents.-
Jd.Fluid Mech. 52, 4, T13-724

Dewar,R.L. (1970)¢ Interaction between hydromagnetic

waves and a time~dependent inhomogeneous
medium,

Phys. Fluids 13, 11, 2710~2720



- 53 -

Ewing,J.W., (1971): A numerical wave prediction method for
the North Atlantic. Ocean.
Dt.Hydrogr.Z. 24, 241-261

Hasselmann,K. (1962): On the non-linear energy transfer
in a gravity wave spectrum. Part 1:General
Theory. :
J.Fluid Mech. 12, 481~-500

Hasselmann,K. {1968): Weak interaction theory of ocean
waves., Basic developments in fluid dynamics,
Vol.2.
Academic Press Inc,, New York

Hasselmann,K., (1970): Wave refraction in the presence of
time-dependent currents and depths.
Unversffentlichtes Manuskript.

Hasselmann,K. et al (1973): Measurements of wind-waves
growth and swell decay during the Joint North
Sea Wave Project (Jonswap) Dt.Hydrogr.Z.

Hayes,W.D. (1970): Conservation of action and modal wave
action. :
Proc.Roy.Soc. A 320, 187-208

Kinsmen,B. (1960): Surface waves at short fetches and low
wind speeds -~ a field study.
Vols. 1,2,3. Chesapeake Bay Institute,
Tech.Rep.XIX, Ref. 60~1. 581 pp.

Longuet~Higging,M.5. & O0.M.Phillips (1962): Phase velocity
effects in tertiary wave interactions.
J.Fluid Mech. 12, 333-336

Longuet-Higgins,M.S. & R.W.Stewart (1961): The changes in
amplitude of short gravity waves on steady
nor-uniform currents.

J.Fluid Mech., 10, 529-549

__________ (1962): Radiation stress and mass
transport in gravity waves, with application
to surf beats. .
J.Fluid Mech. 13, 481~504

Tuke,J.G. (1966): A perturbation method for nonlinear
dispersive wave probleus,
Proc.Roy.Soc. A 292, 403-412

Iuke,J.C. (1967): A variational principle for a fluid with
a free surface. .
J.Fluid Mech. 27, 395-397



- 54 -

Miles,J.W. (1957): On the generation of surface waves by
shear flows.
J.Fluid Mech. 3, 185-204

Phillips,0.M. (1957): On the generation of waves by tur-
bulent wind.
J. Fluid Mech. 2, 417-445

Phillips,0.M. (1958): The equilibrium range in the spectrum
of wind generated waves.
J.Pluid Mech. 4, 426-434

Pierson,W.J. & L.Moskowitz (1964): A proposed spectral
form for fully developed wind seas based on
the similarity theory of S.A.Kitaigorodski].
J.Geophys.Res. 69, 5181-5190

Piest,J.(1968): Grundlage einer numerischen Seegangsvorher-
sage flr Schelfmeere.
Deutscher Wetterdienst, Seewetteraunt.
Einzelvertffentlichung Nr.61

Schrader,J.P. (1968): Kennzeichnende Seegangsgridfien fiir drei
MeBpunkte in der Elbmiindung.
Hamburger Kiistenforschung, Heft 4

Simmons,W.F. (1969): A variational method for weak reso-
nant wave interactions.
Proc.Roy.Soc. A 309, 551-575

Snyder,R.L. & C.S.Cox (1966): A field study of the wind
generation of ocean waves.
J.Mar.Res.24, 141-178

Tiek,L.J. {1961): Nonlinear probability models of ocean
waves,
In: Ocean Wave Spectra, Prentice Hzll,
Englewood Cliffs, New Jersey

Wnitham,G,B. (1962): Mass, momentum and energy flux in
water waves.
J.Fluid Mech. 12, 135-147

Whitham,G.B. (1965a): Nonlinear dispersive waves.
Proc.Roy.Soc. A 283, 238-261

Whithem,G.B. (1965b): A general approach to linear and non-
linear dispersive waves using a Lagrangian,
J.Fluid Mech., 22, 273-283

Whitham,G.B. (1967): Non-linear dispersion of water waves.
J.Fluid Mech. 27, 399-412



-~ 55

Erltuterungen zu den Abbildungen

Abb.1:

Abb.2:

Abb.3:

Abb.4:

Abb.5:

Abb.6:

Abb.7:

Tiefwasserbeispiel: Betrag der Gruppengeschwindig-
keitsinderung in % des linearen Wertes als Funktion
dexr Wellenzahl.

Durchgehende Kurven: cost - Richtungsverteilung,
gestrichelt: Richtungsverteilung (6.4). Die
punktierte Kurve stellt das skalare Pierson—
Moskowitz~-Spektrum dar.

Tiefwasserbeispiel: Richtung der Gruppengeschwindig-
keitsé@nderung in Winkelgraden, Durchgehends

cos4 - Richtungsverteilung, gestrichelt: Richtungs-
verteilung (6.4). ‘

Tiefwasserbeispiel: Relative inderung der Erhal-
tungsgrsfe in %. Durchgehend:

cos4 - Richtungsverteilung, gestrichelt: Richtungs-
verteilung (6.4).

Tiefwasserbeispiel: Beitriige zum Integral in (5.20.2)

fir cos4 - Richtungsverteilung. Durchgehend:
1. Summand, gestricheli: Betrag des 2. Summanden.

Flachwagser-~Frequenzspektrum nach Schrader. Die
gestrichelte Linie gibt die Frequenz an, bei der
kH = 1 ist.

Betrag der Gruppengeschwindigkeitsiinderung in % fiir
Plachwasserbeispiel. Durchgehend: Anderung durch
Wechselwirkungen der Wellen. Gestrichelt: Durch
welleninduzierte mittlere Stromung.

Beitrige zum Integral in (5.20.2) fiir Flachwasser-
beispiel., Durchgehend: 1. Summend, gestrichelt:
Betrag des 2. Summanden. )
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