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I. — Singularité de la créte de la lame pour des houles
' rotationnelles limites.

1° METHODE DE CALCUL.

On considére une onde progressive simple ayant atteint sa forme limite et se
propageant & vitesse constante V sans déformation, ce qui suppose une profondeur
constante ou tllimitée. e

En choisissant des axes mobiles, I'axe @ horizontal dirigé de. gauche a droite en
sens inverse de la propagation, T'axe y vers le bas, T'origine étant liée a la créte de
la lame, le mouvement ondulaloire est transformé en mouvement permanent. Les
composantes de la vitesse sont données, avec les variables d'Euler, que le mouve-
ment soit rotationnel ou non, par les équations (3), la fonction de courant ¥
étant indépendante du temps. Le tourbillon, qu’il y a lieu de considérer comme une
donnée du probleme, vaut, d’apres 'équation (5) :

(o, 7)=4(n 0)=—LA¥ .
(158) 1 1 3 1
= — (Br +,bDT—I—,ga\;f)~--JI+FLT”2COS;(9—!—V)+...1

k, @, v,... étant des constantes connues. La raison de la prise en compte,
pour €, d'un terme en r'/2 résultera de I'exposé ultérieur. A Tapproximation
retenue, nous n'aurons d'ailleurs pas a faire usage de ce terme.

On a introduit des coordonnées polaires (fig. 18) :

g=rSin @ ry=rCosl

et.exprimé, par leur-intermédiaire, le développement en série du tourbillon aux
environs de la créte, en négligeant les termes en r ou d'ordre supérieur..

La solution générale de 1'équation (158) est la somme d'une solution partica-
Tiere

(159) : 410=—':'-;r2—§r5"5 Cosi(ﬁ—}—v)—l—...
et de la solution générale
(160) . Y=o, Cosn (0 —p0,)

de Téquation sans second membre. Les valeurs n sont des nombres, @ priori quel-
conques, mémes imaginaires.

Le théoréme de Bernouilli, valable pour des mouvements rotationnels perma-
‘nents, donne :

W2
(161) i =y

W est la vitesse, p la pression; la constante C est différente selon la ligne de
courant envisagée si le mouvement est tourbillonnaire. Ces lignes de courant,
pour un mouvement permanent, sont idenliques aux trajectoires des particules.
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Sila créte est un point singulier anguleux, la vitesse y est obligatoirement nulle.
En effet, un changement brusque de direction a vitesse non nulle impliquerait une
accélération et des forces infinies. De plus, en surface, p est constant et, en
modifiant la valeur de la constante C, on peut y supposer p— o. A Torigine, tous
les termes de gauche de I'équation (161) sont alors nuls et, dans cette hypothese,
C==0 pour toutes les particules de la surface libre qui constitue une nappe de

Boeaﬂﬁéh ¢

: Fig. 18.

- L] L] L X
gnes de courant ¥'— Const. On a donc, sur la ligne 'd’eau, en désignant par

v 4 . :
—_ ﬁbgla composante de la vitesse dans le sens du rayon vecteur r (vu‘.ess(! radiale )
r : .

IV
et par<- celle normale au rayon vecteur (vitesse tangentielle) :
¥\ IV\g :
(162) W'9=($) -|— (;‘Sé) =29J’3291"(,.059-

En résume, le probléme de la forme limite de la houle revient a trouver une
relation entre r et § déterminant la surface libre :

(163) 0—=0,-¢(r) avec e(o)=o,

telle que U'équation non lindaire (162) et 'équation linéaire ¥ — Const. soient simul-
tanément satisfaites. Ces deux conditions permettent de fizer les valeurs des constantes
ny By, 0ny B, et de la fonction er).

Tout d’abord, dans lcquatlon (160), le terme constant (n==o0) peut étre
supposé nul, ce qui revient a poser ¥ = o sur la ligne d'eau. De p}us, n=1 car,
sinon, les composantes de la vitesse ne tendraient pas vers zéro a lorigine. La
plus petite valeur de n est donnée par 'équation (162) en égalant les puissances
minima de r dans les deux membres :

© a(n—1)=1, ou, n=3[a.
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Il peut, naturellement, y avoir des exposants n supérieurs. En ne considérant
que les points assez proches de la créte, on peut limiter l'expression de ¥ aux
termes d’exposants les plus faibles, d'oti, en introduisant la valeur (163) de @ et
-en développant :

(164) .o=Y¥ =1 4 §,=0,r2 Cos% (6,~8,) ——golerm:Sin-i- (6,—B,)
— 5124 0yt Cos 2 (6,—By) +- . -
et, pour l‘équation.[lﬁz] :
o W2 =2 03— 3 0,13 Cos % (6,—,)4-6 0,0, GOS( — 2 )4
= agr Cos b, - agre Sin ,-. .

Ces développements doivent étre vérifiés identiquement sur la ligne d’ean lorsque
r varie.

En égalant a zéro les coeflicients des puissances successives de r, on trouvera
les solutions de premiére, deuxiéme approximation, etc. On se limitera a la
seconde.

2° PREMIERE APPROXIMATION.

On Tobtient en annulant les coefficients des puissances minima de r dans les
formules (164) et (165).

Pour ¥, termes en r%2 :
S
Cos 3 (6,— 8) =0
pour W2, termes en r :

== 29 Cos §, +

o

La premiere équation fournit trois solutions distinctes pour 6, (fig 18) :
61=—'§‘+51 ) 911=§‘_|‘61 ) 6111‘:77+161 &

Les deux branches aboutissant a4 T'origine doivent, d'autre part, d’aprés la
seconde équation ci-dessus, comporter avec I'axe y des angles tels que leur cosinus
soient égaux.

Ces branches doivent donc étre : :

a. confondues et alors de direction quelconque, B, restant arbitraive, ou distinctes
el occuper ;

b. soit les positions I et IT avec B, =o0;

. soit les positions symétriques I' et II' avec B, == .

. Ces dernitres positions (c), correspondant & dcs valeurs négatives de y, sont a
éliminer d'apres I'équation (162). De méme, la solution (a) ne peut convenir, car
elle ne saurait représenter un point de rebroussement. En effet, dans ce dernier
cas, 1'écoulement sur les deux branches confondues devrait étre de sens opposé,

L]
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le filet d’eau remontant d’'un c6té de la créte et s'écoulant de Tautre. Or, cet

r L4 . - a-‘F

écoulement, donné par la vitesse radiale — 35 est le méme sur les deux hranches
=

confondues. Donc, (h] subsiste seul.

Lorsqu’une houle, rotationnelle ou non, se propageant avitesse constante, atteint sa
forme limite, la créte présente un point anguleux dont les c6tés comportent entre eux
un angle de 120°. Les deux branches de la [igne d'eau sont symétriques par rapport a
la verticale (1). :

De plus, Cos f,=1/2, donc, avec le sens admis pour la propagation :

0 +%\‘r9- s

3° DEUXIEME APPROXIMATION.

La partie principale de & prés de I'origine est visiblement de la forme br'/2 .
En égalant a zéro les coefficients des puissances minima de r subsistant dans ¥
et W2, il vient alors :

pour ¥, termes en r*:

3o G gpa ol
_;olemT—;—{—O._,Cosz[ﬂu—ﬁ_z)_—_—;o,

pour W2, termes en r/2:
: 0, : .
6 0,0, Cos (;— — 26._1) = — 2gb Sin 6, -

Ces relations doivent étre vérifiées sur les deux branches limites

o k0
u91=_§, 6n=+§1

1a constante b prenant sur chacune d'elles des valeurs distinctes b, et b,;.
En éliminant b entre les deux équations, on obtient :

4 0, Cos (% — 2‘82) Sin iff*— Sing, [k— 20, Cos 2 (6, — B;)] =0

et les parties paire et impaire de cette relation doivent s'annuler séparément,
. i3 . . ap g ¢ :
puisque I'équation doit étre vérifiée pour f, ===+ 1l en résulte :

3
k
Bi==o0 ‘et OF==z:

(1) D'autres formes limites ne sont pas entiérement exclues, car, si Y comportait une infinité
d'exposants négatifs n, il se pourrait, a la rigueur, que les caractéristiques du mouvement restent
finies & 1'origine, point singulier essentiel. '

* Par ailleurs, dans la démonstration, on n'a pas retenu des valeurs imaginaires de n, car elles
ne conduiraient pas, en surface, & des limites délerminées pour 6 lorsque - tend vers zéro,
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En introduisant ces valeurs dans 'une des deux equatlons ci-avant et égalant
successivement 6, a 6, et 6,

(166) 31l=—f)11=-——=7_;;.

I cquatmn de la branche de droite de la ligne d'eau s'écrit, par exemple, en
deuxieme approximation : : .

(16'}') : 0=-——ri,

; d(Or —k .
(68 $0)_ ke

dr? o/

VY

aux environs de I'origine. Lia branche de gauche est symétrique.
Nous avons, dans I'exposé préliminaire, donné la définition suivante :

Le rotationnel a le méme sens que la propagation lorsqu’il s'éﬂ'ectue dans le sens
de la rotation des particules sur leur orbite.

Par ‘exemple, dans notre cas, propagation dirigée de droite a gauche, les orbites
sont decrites en sens inverse des aiguilles d'une montre, sens négatif de rotation
pour la direction des axes x et y. Le rotationnel sera donc de méme sens que la
propagation, ou de sens inverse, selon qu’il sera négatif’ ou positif. Les résultats
précédents peuvent alors se résumer comme suit, la créte mobile étant, rappelons
le, choisie comme origine :

Lorsqu’une houle rotationnelle ou non, en profondeur sensiblement corstante ou
illimitée, atteint sa forme limite :

a. La surface libre anx environs de la créte est, en seconde approximation,
‘sv)'métriquc par rapport au plan vertical passant par la créte.
Les deux branches du profil de la s'mfm,v libre se coupent en fornlant un angle
de f 20"

c. Si le tourbillon aux: environs de Uorigine est de méme sens que-la propagation,
c'est-a-dire, dans le cas présent, si k<< o, le profil limite se trouve, aux environs de
Uorigine, au-dessus des deux tangentes menées de'l'origine. Il tourne sa concavité vers
. haut, comme dans le cas de la figure 2. Les résultats inverses sont vrais si le tour-
billon et la propagation sont de sens inverse (k= o). Les deux branches du profil
limite sont alors situées au-dessous des tangentes limites et la concavité tournée vers
le bas (fig. 3).

d. La courbure des deux branches limites en un pmut i) dntance donnée el proche
de Uorigine est proportionnelle a Uintensité¢ tourbillonnaire k et change de signe avec
elle. A lorigine méme, la courbure est infinie et le rayon de courbure nul si k- o.
Si kest nul, (ondes irrotationnelles a Uorigine), ‘la courbure serait, au contraire,

nulle a Uorigine (fig. 1) [1].

(1) Cette dernitre propriété sera établie plus loin, p. 381,

© Ecole nationale des ponts et chaussees



MOUVEMENTS ONDULATOIRES DE LA MER.

La symétrie du mouvement n'est pas limitée a la surface libre, Dans le mouve-
ment relatif défini par les axes mobiles choisis et aux environs de 'origine :

La fonction de courant, en seconde approximation, est symétrique par rapport a

la verticale passant par la créte ; il en est de méme des trajectoires liquides.
Nous avons déja fait remafquer, dans I'exposi PRELIMINAIRE, comment la varia-
tion de forme de la surface libre, en fonction du sens et de I'intensité tourbillon-

naire, permet de prévoir des formes limites de la houle d’autant plus cambrées ques

la constante k, considérée avec son signe, augmente, loi que nous avons énoncée
comme suit :

f. Un rotationnel de sens uppuw ala pr up(fJ(tttu;e est un facteur de stabilité¢ pour la
houle et vice-versa.

4° INFLUENCE DE L'APPROCHE DU FOND SUR LA SINGULAWITE DE LA CRETE.

Si I'on admet qu'une lame, sur une plage de profmldclu' décroissante, persiste
un temps dl)plLCldl)lC dans sa forme limite, les résultats ci-dessus compcu lenl une
"(,nerallsatmu simple sinon enticrement rigoureuse.

La vitesse de propagation diminue lorsque la profondeur décroit ; donc, si on
considere des axes mobiles liés invariablement i la créte, ils sont soumis & une
accélération dirigée vers le large, en sens inverse de la propagation. Par rapport
a ces axes, le mouvement, aux environs de la créte limite, apparait comme sensi-
blement permanent. Le freinage des pdrhcules commandant celui des axes moblles,
est di, en réalité, a la variation progressive des conditions aux limites; néan-
moins, on obtiendra un effet équwalcnt en soumettant les particules a une force
horizontale fictive dirigée en sens inverse de la propagation et proportlonneﬂe a

l'accélération j des axes. En résumé, tout se passe comme si les forces extérieures
comprenaient, outre la pesanteur g, la force j et si chaque particule liquide de
masse unité était soumise a leur résultante ¢* inclinée du cdté du large (fig. 19).

En conséquence, les deux branches limites de la créte forment avec Jg' deux

angles égaux a 60° et la créte anguleuse s’incline dans le sens de la propagation d’un

angle @ tel que Tgw =’;— » le versant rive de la lame étant le plus incliné.”

Propagation
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Pour le domaine de I'eau pea profonde — angle d'inclinaison du fond assez
petit —, la vitesse des lames a été déterminée plus haut :
(144) V'=V\/T=Vgas .
et 'accélération correspondante vaut : -
dV' _ dV'ds nd ge .
iy Y et
d'ou,
(169) : Tgw D0 V w .
( e

En eau peu prqfonde, langle d’inclinaison de la créte, sensiblement constant, est
P’gaf a la moitié de Uangle du fond (1).

En réalité, cet angle @ croit peu a peu de zéro Jusqu a cette limite & partir
de la zone assez prolonde

L’inclinaison des lames limites est donc faible sur fonds pew inclinés. Elle ne
préjuge pas de 'obliquité que prendra la créte lorsque le déferlement sera nette-
ment amorceé. Les calculs antérieurs sur l'inclinaison du point de rebroussement
théorique font supposer que I'asymétrie de la créte déferlante augmente rapide-
.ment jusqu’a la formation de rouleaux de déferlement. Quoi qu'il en soit, au début
du phenomene les particules détachées de la créte s'écroulent toujours coté rive.
On s'en rend compte comme suit :

Si I'on considere le mouvement relatif permaueut et une créte sur le point
d’atteindre sa forme limite, la vitesse d'écoulement de la nappe deau de surface,
en direction opposée de la propagation, est presque nulle lorsque les molécules
franchissent la créte. Cette vitesse devient exactement nulle lorsque la créte est
anguleuse. Au dela, le déferlement commence et la nappe d'eau n'a plus la vitesse
suffisante pour franchir la créte; elle doit rebrousser chemin, done s’écrouler coté
rive. Dans le mouvement effectif, ceci implique, pour les particules déferlantes,
une vitesse réelle supérieure a celle de la créte, donc a la vitesse de propagation.

II. — Calcul approché des houles irrotationnelles limites
en profondeur cdnstante.

Pour calculer les caractéristiques des houles limites hors du domaine avoisinant
la créte, il faut considérer davantage de termes dans le développement (164) de
la fonction ¥'.- Les calculs sont plus aisés si le mouvement est irrotationnel. On
se bornera a cette hypothese, a laquelle satisfont approximativement les houles
courantes et qui permet l'obtention de résultats numeériques complets.

° DETERMINATION D'UNE INFINITE DE SOLUTIONS COMPORTANT, EN CRETE,
LA SINGULARITE REQUISE.

Le mouvement relatif permanent étant irrotationnel posstde un potentiel @
conjugué de la fonction de courant ¥ = 1. Il est plus simple de choisir comme

(1) Oh verra plus loin que la vitesse des crétes limites est un peu supéricure a V' donc @
est légerement supérieur & /2. Néanmoins, la conclusion générale subsiste : la dissymétrie des
lames limites reste faible.

-
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variables indépendantes, au lieu des coordonnées rectangulaires z, y ou polaires r, f,
le réscau de courbes orthogonales @ = Const. (lignes équipotentielles) et J = Const.
(lignes de courant) [fig. 20]

Avec ces coordonnées, le profil de la surface libre est donné par la condition
trés simple = o et le probleme se raméne a la seule détermination de la forme
(160) de la fonction .

Soit z = x -} iy la fonction imaginaire de la nouvelle variable

J=@+i (1)

La dérivée

(170) ——%gj—{ ae—|— —|—-—=u—w-

-u et v sont les composantes de la vitesse et w, comme z, est fonction de f.
&

i

Vibesses sbsolses 0o

[‘D@"z"x"’éj Jens ce /o
= prqoa_guézon

; - T
Fig. 20. — Forme de la houle limite calculée pour la longueur relative }':?II" =14,00+

Répartition des vitesses absolues sur les verticales passant par la créte et le creux.

On posera, par exlension des résultats précédemment acquis (voir valeur de ¥,
formule (182) ci-aprés) :

(171) v~1'—j—q(—fj‘)"3c”""'("f"s

la sommation sétendant aux exposanls m, pour l'instant indéterminés, mais
positifs. Il en résulte :

h7a) =TSy E S sz, (i,

d'ou, en intégrant :

(7] z_fd ‘f)"“Z‘rg"_|_m n(—=if)"e

(1) @ et ¥ étant harmoniques conjuguées, l'expression f est une fonction de la variable
imaginaire z ; inversement, z peut &tre considéré comme une fonction de f.
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Le signe 2 indique une sommation pour laquelle le premier exposant m doit
étre choisi nul et b, égal & T'unité. Les autres constantes b, se déduisent des
constantes a,, par 'équation de définition (172).

Le mouvement doit étre symétrique par rapport a l'axey, car c'est le cas pour les
houles irrotationnelles d’amplitude finie en profondeur constante — solution de
Struik — et, par conséquent, pour leur forme limite. Le mouvement défini par
équation (171) posséde cette propriété si les constantes m,i a, et q sont réelles,
que nous admettrons. .

Dans ce cas, a des valeurs égales el opposées de @ correspondent deux points du
plan de figure symétriques par rapport a I'axe y et les trajectoires ou lignes de
courant ¥ = Const. sont symétriques par rapport a cet axe. Il suffira dorénavant
de considérer la partie de I'ondulation comprise entre la créte O et le creux
I(@=o0). L'axe IF du creux est également un axe de symétrie. Sur O G et I F,
le point O excepté, les tangentes aux lignes de courant sont horizontales.

Dans le plan (@, ¥), introduisons les coordonnées polaires p et o, c'est-a-dire

posons f— pe’ et —if — pef(c-_’) [fig. 20]. Soit, en outre :
(174) Z2a, (—if)"== % 10 == Za,,,p"‘ Cos m (E — o-) —1 Ea,,, " Sin m (E — o‘) '
1 viendra — formule (171) '
g e qjme-:—i(aﬂ—r)
lags) —gpuse ™ 0*E5),

done, :
u—qgp3e" Cos(d F=—z2)s v—gpBerSin(d4+=—73).
e R s 9p 6 3

a. Equation de surface. Sur la ligne deau, ¢ est nul, donc constant ; on peut
alors dériver par rapport a @ I'équation de surface (162)

, |w|9——-w;c.;=u9+v2=29y. .
= dhvi’ ; dz <1 W , w4 dedidy

“do lgd@’ T i P e P e

car, en surface, df = d@.
En égalant les parties imaginaires des deux derniers membres de cetle équa-

i 1
tion — s et en infroduisant la valeur trouvée de -, il vient :
f o
d1w|‘

(176] de glwl’

En surfacc p=@et c=o0, donc
: |w|2——ww——q U3

: ' ¢7 Sin (4=
dw|* 0 (2 _1/3 gy AE N 1/3 ( 5)
PN | (1Pt 22&3”)“29%’ T gemer
]

d’apres les équations (175) et (176).
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L’équation de surface, c’est-a-dire la condition de pression constante est, en
résumé, équivalente a la relation

e R Se3T dr q° dLP{'JTl
(177) Sin (3+ ) 5 (l_lﬂ;}PJ;) o

b. Détermination des constantes.

/\ 10110111& p= (p—~3:'r:;0 et, ddl)lLS quuallon "] 2

( : o sEIGL gk __ /3
(178) b"'lﬁ Aty d'ou g— \/

Pour les valeurs (174) de 7 et 0 en surface, on vérifiera, a posteriort, la suc-
cession suivante des prcmiércs constantes m :

. ™ o] ™ v 3 ~ . ™
d==a,p" Sin m =+ a,p*" Sin am ~ -+ a,p°" Sin 3m ~+a,p™ Sin my X -4
% = w 3 } T w
7= a,p" Cosm 5+ ap*" Cos am -+ ap*™ Cos 3m—+-a,p" Cos my X =+ .
d'olt,

: g7 ™ : i w
¥—=1-437}- 9% —{— A +.eo =14 3a,p" Cos m ~

T -~ ks ':] g 2l g ™
+=p*" (.5(:._, Cos 2m =+ = a; Cos* m ")

3m E \ T Ve {3 9mdq 3 o
+p (3:13 Cos 3m : -+ 9a,a, Cos m = Cos 2m - = aj Cos®* m :

: + 3a,p": Cos my X g 4.

et, d’apres I'équation (177), en dé\'ulnppaml

selon les puissances de p :

¥ w d( ped el o ™ = ~ 7]
2 Sin (D + E) — (f:'f’ s = p"a; \/3 [Sm m~—y\/3 (m-+-1)Cosm ;]

4ot 3 %\,/3 [Sill zmg_\;’g (2m —-1) Cos 2m ;] —a} E Sin2m ;

-'g[mu-{—l)(,oa" m— ! +p" j a,\/'3 [Sm 3m ——\ 3 (3m 1) Cos 3m —]
— a,a, [Siu m ; Sin 2m ; -+ 9 (3m 1) Cos m E Cos 2m E]— ay |:\~6— Sin® m E
-+ g (3m 1) Cos®* m ;:I g

\ + pa, V3 [Siu my X E— \/g(mﬁﬂ— 1) Cos my, X ﬂ +...

¢ Cette expressmn étant identiquement nulle, les coefficients de chaque puissance
e

sont séparément nuls et permettent de calculer une partie des constantes
Jusqu’alors mdclermlmeh en particulier les exposants m, m,, ete.

J. 90, — Juillet-Aodt 1944,
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’
Coefficient de p™ : 11 sera nul, quelle que soit la constante ,, pourvu que

+ . ¥ s w L]
(180) Sinm——/3 (m+-1)Cosm=-=o0+
Cette équation comporte, entre autres, Uinfinité de racines incommensurables
pos:ttves an‘aptec @ notre objet
m==m; == 0,80
2,00 ==3,62 m, etc...

m,
2K —1, pour K entier, assez grand.

mg

L Il

A chacune de ces racines positives correspondun terme a,, (— if )" dans Uexpression
(171), dont le coefficient a,, reste arbitraire. Il y a donc une infinité de solutions
distinctes au probléme cherché qui proctdent selon des développements de puis-
sances transcendantes de la variable p.

Coefficients des autres puissances de'p : La valeur la plus-générale de I'exposant
de p séerit M=n,Xm +n,X my~.....+ngXm, ol nj, ny,... sont des
entiers positifs ou nuls.

Seuls des exposants de cette forme, a ranger par ordre de grandeur croissant,
peuvent se reproduire par la multiplication de séries procédant selon ces puis-
" sances. On juslifie ainsi I'ordre des 4 premiers exposants choisis, m, 2m', 3m, m,,
pilisque m, est compris entre 3m et 4m. .

Le coeflicient de p", égalé a zéro, détermine de facon unique, par une équation
du premier degré, la valeur de la constante ay en fonction des précédentes, tant
que le facteur dc, dy , SOit

181) V3 |Sin MZE—\/3(M-L1)CosM=|, :
/I n \ / 7

est différent de zéro. Il en est probablement toujours ainsi mais cette vérification et
celle de la convergence des séries obtenues sont inutiles pour notre but. En arrétant
arbitrairement le développement (171) a un terme de rang déterminé, on obtient, en
tout ¢tat de cause, la représentation d’'un mouvement permanent. Il suffira, pour
notre objet, que les conditions aux limites de ce mouvement soient suflisamment
proches de celles de la houle limite en profondeur constante. On obtiendra effec-
tivement ce résultat en arrétant les séries aux termes contenant ‘Ja constante
arbitraire a,. Les constantes a, et a, se déterminent alors sans ambiguité, en
fonction de @, en ¢galant a zéro les coeflicients de p* et p*" daus Iidentité
(179)- -
a,=0,2114a7. et a;=—o0,11143.

Quant aux constantes b, , on les calcule aisément d’aprés leur équation de

définition (172) :

71
by=—a,, bgz—ﬂ‘_, —}—q—'-; 0,289 aj = 0,289 b}
. @ 3 ER 73 :
b;=—a;+4a “’_(T—O 195 a} =— 0,155 b}, b, =—a,, étc.

Au lien de a, et a,, on peut considérer b, et b, comme arbitraires.

Remarque. — Les diverses solutions trouvées ne se combinent pas linéairement.
c. Toutes les solutions envisagées tumpur!euf, a lUorigine, la singularité de la
créte limite.
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En effet, en élevant i la puissance 3/2 I'égalité (173), il vient :

2gz\32 o o ; oy
(3’:) =0y (i )3 _(‘“‘J"J[l‘|“;ﬁ—+jhl’:*”ﬁ +---J’
d'ou, par inversion ,
o by Xop ! )
[ l"fj i) {_ & )h 2;’3"411;1“" .!1:3'!2{ k _E_- et

La partie réelle de cetie quantité représente la fonction de courant :

(182) Y=o, [*”9(401-.‘5 40’32 (m+1) (oaifmJ—l )6+ . ]

?

b’ est une nouvelle constante, arbitraire au méme titre que b,

Cette forme de , généralisation de la formule (164) (pour k= 0}, montre que
toutes les solutions trouvées comportent une créte anguleuse de 120° a lorigine, car,
dans les deux expressions, le terme principal en 1*?* est identique.

Quant & P'équation de Ja surface libre Y= o, elle s'écrit, pour la branche du
droite par exemple,en développant, d'apres Pexpression (182), 6 en fonction de r:

am
L [y R A e
=<+t =1 Cos=(m-1
3 3 2 ;
am
|

—— Ilr
9

20 étant supérieur a Uunité, la courbure de chacune des deux branches
limites de la ligne d'eau est nulle a Uorigine pour une houle irrotationnelle, quelle
que soit la solution envisagée, c'est-a-dire les valeurs des constantes ', b,, etc.

On avail énoncé précedemment cette propricté.
CONDITIONS AUX LIMITES POUR UNE HOULE EN PROFONDEUR CONSTANTE.

Une houle limite est déterminée des que sa longueur oL et la profondeur au
repos H sont fixées. Si ces deux données sont amplifiées dans un certain rapport,
il existe une houle limite homothétique dont les vitesses croissent comme la racine
carrée du méme I‘appnl‘t.[”. Cette propriété permet de ramener @ une simple infinité
l'ensemble des houles limites réellement distinctes, le paramétre variable étant la
longueur relative A — 2L/H.

Le groupe de solutions déterminé au paragraphe précédent se rapporte a des
mouvements permanents et irrotationnels d'un fluide incompressible. A P'approxi
mation retenue, le profil de la surface libre est représenté par une ligne de cou-
rant et la pression y est constante. De plus, toutes ces solutions comportent a
lorigine la singularité de la créte limite et sont symétriques par rapport a
axe y 3 pour qu'elles représentent des houles périodiques limites en profondeur
constante, il est nécessaire et suffisant (juc les deux conditions supplémentaires
suivantes soient vérifices (fig. 20).

a. Sur la verticale passant par un creux — point de la ligne d’eau a tangente
horizontale —, la composante verticale de la vitesse doit étre nulle. Cette verticals
doit donc étre une ligne équipotentielle.

b. Le fond horizontal doit constituer une ligne de courant.

Nous nous contenterons de vérifier qu'en disposant convenablement des deux
premieres constantes arbitraires a, et a, (ou b, et b,), on peut satisfaire, avec une
approximation suflisante, a ces deux conditions.

W Cest Pénoncé, pour ce cas particulier, de la loi de Reech-Froude.
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’ r ’ -
3% MgrnoneE APPROCHEE DE CALCUL DES HOULES LIMITES EN PROFONDEUR GONSTANTE.

On considere la profondeur H comme assez faible vis-a-vis de la lohgueur d'onde ;
cest le cas le plus intéressant pour les applications. On se donne la longueur 2L .
de la houle et, a titre provisoire, la profondeur d’'eau ¢ en créte; on calculera

_plus loin la profondeur au repos correspondante H. 1l s'agit de déterminer, outre
les deux inconnues b, et b, , les valeurs constantes [ du potentiel sur la verticale
du creux et ¥, de la ligne de courant du fond. Les quatre équations de condition
seront choisies comme suit :

a. La composante verticale de la vitesse est nulle au creux ; cest sa définition

méme.
Autrement dit : j :—ﬂ:w-—-u est réel au point I. La partie imaginaire de
£, r'expression (172 ) est donc nulle pour —if=—il et ¢==0, soit :
29 _1_ —1/3+4m Q3 2 PR H A 2S
(183) ., 2 bl Sin = (m —1/3)

. La demi-longueur de la houle est :.gaie a L, c'est-a- du‘e la partie réelle de 2
au pomt I vaut L; soit, d'apres l’equatlon (173) :

. (184) : L—- 2 2/3 — bl bln— (m--2/3)-

c. La profondeur d’eau a la créte est égale a ¢, autrement dit, au point G, pour
T :':f:—‘ ’1"’: ) :

R z 1 a/34m
(185) u:-{:_,_z ,3_1_“1{,"14, [3+4m

g

d. La ligne de courant délimitant le fond passe, aw droit du creux, ala profon-
deur ¢ au-dessous de la créle.

Cette ligne de courant ne pourra donc différer notablement d'une ligne hori-
zontale, puisque, d'une part, sa tangente est horizontale au point G par raison
de symétrie et, d'autre part, elle l‘LpJ.Clld la méme cote au point F. L'indice I
indiquant la valeur des fonctions au point de méme dénomination, on a, d’apres
la formule de Taylor, sur la verticale 1F :

d*z w2 [ dz
(3]‘-‘):

S o e (dj) HEE () ety (U)
( | LS (:y!) TR
carji:f\l et f=I1+4i). ; :

Si le point z se confond avec F, il faut, pour Y=1,, z=L-}-ic; par consé-

quent, la partie imaginaire de z doit étre égale a c; celle de z, vaut, en vertu de
I'équation (173): '

(187) ah —2 Xt bl CosZ (m - 3)

(186)

2h étant Uamplitude de la houle limite.
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En tenant compte de I'équation v = o0 au point I, on trouve ainsi, tous calculs
faits :

sy PRPY )4, - (i;) “.(D FG;)]S

comme derniere Lquntlon de condition arrétée au terme en 1!;‘ Selon les équa-
tions (172) et (17/1

Lh —1f84n Cos ™ (m—1/3)
\ Ty Z b2+ Cos ; (m—1/3),

(j;) 2 ma,, " Sm —m

Pour simplifier les calculs, il est indiqué, non pas de partir des valeurs L et
¢, mais de disposer du rapport d’homothétie en faisant [=1. On donne ensuite
une certaine valeur numérique a la constante b, , ce qui correspond a une longuerr
relative A déterminée. La condition (183) fournit alors b, par une équation linéaire,
puis, en égalant les deux expressions de ¢, (185) et (188), on obtient, pour .,
une équation qui permet son calcul approché. Les trois (’(]IldllOllS (184), (185)

et (187) déterminent ensuite L., ¢ et 2h.

(189)

En introduisant les valeurs numér lqucs retenues de m, a,, et b,,, les équutions
de condition et valeurs annexes s'é¢crivent comme suit :

(183) o—aa( l"f‘"’-——-oﬁ';ol“'f”"'b — 0,263 I3+ b2 — 0,016 [+ b
0,776 1-3+m b, )

1 j , '
Sl 9 C /3 & /3 = 3 +am 2 = 2/343m J1
L——-;;(l,_!ggf- + 0,502 '*t™ b, — 0,052 1A +™ P2 - 0,050 1A+ 3

-1
|

— 0,1 77 l’,’ﬁ"i"m'j !),l) '

(% ‘pcsl-;; i_ 0168_;,_ ‘p 2/34m b + 0,127 \b a/3 +am b____ 0 GJ]\!I 2/3 +3m b
-+ 0,280 \[zc“x'-"'+"'g ba) ;

g b s ; ; Ay
< (7 DB — 0,458 PP+m b — 0,116 PA+™ b2 — 0,005 A+ b3
, :
« = Ja/3+m,
~+ 0,217 I :t':_,l) 8

Uiy (\/ -8 40,739 I-'/3m b, — o, 118! P+amp2 L o,154 [F13+m b3
1 (

ey
(%)l ——0,763 1"~ b, + 0,196 1™ b3 — 0,158 D=1 b }- 2,87 Im1 b,

. 130 5
q——a\’/«f:z,&a,mmo,So et my==2,90"
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4° DETERMINATION DES CARAGTERISTIQUES PRINGIPALES DES HOULES LIMITES.

} = 1 . ity
a. Cam?n‘m‘el-!-‘- — Elle ressort directement des caleuls ‘précédents.
b. Profondeur d’'ean au repos H ct longtiettr' relative A.

Les volumes étant respectés lors du mouvement, le profil de 'eau au repos et
celui de T'onde limite ont méme surface (fig. 21).
HIL = surface (OGFI)= rectangle OGFO’ — triangle OI0’ — segment S

== [’31—4 T I.'IJ C S.
z étant le conjugué de z,
Pl g I S i
(190) S=’ ’: =——f partie imag. dc_(-‘:-,—)
Vo0, " o 0 . %

v j 0,244 43+, + 0,041 1435 m b 40,0313+ b} — 0,1901 3+ mib, |
0 O
h
Ah 2h
I ”

Sl

G L /%

Fig. 21.
P | S
dol, H==c—-h—-l-
191) ' :
( 9t P al,
et la Inngtmm' relative ) — i

\

c. Surélévation Ah du nivean moyen (fig. 21).
Ahzqfsfrrj_-z;=(rl+é)_;;=;

\ i
(192) RN Ko A 028
et la surélévation rei’atweTn—-l—ﬂ .

d. Vitesse apparente de propagation V, de la hoyle limite (fig. 22).

On a appelé V, la vitesse directement observable de la créte de la houle et,
plus précisément, dans le cas ol il n'y a pas de déplacement d’ensemble de la
masse liquide. ; .

Appliquons le théortme de la projection horizontale des quantités de mouve-
ment aux particules d’eau occupant, a 'instant considéré, 'emplacement E de I'onde
F'TOIF. Les seules forces extérieures horizontales, les pressions agissant aux deux
extrémités, s'équilibrent, le mouvement étant périodique. Le centre de gravité du
systeme se déplace donc & vitesse constante et cette vitesse est nulle, ainsi que la
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somme des projections horizontales des quantités de mouvement, puisqu’il n’y a pas
de déplacement d’ensemble. Lés composantes, paralléles i x, des vitesses absolues
sont égales & (u—V,) et, comme { est nul en surface, il vient :

[T u—V,) p, dxdy =p., f—-dm‘r—-v X pe Hri*:rh --_Py.]; X 2L —V, X p. X o HI, .
d’ou
(193) | : : (1)
. Vitesses effectives de pwpagrztmn

Les particules étant soumises a un courant dentramement variable avec la
profondeur, la vitesse effective de propagation, rclatwe aux particules situées

Fig. 22.

sur une certaine ligne de courant, varie avec la ligne de courant envisagée. Sur
I'une delles, df = d@ est réel, donc
df

w

—d@ X -
ud®

,'L' _ e———

[w]?

ll’l'

B e
D’autre part, u= T
Le temps 2T nécessaire pour qu'une particule déterminée partant de la ligne

de creux I'F’ recoupe la ligne IF aprés un cycle ondulatoire complet vaut

S r de 'f de
%) TP’

I'intégrale étant prise le long de la ligne § — Const. choisie.

La vitesse effective de propagation V,, pour toutes les particules se disposant
durant le mouvement sur une certaine ligne de courant J'J, est donc donnée par

(194) V,—i—L f' -

[l

Le calcul de 1'intégrale et de sa dérivée par rapport & ¥ est malaisé, sauf en
surface et sur le fond.

@ Nous désignons, dans ce chapitre, la densité de 1'eau par p, pour la différecier de la
coordonnée polaire p.
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L
=T, + Dans ce cas, —f=—cp et

Al d 3 Py l1j1+ln
] e [H ' G ]
T Sh T P ey
..... [N*-I—o 180 I'A+mb, 40,092 A+ b2 L 0,054 [/3+3m b:f—-O;OSO l‘f’3+"'s b,]-

l':tesse effective de propagation sur le fond VF=,?To

4
d@ Fdj
y S P T e
t T F:
car, sur une ligne de courant, q’f d@ et, sur le fond, w?=— |u-]2 —nu? est réel.
La nouvelle intégrale est celle d'une fonction analythue et le chemin d'intégra-
tion peut étre déformé de 1a ligne de fond au tracé F'I' OIF (fig. 22] Les quotes-
parts de l'integrale sur les parties verticales I‘ I' et IF égales, mais parcourues en

sens Opposeé, sannulent.
Il reste donc :

Vitesse effective de propagation en surface V,—

On peut alors écrire :

T =1 f o partle réelle de 5
1'01
v -[ 151 0,578 BA+m b, L 0,030 I3+ b ;1;0,036 [3/3-+3m B3

— 0,193 i/3+m, b_,l] :

Selon la premiére formule (175), on a, en surface, pour = o et df =d@—=dp

dr_de i),

w? fu[

La partie réelle de cette expression, son F ; Cos 2 (B —|—g) » est plus petite que

'o; donc, T, <Tset V,>V;-

d
Juwf®

La vitesse effective de propagation est plus petite en surface qu'au fond (ou elle
est d'ailleurs maximum).

On vérifiera également, par le calcul direct, les inégalités V, <V <V,.

Ainsti, le courautd entrainement des particules(V,—V,), différence entre les vitesses
cjlcctwe et apparente de propagation, ag:t dans le sens de la propagation pour la zone
supérieure du liquide et en sens opposé pour la zone profonde. Cette distribution des
courants d’entrainement est donc analogue mais non identique a celle de la
figure 5 obtenue pour les houles irrotationnelles de petite amplitude, car la tan-
gente a la courbe représentative des courants esl non seulement verticale au
niveau du fond, mais également horizontale en surface. Le ‘courant d'entraine-
ment diminue donc trés vite avec la profondeur.

f. Répartition, dans U'onde limite, des vitesses relatives et absolues des particules.

Les composantes horizontales des vitesses relatives é¢tant calculées au moyen des
équations (171) ou (172), il suffira d'en soustraire la vilesse V, de déplacement
des axes pour obtenir les composantes horizontales des vitesses absolues des par-
ticules. Quant aux composantes verticales des vitesses, calculées au moyen . des
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mémes équations, elles valent indistinctement pour les mouvements relatif et réel.
Par raison de symétrie, les maxima et minima de ces différentes vitesses se pro-
duisent au droit des crétes et des creux.

Répartition des vitesses sur la verticale passant par la créte.
Sur cette verticale, —if =1, et la composante verticale des vitesses est nulle.
L'équation (172) des vitesses relatives s'écrit alors :

1 1 1 i E
—_——— - I,~1/3 bm ""n
L 4 [ (..' =

Cette formule, pour Y =1),, donne la vitesse u, sur le fond. En surface,
Y=o, donc u,==o. Pres de la créte, la partie principale de w est g (—if ' et
sa derivée, prise par rapport a z, °

rf:r' qu fff (flr fq’ ;
A e St A BT G
PR PR e )

En particulier, sur I'axe y, w=u, dz —=idy et —if = U2 dnm

I‘I I I‘I
Ly

&

Cette valeur est infinie a 'origine. En portant sur un graphique les valeurs de
u normalement a l'axe y, la tangente a la courbe représentative des vitesses est
horizontale a Uorigine. En soustrayant des valeurs trouvées la vitesse de déplace-

ment V,, le graphique des vitesses absolues prend la forme reproduite dans ia
alL -
figure 20, ¢tablie pour la lOl’!“‘llLllI‘ relative A= s 4,50 .
Répartition des vitesses sur la verticale passant par le creux.
Sur cette verticale également, les composantes verticales des vitesses sont nulles.
Au point I, la valeur. de la vitesse horizontale relative a été calculée (1™ formule
1891 Pour les autres points de cette verticale, on obtient en dernanl 'expres-

sion {186} :

e

En remplacant les dérivées au point I par leurs valeurs et prenant les parties
réelles,

; T :_{ 30T (@) ;»_{[ (J\) : (dg)j... '
(190} u:tnjl b d@/c ' 2 Lul\de IE' d¢/:])

- g. Approximation réalisée.

Le mouvemeént défini par les équations précédentes satisfait aux conditions aux
limites de fagon approchée, par suite de T'arrét des séries aux termes en b_. Ces
développements (172 et (173) étant effectués a p'\mr de lorigine O, les écarts, faibles
sur la verticale passant par la créte, seront maxima sur celle passant par le creux.
On peut vérifier, comme suit, les approximations réalisées sur cette derniere
verticale IF.

En surface, on connait la vitesse relative exacte au creux, u,— 2\ qh Cette
valeur, tirée de I'équation (162), sera comparée i la vitesse approximative u, [équa-
tion 189). =

D'autre part, sur IF, la vitesse doit étre, en realité, horizontale ; or, I'équation
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(195) donne, en en considérant les parties imaginaires et se limitant aux termes
du deuxieme ordre en :

e
pr -L oCener
1 : ( s ) o en général .

I'écart v, sera maximum sur le fond, pour ¥ =1,, et Iinclinaison résiduelle
de la ligne de courant se calculera par— .
u ¥ i
En résumé, on prendra comme critéres de Uexactitude de la méthode les écarts
suivants mesurés en “" , sur la verticale du creux.

; un—1u » [ L3
En surface -—*, au fond =+

u, iy

5° VALEURS NUMI:ZRIQUES DES PRINCIPALES G.-'LIIAGT]:_'.IHSTIQUES DES HOULES LIMITES
EN FONCTION DE LEUR LONGUEUR RELATIVE A ET COMPARAISON AVEC L'OBSERVATION.

I est indiqué, pour préciser les caractéristiques du mouvement, de déterminer
des -valeurs relatives, c'est-a-dire des nombres purs, uniquement fonctions de la

longueur relative k=%’ correspondant au choix de b, .
On obtient ainsi : la profondeur au repos rapportée @ la demi-amplitude limite,

H Ah
soit - » la cambrare limite y-—-ﬁ et la surélévation relative du niveau moyen -«

Les différentes vitesses seront eg’dement des nombres purs si on les compare &
-une vitesse type. Pour cette dernitre, on adoptera la vitesse de propagation des
ondes de faible amplitude en profondeur constante.

(34) V, =\/ L Tho

Il en sera de méme pour les pressions données par I'équation (161) avec C=o,
si on les divise par p,gH, cest-a-dire les compare aux pressions de repos mesurées a
une échelle telle queﬂes soient égales a Uunité sur fcfond

La méthode exposée donne des résultats d’'une précision satisfaisante dans le
domaine 2,78 <)< 9,20 et, par e.rtmpofatton 2,0 ==y =10 qui couvre les
besoins courants. ( Voir le tableau VIII qui indique, en particulier, les écarts
maxima et le tableau IX).

Pour ) < 2,78, I"équation de condition pour ¥, n’a plus de racine convenable,
ce a quoi il fallait s'attendre, car cette équation suppose une profondeur assez
faible pour assurer la validité du développement de Taylor limité'au terme en *.
Cependant, pour ces valeurs de X, la houle limite est déja trés voisine de celle
en profondeur illimitée (solution connue de Stokes) et un perfectionnement de la
méthode, aisé a réaliser, s'avere inutile. _

Pour ) = 9,20, les écarts maxima sur la ligne de creux atteignent preés de
20 °/s, ce qui est peu satisfaisant, mais seraient nettement inférieurs, en général,
en particulier sur la ligne de créte qui fournit les caractéristiques essentielles du
mouvement. Ici, egalement un perfectionnement de la méthode semble inutile,
les houles plus lonigues n’apparaissant guére dans les applications courantes.

Les calculs numériques permettent de dégager les lois suivantes :

La cambrure limite <y de la houle varie de 0,135 a 0,087 lorsque la longueur

L
F i

© Ecole nationale des ponts et chaussées



A MER.

OUVEMEN

M

'Y SOAT|R|ad m.-_._U_._m:O« mﬁgnuhm_.u:. anod SajluaL} samor sap mn—:rm.—m_hmgoﬁ.._uu Sjuawiap] — “[IIA Dvalavy,

(VR

-
=
=}
=
—
(=)
>
-
-
=
=
=
=}
w
=

GEE0

£80°0

L80°0

£el0

cero

01E0

Cel'0

6LE°0

£ero

€80

066

0c'y

09°0

Ecole nationale des ponts et chaussées

"(yg) onumuoy
FRueINod

anage g

*(gg) apnuwaoy
uonewrxoadde

ewarInacy

———————
afueafe ap

so[qeLIEA sap ualomr me [nafeD)

.L_m&: bm_.n-_—
I_ ﬂﬁ—

._L.-L__- _—.-Lm.”u

"o NE VINIXVIN SLUV!

)i

« — NIXOW OVIAIN 00

AAILV

LAY
HY

NOILYAHTHHANS

“yiH
ojuu
opmindure
-fwap vj g
AFLNO4dVY
ok (4!
“NOJOUd

.ll.- q1 oyt'‘o
HE 1L oY

opyooadde

UARTIVA

‘eppmaE

AN IVA

"HLIRIT #HYNYIRYD

HINVLSNOD

HALNVISNOD

b
qe e

Inoy e] ep
AAILVIAN

HNANONOT

€




4
4
3
:
i
'

P

~ v =
A Nim V7 g

390 : MEMOIRES ET DOCUMENTS.

relative X varie de 2,78 a 9,20. La valeur supérieure de y est trés proche de la
limite trouvée par Stokes pour A= o (soit H=oco).

A titre comparatif, les lames de tempéte assez longues, sur le point de déferler,
ont une cambrure comprise entre 0,10 et o,oS.l

Les valeurs trouvées pour y peuvent se représenter sensiblement par la relation
déja indiquee :

ﬂ"‘

(55) Ya=1 =0 lﬁoThw:—I'

La cycloide limite, dans la théorie classique du déferlement, répond 4 une loi
analogue, mais, pour laquelle, le coefficient 0,140 est remplacé par 1;’7r: 0,318.
Les cambrares limites, calculées selon la méthode préconisée et en accord satisfai-

;}{8_' 44 9/, de celles, excessives, don-
nées par la théorie courante du déferlement, laquelle admet comme critere 1app‘l-
rition d'un,point de rebroussement. On a signalé dans l'exposé préliminaire, que
ceci correspondrait au cas, irréalisable en pratique, d'un rotationnel infini en
surface.

b. Dans le méme domaine de variation de A, le mpport de la profondeur a la
démi-amplitude limite prend des valeurs comprises entre 5,34 et 2,50. Hors cel
intervalle, et pour des houles relativement trés courtes (mer tres profonde), ce
rapport tend vers I'infini ; pour des houles trés lonﬂucs, au contraire, la formule
(55) donne par, extrapolation :

dme dse v S el B s

[ I i > 1r
"L X 0,140 I
A titre comparatif, la théorie trochoidale fournirait des valeurs 2,28 fois plus
faibles, et, au contraire des précédentes, nettement insuflisantes ; en effet, I'expé-
rience montre que ce rapport dépasse régulitrement 2 (Stevenson), reste le plus
souvent aux alentours de 3 (Gaillard : 3,3’[, moyenne de 134 observations) el
monte dans certains cas a 5 et davantage (2 ) Sur modeles réduits, M. Larras
trouve de un peu plus de 1 (fond llsse} a 1,0 (fond rugueux] pour des plages
inclinées a 20 %, donc pour des conditions assez éloignées du calcul théorique
admettant une profondeur .constante ; par contre, le rapport remonte aux valeurs
courantes 3 et 4 pour des plages inclinées & 5 9/,. A Alger, lors de la tempéte du
3 février 1934, des lames de 200 m. de longueur déferlaient sans vent par des
fonds de g m.; notre calcul indique une houle limite de 7,65 m. Or, la plus
forte houle observée a été de 7 m., mais il est vraisemblable de supposer quc
Pamplitude a varié de 7 a 8,40 m. avec maximum maximorum de g m, (3).
Dans les mémes conditions de variation de ), la surélévation relative du niveau
moyen varie' de 0,37 a 0,60, valeurs encadrant celle de 0,50, obtenue comme

sant avec l'expérience (1) n’atteignent que

(1)1 est normal que 1'observation fournisse pour les cambrures limites, des chiflres légérement
plus faibles que des valeurs théoriques presumées correctes.

En effet, sans parler de l'action accélératrice possible du vent ou d'un rotationnel en accord
avec la propagation, la houle n'est jamais débarassée. completement d’ondulations secondaires
qui en accroissent localement la cambrure.

(2) Renseignements tirés de la Note de M. Larras. Déferlement des Lames.
(3) Selon T'article de M. I'Ingénieur en chef Renaud, déja cité.
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392  MEMOIRES ET DOGUMENTS.

moyenne de nombreuses observations (0,46 etlo,52 Gaillard); M. Larras a mesuré
0,09 a Alger).

d. La vitesse apparente de propagation V,, c'est-a-dire la vitesse de déplacement
des crétes anguleuses, dépasse de 6 a 22 Y/, la vitesse de p:opagatwn V, des ondes de
Sfaible amplitude, lorsque la longueur relative varie comme ci- dessus. Gaillard a
trouvé le rapport de ces vitesses compris entre 1 et 1,3, mais s'est exprimé pru-
demment sur ce résultat un peu imprévu.

Cet énoncé et les suivants ne supposent ancun déplacement d’ensemble de la
masse liquide dont le centre de gravité reste fixe ; de plus, des houles irrotation-
nelles ; sinon, les valeurs de V,:V, seraient encore supérieures (1). ¢

L’accroissement de la vitesse de déplacement des crétes par rapport a la vitesse
type est d'autant plus marqué que la houle est plus longue. Les observations de
Gaillard p'u‘iussent confirmer ce fait.

Enirésumé, la méthode de calcul utilisée, bien gu'elle ne fasse appel qu'aua lois
des ﬂmdcs pm[mts donne des résultats trés généralement d’accord avec Uexpérience.

‘Il serait néanmoins intéressant de vérifier plus systémaltiquement si la variation
de la longueur relative influe sur les caractéristiques des houles limites dans le
sens indiqué par nos calculs. ‘ - '

D'autre part, selon les essais sur modeles réduits, l'angle d'inclinaison et la
nature du fond p(lrdissent jouer des roles qu'il serait utile d’élucider du point de
vae théorique, le premier dans le* cadre de T'hydrodynamique classique, lc second
en faisant appel au frottement.

e. Le courant d'entrainement des particules atteint, en surface, des valeurs
comprises entre 26 et 30 %/, de la vitesse de propagation type V,, lorsque la longueur
relative varie comme précédemment. Ce courant d’entrainement est dir'igé dans le sens
de la propagation. Au fond, le courant, de sens inverse, atteint environ 3°/, de V,.

Le courant de surface est donc tres marqué. Pour une houle limite Iongm, de
100 m. et par des fonds de de 15 m. il atteindrait 3,0 m./sec.

Les vitesses effectives de propagation des perturbations par rapport a une par-
ticule déterminée sont, en surface, inférieures a la vitesse type des ondes de faible
amplitude, par suite du courant d'ehtrainement trés marqué des particules superfi-
cielles agissant dans le sens de la propagation. Sur le fond, par contre, la direction

du courant d’entrainement est inversée et les vilesses :jfectuev de propagaltion
depassent tres néttement la vitesse type V,. '

g. Sur la verticale passant par la créte, la vitesse réelle (absolue) des particules
tr;ale en surface la vitesse apparente de propagation V, et se trouve étre la plus
grande vitesse produite dans la masse liquide ; elle diminue trés rapidement, sans
changer de signe, lorsque la profondeur croit. La vitesse sur le fond, méme pour
des houles en eau peu profonde, n’atteint pas le quart de V,. De plus, comme le
graphique représentatif des vitesses présente une tangente horizontale a Torigine,
fig. 20, il se produit une pointe de vitesse trés marquée et localisée aux environs
de la créte limite. La pression de choc, produite par Uarrét brutal de la lame défer-
lante sur un obstacle, doit donc étre particuliécrement forte au niveau de la créte ou

(1) Dans les essais récents de Dieppe — voir Etudes sur les efforts dds aux lames, par MM. de
Rouville, inspecteur g(,nf_ml P. Besson et P. Pétry, ingénieurs des Ponts-et-Chaussées, Annales
1938, vir — ce rapport varic de 1,08 a 1,42 avec quclqucs résultats aberrants (avoisinant 2 ).
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MOUVEMENTS ONDULATOIRES DE LA MER. ‘ 393

un - peu en dessous. Il sagit du phénomeéne trés ])I'l'Ef dt?nommé llgiﬂe‘n par
M. J. Larras (Déferlement des Lames), auquel falt’ suite: une « pression de
hourrage » d’intensité bien moindre. M. L;’J.rras‘a oleer\’F, sur un ]}]Udélc réduit,
que la surpression fugitive de la gifle s'étale a peu pres uniformément sur une
assez large zone de choc voisine du niveau de repos de 1'eau. Il y a donc analogie,
mais non identité, entre la prévision théorique et I'expérience.

Quant A Dintensité de cette pression de choc, si on admet un brusque change-
ment de signe de la quantité de mouvement, cest-a-dire un choc élastique sans

Al ork R pod : P 9 1
perte d'énergie cinétique, elle est donnee par —— 2u” (1).

Feg ¥ \
Pour les houles longues qui sont les plus violentes, par exemple pour A = 9,20,

o I 2 e 55 5 el
1,22 X Vy=1,13 VoH et 7= 290, dou L5 % 1,132% 2,50 h—=6,4 h.

['observation et les essais ont révéle des pressr;:)ns instantanées allant jusqua 5
et 6 h (Stevénson—J. Larras). Eu égard a I'étalement de la gifle et a la perte
d'intensité correspondante, il y a concordance satisfaisante avec la valeur theori-
que. En conséquence, la pointe fugitive de pression produite au début du déferlement
sur un obstacle rigide parait due a un choc élastique (2).

h. Sur la verticale passant par le creux, les vitesses reelles (absolues) des mole-
cules diminuent de la surface au fond pour les houles assez courtes A < 5, augmentent,
au contraire, pour les houles plus longues. Ces vitesses, nettement inférieures a V,: 3,
sont dirigées en sens inverse de la propagation. Pour des houles de faible ampli-
tude sans courant d'entrainément, les diagrammes des vitesses absolues seraient
égaux et de signe contraire au droit de la créte et du creux. On peut se rendre
compte sur la fig. 20 combien ces deux diagrammes sont dissemblables pour une
houle limite. _

i. I est indiqué d’appeler vitesses orbitales des particules celles mesurées par
rapport a des axes mobiles se déplagant a la vitesse du courant d’entrainement au
niveau de la particule. Dans ce systeme d'axes, les orbites des molécules sont
fermées. Les vitesses orbitales au droit des verticales passant par la créte et le creux
— correspondant aux points hauts et bas des orbites — ont une répartition analogue
a celle des vitesses absolues ; néanmoins, méme en créte et pour des houles longues,
elles n’atteignent pas la vitesse type V. ‘

j- Les valeurs extrémes sur le fond de la pression relative, lorsque la lame défer-
lante présente sa créte ou son creux a Uaplomb du point considéré, different d’autant
plus de Uunité (valeur de repos) que la houle est plus longue. Si, comme des essais
récents semblent I'indiquer, la mise en émulsion des fonds meubles dépend des
variations de pression, les houles longues seront plus agissantes.

D'une fagon générale, et aux différents points de vue auxquels nous nous
sommes placés, les houles limites pour des fonds de profondeur donnée seront
d’autant plus violentes et dangereuses qu’elles seront plus longues.

(1) En cas de choc non élastique, la pression serait moitié moindre.

(2) 1 sagit de la valeur moyenne et normale de cette pointe de pression el non de ses valeurs
extrémes, sporadiques et trés localisées, atteintes en cours de déferlement et qui peuvent &tre
beaucoup plus considérables (voir les essais de Dieppe précités). Elles paraissent dues a 'action
conjuguée d'un coup de bélier, favorisé par la forme géométrique de 1'obstacle opposé & la lame,
et de T'air comprimé occlus dans les rouleaux et se détendant brusquemeent.
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III. — Profondeur d'eau nécessaire pour éviter un deferlement dangereux
' sur une digue verticale.

Pour un‘ouvrage de type vertical fondé sur un sous-sol meuble, il y a lieu de mé-
nager une cote de fondation suffisamment basse afin de supprimer la possibilité de
déferlement de lames de dimensions telles qu'elles mettraient en danger 1'équilibre
de la digue ou menaceraient d'affouiller son soubassement. En vue de fixer le coeffi-
cient de sécurité a adopter, on peut naturellement se bornerauxhoules déferlantes de
la plus forte amplitude envisagée ; mais, méme parmi ces dernieres, seules repré-
senteront un risque réel celles appartenant a un domaine de variation resltreint
des longueurs relatives A compris, par exemple, entre les limites 6 et 10 déja
considérées antérieurement pour le calcul de ces ouvrages.

En eflet, si A est supérieur a 6 ou 7 et seulement dans ce cas :

a. le clapotis produit le long de la muraille par la houle limite brisera nette-
ment et le mouvement résultant sera fortement perturbé avec possibilité de chocs ,
cavitalions, etc. ; s

b. les vitesses sur le fond ou dans la masse liquide et les effets dynamiques
lors du déferlement, proportionnels au carré de ces vitesses, seront suflisamment
violents, car les uns et les autres croissent avec la longueur relative, rapidement
sur le fond, plus lentement en surface, ainsi qu'il ressort des calculs numériques
faits plus haut.

Par ailleurs, les valeurs A> 10 se rencontrent peu fréquemment pour des
houles limites et, de plus, correspondent a une probabilité de déferlement trés
faible pour une digue fondée correctement.

Si I'on détermine; en effet, le rapport limite IT{ pour les longueurs relatives 6

de 33 °/, qui semble un minimum, eu égard a la perturbation causée, éventuel-
lement, par le soubassement d’enrochements ou de bloc de garde, on en déduit
qulil faut établir la muraille par des fonds au moins ¢gaux a 4,15 A dans le pre-
mier cas — lames de longueur moyenne et 3,25 h dans le second — lames
longues. Par conséquent, si le déferlement de ces derniéres est le plus a

craindre, parce que plus violent, sa probabilité, pour une profondeur et une

~amplitude données, est nettement plus faible que pour des lames plus courtes:

En résumé, il semble suffisant d'établir une digue verticale sur fond affouillable
a une profondeur sous les basses mers supérieure ou égale a 4 h, 2 h étant la plus
Jorte amplitude prévisible pour la houle du large (1). La profondeur 3 &, quelquefois
préconisée,, parait trop hardie, la profondeur 5 A surabondante, car pour les houles
courtes ou tres courtes déferlant par des fonds de cette importance ou des fonds

_ plus considérables, il n’y a plus, a proprement parler, de danger pour I'ouvrage

ou son infrastructure. En effet, pour le domaine envisagé des longueurs relatives,
ces profondeurs correspondent & la zone assez profonde; les vitesses sur le fond
sont trés diminuées et le déferlement, d’ailleurs moins violent, limité uniquement
aux régions superficielles,

(1) Cette déduction théorique est en accord avec la conclusion II' du Congrés de Navigation
-de Bruxelles (sept. 1935).
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IV. — L’accroissement des vitesses des mouvements ondulatoires
aux abords de la rive et la théorie dite du flot de fond.

Le calcul des vitesses, prés de la rive, est rendu aléatoire par le déferlement
qui intervient erf général. Cependant, méme dans ce cas et sur fonds peu inclinés,
plans ou non, la méthode énergétique, qu'on utilisera systématiquement ci-apres,
fournit des résultats utilisables.

1° HOULES AVANT DEFERLEMENT.

La houle venant du large est supposée avoir atteint, sans déferlement, une
profondeur donnée H. Les autres données du probleme et les inconndes, avec les
notations adoptées dans la seconde partie de cette étude, sont, pour les premieres,
les caractéristiques du large, I'amplitude 2 A, la longueur d'onde 2 L et la cam-

L - [ . (1
brure correspondante y = » pour les secondes, les caractéristiques 2/ et 2L :
> -
la profondeur H.
Le calcul de ces deux inconnues se fait comme suit en appliquant la méthode
¢nergétique. On introduit le paramétre
' / =k
'r:aﬂ:r--]-,-— .
L

. ; g AR alL I :
inversement proportionnel a la longueur relative A — 0 Il s’ensuit, pour la

longueur d’onde 2L, 1a valeur
: aw anH
— :_)_IJ’m — == 214 r].‘hT
i T
d’apres I'expression (154), d'ott I'équation déterminant 7 :
; wll
(197) v Thiv=s
2 4
tandis que la relation (155) fournit Pamplitude 2k'.
Selon la formule (57), les valeurs extrémes et de signe contraire atteintes alter-
nativement en un point quelconque du profil liquide par la composante horizontale

de la vitesse u s'écrivent, au premier ordre d’approximation et avec les notations
actuelles :

KbCha'(H—y) * ., /[xgCha'(H—y)
1 8 : e : L = Y —
(198) Unaz Shall . \/1 Bh

y '

La fréquence o= de la houle est constante en tous points ct correspond & celle du
laroe z ey T b 1
arge pour une profondeur illimitée, soit =
2 aw 2w

1;-'! selon la formule (go).

En .eﬂ'et, en cas contraire, il y aurait, avec le temps, accumulation ou raré-
faction continue des ondes comprises entre deux plans verticaux, les nombres
des pndes y pénétrant ou en sortant étant inégaux, et le phénoméne ne saurait
ttre périodique. :

0 peut aussi enoncer cette loi comme suit : En tous points, la célérité de

Londe est proportionnelle a sa longueur ; le rapport est égal, selon les formules
(123) et (144), & i

&

(199)

J. 90, — Jl:xillet-A_oﬁt 1944,
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En introduisant les valeurs &’ et A" en fonction de 7 dans la formule (198), on
trouve pour u,,, une expression qu'il est inutile d'écrire et dont la propriété
essentielle est la suivante :

Upge Croit constamment du fond & la surface sur une méme verticale et, sur le
fond, du large vers la rive.

En eau profonde ou assez profonde, les valeurs de u,,, different peu de celles
correspondant au cas d'une profondeur illimitée; en particulier, les vitesses sur le
fond sont trés faibles; en eau peu profonde, cas de beaucoup le plus intéressant
pour les applications, les variations de u,,, sont, au contraire, marquées et, de
plus, les formules se simplifient considérablement.

Dans cette région, H= - et 'on peut poser, avec une approximation suffisante

= : :
qui croit rapidement vers la rive :
Sh 72 Th 72 7, tandis que Cha' (H—y)2 1.

Il s'ensuit, selon les formules (197), (198) et (155) et en remplacant doréna-
vant le parametre 7 par la longueur relative A dont la signification physique
est plus évidente :

f’.IJr 27 'ﬂ'l;
. e ) —_— V9 :.f 1/2 1_“
(200) T A= \/" 4 H-*/* LL
-

: e mg X UNE g s v s Lk
(201) Witas = ;\/L e —“.“\/2 hH-3/4 L _3!‘:[1 LVA&, (1)

Il est indiqué de comparer cette vitesse & la plus grande vitesse se produisant
au large (en surface) soit :

£

(202) "U=hb="h \/_L- —B,bhAL/3;

Ainsi, en®au peu profonde, le maximum de vitesse u,,, obéit aux lois suivantes :

1. Il est constant de la surface au fond (en fait, un peu plus faible sur le fond).

2. 11 est proportionnel a I'amplitude du large 2h.

3. Il croit légerement avec la longueur d'onde du large 2L et tres nettement
lorsque les fonds H diminuent. »

Le rapport

4

; x H\-3
(203) tnes 2 UL 0,30 (ﬁ) %
Par conséquent, la valeur relative de u,,,

1° est indépendante de Uangle ou de la configuration du fuud pouruu qu’ ‘tl se
déforme de fm on continue et reste peu incliné ;

2° varie umquement en fonctwn de la pru_jundeur relative i et comme la puts-

sance 3/4 de sa raison inverse.

(1) Dans les formules ot I'accélération g n'est pas explicitée, les unités choisies sont le métre
et la seconde,
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A la limite de Ueau peu profonde vers la rive, c'est-a-dire, pour un fond incliné
en ‘moyenne d'un angle «, a la profondeur

L |

(125) z : i, ~"L

qui correspond d l'abscisse moyenne de la derni¢re demi-ondulation vers la rive (1),
le maximum de vitesse a crd jusqua la valeur

/s J
2 g / 3/a V —1[2 —3]a
(204) 0, — —7\:'—" 4 U Sl BB DY | Bp]

Plus pres du rivage, en eau trés peu profonde, la méthode énergétique utilisée
telle quelle ne conviendrait plus ; nous Verrons, ci-dessous, un moyen plausible
de tourner cette difficulté et d’analyser le phénomene jusqu'a la rive.

La croissance de u, est d’autant plus marqudée que angle du fond est plus
faible, ainsi qu'il ressort des chiffres ci-dessous (voir aussi fig. 23).

J=0,36 -3/,

Cependant, on ne saurait expliquer de cette facon sommaire les grandes vitesses
observées habituellement. En eflet, pour a==10°, les valeurs de A, a la limite
de T'eau trés peu profonde, soit A, correspondent a des ondes beaucoup trop plates
(trop longues) pour étre d'un intérét pratique et le déferlement intervient plus
au large.

2° HOULES DEFERLANT EN EAU PEU PROFONDE.

Cest le cas courant; jusqu'au point initial de déferlement, la méthode ¢nergeéti-
. £ L4 r L .

que convient en opérant comme précédemment (tableau VII) ou, plus simple-
ment, comme ci-dessous, en utilisant les approximations du paragraphe 1°.

a. Caractéristiques au point de déferlement D.
En ce point, la cambrure limite est déterminée par :
o KAP L A aw

e — = —— (),1 40—

Yd 2l 4n’ b Ay

d'apres la relation (55), d'o

— L
A= (am /" \/2 X 0,140 F=19:7Y "

~

(2 Voir remarque (1) au bas de la page 287.
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( Il s'ensuit une longueur relative ' ’
C N=3,29y7P =3,29h P,
une cambrure limite ®
Ya=0,26795=0 y267hP L2

el un maxvimum de vitesse

(205) < ug="U A = 0,268 U),—a.fa =1,bo kAL

i i
a la profondeur de déferlement ({formule 200)

Hom 1= 1,17 Ly = 1,17 WP LA,

tandis que la dcnu—amph!udc limite vaut

\ f:,l:;:l-‘[;‘-'s-—n ldhy*”"——o 513 WAL A,

2,2

En fait, au point D, la vitesse réelle en surface des pm‘licules de la créte limile,

u, =V, est tres supérieure a la vitesse théorique uy, elle-méme tres supérieure a

celle u, =(V,—V,) existant sur le fond, au droit de la créte, ainsi qu'il ressort

des calculs faits dans la troisieme partie (tableau IX) et ces inégalités, valables pour

une houle irrotationnelle, seront encore accentuées prés du rivage lorsqu’ 1l existe
-un rotationnel de méme sens que la prop: agation.

Les vitesses V, et u, sont, d’apres la termmolo"ic de Cornaglia, des «flots
directs », c'est-a- dire des vitesses agissant dans le sens de la prop:l".mon les «flots
inverses » — au droit du creux, en surface et au fond —, attexﬂlmnt a pcu prcs,
Tordre de grandeur de uy (voir fig. 20).

Ona, ap pl‘oxlmatwement en vertu des calculs numériques effectués ( tableau IX ) :

(206} Vo= 4,26 348 \/hy = 0,632 Uy—*3/20 — 3 5o /2 L3/,

Le tableau X ci-apres indique, en fonction de la cambrure du large v, les diverses
valeurs (205) et (206 ), lorsque le délferlement se produit a la limite de 'eau assez
profonde (T-—l), au pomt isumutnquc ('r_ 1/2) et pour Ag== 20 qui peut étre
considéré comme la limite supérieure des longueurs couramment observées avant
déferlement.

VALEURS AU POINT D (1)

CAMBRURE
du

LANGE 7. i b ‘ % .'"td: h

l : T 0,318 0,707

5

9,35) (1:9,20) (0,913)
8, 0,500 56 | 1:14,1 | 0,080 1,00
2! (1,08)
: 9 0,314 1:228 | 0,033 1,27
(1 : 100) (1,29)

(1) Les valeurs entre parenthdses sont celles données par los équations exactes de la théorie énergétique. Elles
montrent la facon dont llPPm‘LIIIIIlIDTI utilisét croit lorsque le point do déferloment s'approche do la rive. Pour 7= 1,
lnppruxlmnlmn est grossitre et conduirait & une valeur inadmissible pour 7y, car siy>=1: 9,5, la houle déferle

au large. Comme fa cambrure effective du inrgo ne dépasse gudre 1 : 10, cette valeur 7 = 1 représente, en fait,
une extrapolation théorique.

Tapeav X. — Caractéristiques au point de déferlement.

L
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Les développements précédents montrent que, au point de déferlement D :

1° les maxima de vitesse théorique et effectif’ u; et V, ne croissent pour ainsi
dire pas avec la longueur, mais nettement avec I'amplitude du large ; :

2° Jes vitesses maxima effectives en surface V, sont de 2,5 a 3,0 fois supe-
rieures aux vitesses maxima théoriques u, et ce rapport croitrait encore pour des
houles rotationnelles ; N

3° plus la houle du large est longue, plus I'accroissement des maxima de vitesses
est marqué, le déferlement se produisant par des fonds de plus en plus faibles.

A titre d’exemple des caleuls précédents, considérons des houles de tempéte en

.Méditerranée 2l.=60, 2h=4,20 et 2aL.==150, 2= 6'm. ; on aura en surface :

Vitesses de déferlement U,= 7,52 et 9,80 m.fscc. !
Vitesses maxima au large U= 2,12 et 1,92 m./sec.,
tandis que pour les grandes houles de 1'0Océan 2I.— 500, 2h—=6 ou 10 m.,
V,=11,70 et 13,95 m.[sec.,
U= 1,05 et 1,75 m./sec.

b. Vitesses maxima dans la zone déferlante et sur la rive.

Les vitesses au point initial de déferlement D étant connues, comment en
déduire celles de rive ou de la zone déferlante ? :

La réponse théorique a ces questions parait lointaine et la documentation expe-
rimentale encore insuffisante pour fournir des valeurs numériques applicables a
chaque cas. ' ;

Au point de vue qui nous occupe particulierement : déterminalion des vitesses
et efforts dynamiques sur les ouvrages riverains, on peut tout d'abord éliminer le
cas des plages trées plates ou la houle samortit pea a peu sans produire d'effet
notable sur la rive.

Pour les pentes moyennes courantes, la zone de déferlement est assez courte et
I'on n'observe généralement qu'un ou un trés petit nombre de rouleaux dont le
dernier s'étale sur la rive. On peut, dans ces conditions, essayer d’encadrer la
réalité en se basant sur quelques fails élémentaires comme les suivants :

a. La diminution progressive des longueurs d'onde dans la zone des rouleaux
parait régie par la loi générale (154). R

b. Lamplitude de la houle croit légérement jusqu'au point de déferlement,

mais la hauteur des rouleaux s'approchant de la rive reste ensuile sensiblement
stationnaire. :

c. La vitesse de la dernitre lame de rive, lorsquelle s'étale sur la gréve sans
se trouver freinée par le ressac de la lame précédente, est supérieure a celle des
rouleaux,

L'énoncé a. fournit expression I = \/zHL (voir formule 200), qui, introduite
dans la relation de périodicité (19g), donne la valeur approchée bien connue
m 31 ‘ bt : 3 v P ’ Wil
V' =/gH pour la vitesse des créles en eau peu profonde. Cette vitesse décroissant
avec H, tandis que la vitesse limite V..(206) tend, par inertie, & conserver sa

valeur, il sensuit un déversement cdté rive de la partie déferlante de la créte et
la formation-du rouleau (x). '

(1) Si 1'0‘!3 ﬂlln.lcl, au moins a lilre comparalif, dans la zone déferlante, la valeur classique
(156) de I'énergie totale, on trouve, avec les hypothéses faites, qu'elle se dissipe proportion-

nellement & H1* si la hauteur 2/ de la lame reste constante, plus rapidement si cetté hauteur
diminue vers la rive, “ ¥
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En négligeant Pinteraction des particules, le théoréeme de 1'énergie (de Ber-

nouilli) '
: W: - 7

(161) PT—'{;g):(‘.onst.,
fournit, dans le systéme de référence se déplacant i la vitesse instantanée V*; la
vitesse sensiblement horizontale V, atteinte sur la rive par les particules de la
créte s'écroulant, en moyenne, de la demi-hauteur 2" de I'onde en glissant sur le
support mobile représenté par le corps de la lame, soit, en revenant au systeme

de coordonnées fixes :
(207) Vo=V"-+V(V.—V')2 - agk'.

La profondeur au droit de laquelle 1a Jame déferlante s'écroule définitivement
et la vitesse correspondante V' sont inconnues et nécessiteraient des recherches
expérimentales, mais il suffit, pour notre but, de remarquer que V, est maximum
pour V' =YV, ; il s'agit, dans ce cas, d'une plage assez fortement inclinée pour
laquelle la créte limite, a peine formée, s'étale sur la rive. Il s'ensuit :

(208) Vomaz=Va-+V2gh, car k' 2L A,

tandis que la limite inférieure, non atteinte, s'obtiendra en négligeant V' par
rapport a V.. '

(200) Vomin=VVi+2gh.

Avant l'entrée en jeu des résistances passives freinant définitivement la lame sur
la greve, V, est donc effectivement supérieur a V, (énoncé c).

Quant a la valeur ur du flot de fond direct dans la zone déferlante, elle doit,
par continuitélet selon toute probabilité, rester nettement inférieure & V, et méme
a u« pour acquérir, assez brutalement, la valeur V>V, sur la rive, lieu de
rencontre du fond et de la surface. Néanmoins, I'agitation tourbillonnaire intense
de toute cette zone devra favoriser une certaine émulsion superficielle des fonds.

En reprenant les premier et dernier exemples numériques cités plus haut, on
trouve :

¥

\-"0 nex= T:D246,42=13,94 m./;acc. 5 0s Vg min == . 0280, 1M./86C.
Vo mae=13,95 4 0,90 = 23,85 m.[sec.,  V,nin=17,12'm.[sec.
C. CJ‘OHIP(”'QT'SOH avec ['L’.f-?)t"'.f'f.(’.ﬂ('ﬂ.
Si T'on suppose, en utilisant 4 nouveau la terminologie de Cornaglia, que le
« jet de rive », résultat de 1'é¢talement du dernier rouleau sur la rive, s’infléchit sur
‘un obstacle, il atteindra, d’apres le théortme de 1'énergie, une hauteur
(210) s
.1 | _—
’ T
ou W est la vitesse du jet, soit, pour les deux exemples ci-dessus (1) :
Nmaz == 0,90 M., Nmin = 510 m.,
Nmaz == 20,0 M., Mmin = ]-AQQ m.
1 est difficile de préciser davantage sans essais expérimentaux ; néanmoins, la

(1) Il s'agit des projections d'eau cohérentes, & I'exclusion des embruns qui semblent produits
par l'expansion de 1'air comprimé dans les rouleaux et dont les vitesses initiales sont beaucoup
plus considérables — jusqu'a 75 m/sec. — Voir 'article «Etudes sur les effets dus aux lames»
déja cité. ' v} .
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réalité doit se trouver plus proche des valeurs supérieures si elle ne les dépasse
Ll . i : 4

En effet, nous le verrons ci-dessous, la prise en compte de l'interaction des parti-
cules (pression], négligée dans le calcul précédent, peut impliquer une majoration
importante des hauteurs atteintes ; la concentration des jets, normalement au plan
de figure, par suite d'irrégularités locales, concourt évidemment au méme résu-
ltat et les deux effet combinés permettent vraisemblablement de rendre compte
des hauteurs extrémes observées — le double environ des valeurs maxima calcu-

lées ci-dessus.
3° VARIATION DES VITESSES POUR LES CLAPOTIS.

Les clapotis résultent de la juxtaposition de deux trains opposés d'ondes progres-
sives. Ce fait, corroboré par l'identité déja notée des variations des longueurs et
amplitudes des ondes progressives el stationnaires, autorise 1application, a ces
dernitres, de la méthode ¢énergétique.

Si 4h est I'amplitude et 2L la longueur du clapotis théorique au large, les
caractéristiques 4h" et 2L a la profondeur H se calculeront par les formules
(154) et (155), tandis que les valeurs extrémes u,,. de la composante horizontale
de la vitesse, égales et de signe contraire et localisées aux nceuds du mouvement,
— elles sont nulles au droit des crétes et des creux —, seront doubles de celles
- données trés sensiblement par I'équation (198) ou, approximativement, par (201).

U étant également doublé, le rapport u,,.,:U ne change pas et, en eau peu
profonde, a la valeur (203). De plus, dans le cas du clapotis, on sait calculer ce
rapport ¢galement en eau trés peu profonde, ot il varie de

T—i; a~/* =0,36 a7¥/*

a la limite de I'eau peu profonde (selon la formule 204 ), jusqu'a

u!{]ﬂ! iv___: \v{:r:ur :n%’ \/; a—?:'.’a —1,2 5 a—-:'v'-'n

sur Ja rive, selon la théorie développée dans la seconde partie de cette étude
(page 146).

A oo 3 i L o L IPREC o Sig8 i
Umes Croit done trés vite, dans le rapport T 3,5 lorsque le point de compa-

rz}ison parcourt le dernier quart de la longueur d'onde de rive. D'ailleurs, cette
vitesse de rive sera souvent fictive, car la brisure du clapotis interviendra, A moins
que _.1a Eloule génératrice, trés plate, ne réponde a la condition (117).

Ainsi, sur un fond incliné & 15°, si la houle de tempéte déjh envisagée
2.h=fl,20, 2L=60 pouvait se réfléchir régulitrement, on obtiendrait sur la
TIVE Uy, == 40 m.[sec. Or, d’apres le tableau III, Ja houle doit étre 8 fois moins
cambrée pour réaliser cette condition et la vitesse de rive atteindra seulement

ESE =5 m./sec.

i
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La fig. 23 indique pour un clapotis, jusqu'a la zone trés pen profonde incluse,

o
1“ U= \fv;[ed\se.l m.dxf'rﬂun'-a, ou Qgg envurisce
| ,
“‘ﬁ Voleurs tt max. : U en esv énés beu paa{-/baa’;- pouncXs /O ¥
\ X
\
\&‘do\ \\
\u\\ Visleurs U mox.: U en esv dnés ,g‘:aeu profonde pounr k=15
Y |
\\ Nota: Les valeurs, W max. entre
Voleury u mox: U. parenthéses se rapportent a
I'expression approchde (203)
“g{}mﬂ" Sy (?f‘”né‘w (?{:ﬁ r’g.;;)+ "‘[3‘5 a3 ‘ aony
bl o ' ¢
o E Sav
R 3 pev profende Eau ez profonde Eau ,brga‘bna’e
\-—-._u:c—t .
Fig. 23. — Croissance des vitesses maxima sur le fond aux abords de la rive.

la courbe enveloppe de la composante horizontale: maximum de la vitesse sur le
! : 5 B ; A
fond lorsque la profondeur relative r diminue et quelle que soit la configuration

du fond. (Pour la clarté du dessin, on a adopté un fond de forme parabolique,
de facon a distendre suffisamment la zone cotiere). Le diagramme vaut identique-
ment pour la houle, zorie trés peu profonde exclue, étant entendu, néanmoins,
que a vitesse «directe» effective sur le fond est notablement inférieure a ;.

L’extension de la zone tres peu profonde et la facon dont les vitesses du clapotis
s’y répartissent dépendent de I'angle moyen du fond «. La fig. 23 indique la
croissance de u,,, dans les deux hypotheses &= 15° et 10°. Plus T'angle a dimi-
nue, plus u,,, augmente, du moins tant que la brisure ne se produit pas.

4° COMPARAISON ENTRE LES VITESSES CALCULEES,
CELLES OBSERVEES ET CELLES DEDUITES DE LA THEORIE DU FLOT DE FOND.

La théorie dite du flot de fond de Cornaglia (1), applicable aux ondes progres-
sives et basée sur des considérations de quantités de mouvement, comprend tout
un corps de doctrines. On peut souscrire immédiatement a une partie d'entre
eiles, par exemple : s

Le flot+de fond (la vitesse sur le fond) est alternatif, les changements de
dn{.ctmn étant liés aux phases de P'onde en surface.

2° Liintensit¢ du flot augmente au fur el & mesure qu'on s’approche de Ja rive
par des fonds de plus en plus faibles.

(1) Annales 1881, 1% semestre.

.
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3o Sur fond ascendant, le maximum du flot précéde la verticale qui passe
par le sommet de Ponde et il la suit sur le fond 11]0{1gcant. L écart F]iminue au
fur et 2 mesure qu'on s'approche de la rive. Un énoncé analogue convient pour le
minimum du flot, le creux remplacant la créte de I'onde. {

La théorie développée dans cette étude corrobore ce fait sur fonds régulicrement
croissants ou décroissants et, par extension, sur fonds variables, puisque, tout au
moins en eau peu profonde, les maxima et minima de vitesses sont situés sensi-
blement sur des arcs de cercle ayant I'origine comme centre et passant constam-
ment par les crétes et les creux de 'onde.

4° 11 existe une ligne nentre départageant le fond en deux zones ; au large, le
flot inverse predomine et les matériaux en suspension dans les parties basses sont
entrainés vers la haute mer ; 4 Uintérieur, l'inverse est vrai et les matériaux sont
rejetés vers la rive. La ligne neutre est située par des fonds d'autant plus grands
que l'agitation de la mer est plus violente.

L'observation confirme cette déduction et les théories exposées ci-dessus
également. En effet, le jet de rive, projeté avec force puis freiné peu a peu sur la
greve prédomine nettement sur le flot de retour descendant la pente par son propre
poids. Un peu plus an large, par contre, le flot inverse prédomine, car, les houles
irrotationnelles — et, a fortiori quand elles ne le sont pas, — comportent, en pro-
fondeur, un contre-courant corrélatif du courant direct de surface. Ce dernier,
bien connu, fait dire aux marins que, pres des cotes, la mer ensache (porte a la
rive en surface).

Cependant, il ne parait pas que la ligne ou, plus précisément, la zone neutre
assez {luctuante et fonction de l'agitation du moment, dont on vient de confirmer
I'existence, puisse se trouver si bas (8 & 10 metres- en Méditerranée) et étre
d’autant plus profonde que le fond est plus plat, comme I'envisage Cornaglia.
Selon T'analyse ci-dessus, elle ne peut étre située au large de la zone nettement
deferlante, ce qui limite vraisemblablement a 24 ou peut étre & h sa profondeur.
L'exemple, cité d'ailleurs par Cornaglia, de la plaine sous-marine en bordure de
la Mer du Nord, de 20 km. de largeur et par des fonds croissants de 2 & 5 m.
tend a le confirmer, puisque elle est, au moins en partie, constituée dapports
cotiers et se situerait donc au large de la zone neutre.

Dautres énonces de Cornaglia appellent quelques réserves, par exemple :

5° Sur fond ascendant, descendant ou alterné, l'onde diminue constamment,
quoique faiblement d'amplitude, indépendamment de Pinfluence des résistances
passives. Nous avons constaté, par contre, sur fond régulitrement ascendant ou
descendant, une décroissance, un minimum, puis, a nouveau, une croissance de
I'onde.

Cependant, la partie la plus originale ct sans doute la plus controversée du
mémoire de Cornaglia est celle traitant des propriétés essentielles du flot de fond
alternatif de la houle. 1l serait le plus violent au ras du fond et diminuerait des
qu'on s'en éloigne selon une loi non explicitée. Son intensité serait encore notable,
n?émc a grande profondeur, et d’autant plus grande que la houle proviendrait de
régions ol I'eau est plus profonde. 11 serait la cause directe du jet de rive.

.Gornaglia trouverait la justification expérimentale de-sa théoric dans les faits
suivants : '

a. observations qualitatives d’effels mécaniques notables sur des obstacles ou
épaves situées en pleine mer i profondeur moyenne (10 & 25 m.);
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b. brisants produits par les grandes houles du large sur des hauts-fonds ne
dépassant pas 1'eau profonde (I'exemple typique est celui du banc de Terre-Neuve
par des fonds de 80 a 100 metres);

c. confrontation satisfaisante faite par lui entre la hauteur des gerbes verticales
(9,25 m.) observée a I'aplomb du méle du Port d'Oneille lors de la bourrasque
du 23 février 1879 et les vitesses a la rive calculées selon sa méthode.

On peut observer, au sujet des deux premieres constatations, qu'elles ne sont
pas incompatibles avec la théorie courante des mouvements ondulatoires, si 1'on
veut bien tenir compte des observations récentes faites sur les dimensions des
houles de tempéte et qui conduisent a augmenter sensiblement les. estimations
antérieures. Pour des houles de 150 m., par exemple, les profondeurs moyennes
envisagées correspondent a la zone peu profonde et les vitesses sur le fond sont
encore considérables (supérieures a la moitié des vilesses en surface).
méme, une houle de I'’Atlantique de 500 m., lorsqu’elle arrive sur des hauts—
fonds situés a go m. de profondeur, voit sa longueur diminuer brusquement de
13 °/, et, pour les particules situées & cette profondeur, les oscillations verticales,
dont I'amplitude est encore égale au tiers des oscillations de surface, doivent se
résorber brutalement et toutes les trajectoires entre la surface et le haut-fond se
modifier en conséquence. On congoit que cette perturbation généralisée puisse
SexterlOTlSC[‘ P'il[' lappal‘ltlon de ])rlSﬂniS sans p{)lll‘ PC]EI fdll‘c ﬂ[)I)EI a4 un courant
de fond violent qm devrait d'ailleurs se transmettre, sans amortissement total,
au travers d’ une L'P'llSSﬁ'llI' de1ll (]L QO 1.

A Oneille, le mole comporte un talus incliné a environ 45° (49°32" au proﬁ
retenu) établi sur des fonds de 8,50 m. croissant insensiblement jusqu'a
2.650 m. 4 180 km. au large.

La houle observée (caractéristiques 2h= 4,20, 2L.—=60 m. comme dans le
premier exemple numeérique ci-dessus) engendre, selon la théorie du flot de fond
et dans ce profil liquide, des vitesses sur le fond données par le tableau suivant
(col. 2).

THEORIE DE CORNAGLIA.
w VITESSE VITESSE VITESSE
; HORIZOXTALE HORIZONTALE MAXIMOM
PROFONDEUR. ELRTDERE0AY it bl maximum. maximum. parallile an fond,
( paralltle horizontale s et =y
; LY, du flot de fond. | Houle déferlante. Clapotis. Clapotis.
1 2 3 A b 6
métres, m.[sec. m. [sec. m. [sec. m./sec, m. [sec.
230550 s ; 6,52 6,52 1,32 101 | 2,64 <101 | 2,64 X 107
A3 st A5 9,15 9,15 0,046 0,092 0,092
Rivere S ne 17,74 11,51 9,89 a 13,94 6,03 8,52

Tasieav XI. — Vitesses sur le fond et vitesses de rive.

Il y a incompatibilité manifeste entre les vitesses importantes du flot de fond &
grande profondeur et celles, absolument négligeables, données fpar la" théorie
trochoidale habituelle (col. '4). Diailleurs, cette derniére théorie ‘conduita des
vitesses décroissant réguliéremept de la surface au fond (formule 198), a I'inverse
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des propriétés présumées du flot de Cornaglia. Or, le‘ théori:m_e d’'unicité e.xl?qsé
dans la premitre partie de cette étude ne permet guere denvisager la possibilité
d’un mouvement ondulatoire autre que celui donné par la formule (198) et com-
patible avec toutes les conditions du probleme. Nous fritcr.ons, en oufre, une con-
séquence de la théorie du flot 'de fond paraissant bien improbable : la mise en
émulsion intense des fonds marins affonillables, pmiiquemen_t)h toute profondeur.

11 reste & contréler, si on doit écarter hypothése de Cornaglia, que les théories
courantes, convenablement développées s'il y a lieu, rendent compte des effets
observés sur la rive, & Oneille en particulier. _

Si'Ton suppose d'abord une houle déferlante (col. 4 ), la vitesse de rive, calculée
comme ci-avant (2°, b), comporte une composante horizontale de T'ordre de celle
donnée par la théorie du flot de fond. La hauteur maximum susceptible d’étre
atteinte par le jet de rive, apres déviation le long du méle, est
Moz = 13,94% 1 29 = 9,90 m. supéricure a celle observée. Ce calcul est aflecté

“d’une assez grande incertitude, car il néglige deux facteurs jouant, il est vrai, en
sens inverse, mais dans une mesure diflicile a préciser : la perte de force vive
lors de Tinflexion du jet et I'action accélératrice de la pression (interaction des
particules). On pourrait faire des remarques analogues sur les coincidences numé-
riques releveées par Cornaglia. Le caleul de clapotis qui suit n’a pas ces inconvé-
nients, car il sappuie sur une analyse mathématique plus précise.

Si, comme il est probable, eu ¢gagd a la profondeur d'ean au pied du méle
d'Oncille, il n'y a pas eu déferlementN@ais clapotis le long du talus incliné a 45°,
les développements effectués “dans la seconde partic — valables, a strictement
parler, pour un talus s'étendant indéfiniment vers le bas — indiquent, au premier

ordre d’approximation, la hauteur suivante lors de I'affleurement supérieur :

Yo ==2h —=05,04 m. (formule 116).

Il y a lieu d'y adjoindre, comme terme du second ordre en h, la surélévation
du niveau moyen qu'on calculera, de facon suffisamment approchée, par la for-
mule (76), pour H= 8,50 m.

hy==2,10 m.

Au total 8,04 m. pour la cote atteinte par la mer sur le talus a 45°.

Cette cote est susceptible de majoration pour plusieurs raisons; d’une part, le
redressement vertical du jet de rive le long du méle doit vraisemblablement
accroitre sa hauteur, d’autre part, pour des houles creuses, I'amplitude du cla-
potis est augmentée a la rive, selon les essais sur modeéle réduit, enfin, la hauteur
mesurée (9,25 m.) représente évidemment un maximum tenant compte d'une
certaine concentration locale du jet. En conclusion, ce calcul de clapotis traduisant

les faits expérimentaux & 13 p. 100 prés par défaut doit étre considéré comme
satisfaisant. -

Il démontre dgalement que T'estimation, par la formule (210), de la cote atteinte
par les projections d'eau peut conduire & des sous-évaluations importantes. En
Gl‘Te\ta la vitesse de rive du clapotis vaut, dans le cas présent, 8,52 m./sec. (col. 6),
d'ott » =3,72 m., a]ors:qu‘on vient de trouver 8,04 m. L'expression donnant »,
du second ordre en h, néglige complétement le terme du premier ordre (116)
t.md.ulsant‘l:inﬂuen('e de Pénergic latente de pression accumulée dans la masse
liquide. Dailleurs, il faut s'attendre, en regle générale, & ce que le terme du
deuxiéme ordre soit le moins important. Ainsi, pour une houle ou un clapotis en
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profondeur illimitée, la hauteur » correspondant a la vitesse maximum des
particules se trouve étre égale a la surélévation du niveau moyen et cette hau-
est négligeable, vis-a-vis de I'amplitude, terme du premier ordre, si la cambrure
est faible. La production d'un jet trés mince, sans interaction possible des parti-
cules, représente, par contre, le cas extréme opposé pour lequel la formule (210)
jouera seule et donnf‘m des résultats corrects, abstraction faite de la résistance de
Pair. ‘

L'exemple numériquc précédent montre que les gerbes d’eau, en bordure de mer,
sont loin de correspondre a ce cas extréme et peuvent étre engendrées par des
vitesses nettement moindres que celles envisagées ou calculées habituellement. Cette
propriété fournit 1'explication la plus plausible du ph%nomc ne connu sous le nom
de lame de fond. 1l faut y voir aussi la cause du 'fait suivant : les pressions
moyennes réellement enregistrées sur des obstacles sont plus faibles que celles
résultant, selon des formules connues, des vitesses déduites de la formule (210)
en fonction des hauteurs observées des projections d'eau.

Nous résumerons, comme suit) la discussion précédente sur la question du Jlot de

fond.

° La théorie courante (trochoidale) des mouvements ondulatoires fournit une
explication suffisante du comportement des houles de tempéte par moyens ou
grands fonds, malgré la diminution rapide des vitesses avec la profondeur qui
ressort de cette théorie basée, nous le rappelons, sur la prise en compte de toutes
les équations de T'hydro-dynanique clllsmm

2° Le cas des plages tres plates étant excepté, les vitesses maxima dans la
masse liquide (fond et surface y compris) croissent 1t:gul|t:1 ement vers la rive ou
se produit le maximum absolu. L'intensit¢ de la vilesse aJa rive, telle qu'elle
ressort d'observations, parait rendue correctement par la théorie habituelle com-
plétée comme nous I'avons fait.

3° En lieu et place du flot de fond, selon la définition’de Cornaglia, et dont
I'existence est, pour le moins, problématique, il paraitrait plus indiqué de parler
d'un flot de surface. En effet, sur une verticale déterminée, les vitesses de beau-
coup les plus considérables se produisent en surface, dans le sens de la propaga-
tion, aussi bien avant qu'apres déferlement de la houle. C'est uniquement le jet
de rive, résultat de I'étalement du dernier rouleau sur la gréve et se trouvant
ainsi en contact localisé¢ avec le fond qui pourrait mériter I'épithete de flot de fond
avec le sens de courant violent attaché a ce terme, cependant que le flot de fond
effectif décroit lui-méme trées vite vers le large et, avec lui, le danger d'affouille-
ments. Dans la zone littorale réstant sujelle a I‘CDI(II]]CmCIlfb, les lames deéfer-
lantes se dt'lﬁacont périodiquement; elles agissent a la facon d'un riteau et
tendent plutot a égaliser les fonds. -

4° Ces dernieres conclusions, valables pour la houle déferlante, sont sensible-
ment modifiées s'il y a réflexion sur f'ouvrage et formalion de c]apolls car les
vitesses sur le fond sont doublées, les effets mécaniques quadruplés et T'action
pertubatrice se fait sentir plus I)lOlUI](]l ment, quoiqu'elle samortisse selon la
méme loi exponentielle que la houle. Ces faits ont suffi, a plusieurs repri%h
pour provoquer des affouillements dangereux devant des digues verticales fondées
insuffisamment bas sur des sous-sols mouhlm et ont amené que!quefons leur rmnc
Les fosses produites dans ce cas occupent des emplacements fixes et {endent a
s'approfondir avec le temps jusqu'a un éfat d'équilibre approximatif.

-~
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