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Si Ton se restreint au premier ordre, il 0’y a aucun calcul a faire; il suffira,

si 'on a obtenu la solution du probléme cherché dans le systéme de variables
de Lagrange, de remplacer, dans les formules donnant les vitesses, les coordon-
nées de repos par les coordonnles actuelles, pour obtenir la solution dans le
systéme de variables d’Euler. :

c PREMIERE PARTIE.

MOUVEMENTS ONDULATOIRES PERIODIQUES ET CYLINDRIQUES
EN PROFONDEUR CONSTANTE.'

. — Forme générale des solutions périodiques rotationnelles des deux
‘premiers ordres d’approximation exprimées au moyen des variables de
Lagrange et d'Euler.

1° EQUATIONS DE L’HYDRODYNAMIQUE DANS LE SYSTEME DE LAGRANGE

Elles s'écrivent :

1p  Mwdx , [Ny Yy
paa+azsaa+(au 9)5—0’

J-190p | ez dy
e ieE T ab"‘(a:z— )af, 3%
et léquat:on de continuité, pour un fluide mcompressnblp :

oz dy
(11) - BT

La troisieme coordonnée, choisie perpendiculaire au plan’ du mouvement,
n'apparait pas dans les formules.

Les fonctions

' : Z=x(ab,t)

y=yl(a b,

coordonnées actuelles des particules, dépendent du temps ¢t et des coordonnées a
et b a linstant initial. p(a3 b, t) est 1'excés de pression par rapport.a la pressmn
atmosphérique au point de coordonnées x et y. -

On peut prendre comme variables mdependantes, au lieu de a et b, d'autres
quantités z, et Yos fonction des premitres, mais non du temps.

Les deux premicres équations (11) restent valables en remplagant a et b par @,
_et y,, tandis que I'équation de continuité devmut compte tenu des proprlétes des
“déterminants fonctionnels : 3

oz,y) _ d=y) B(”ovfn)_: o2
a, b)  days o)™ s, b)

© Ecole natlonale des ponts et chaussees

R N T T




MOUVEMENTS ONDULATOIRES DE LA MER.

Si Ton peut passer des coordonnées @, b aux coordonnées x,, y, par une

déformation continue respectant les volumes, c'est-a-dire telle que
; Az, , 7, -

(12) L
Péquation de continuité ne changera pas de forme. Ce sera le cas ci-aprés ou
‘Ton prendra pour z, et y, les coordonnées des particules au repos. On pourra donc,
indifféremment, dans toutes les équations (11), remplacer a et b par z; et y, (1).

Pour fixer les idées, on adoptera dans ce qui suit Uaxe des y, vertical dirigé vers
le bas, celui des x, horizontal dirigé de gauche & droite, Uorigine étant grise sur la
” surface de U'ean au repos (2). On considérera la houle comme se propageant dans la
direction des @, croissants; il existe une solution symétrique se propageant dans la
direction opposée. Elle sera toujours sous-entendué ci-apres, en_particulier, dans
'énoncé des théoremes d'existence.

2° ROTATION MOYENNE DES PARTICULES.

On.peut éliminer la pression dans les équations (11), exprimées en fonction
des coordonnées de repos, en dérivant la seconde par rapport a x,, la premiére
par rapport a y, et soustrayant; il vient, apres suppression des iermes qui se
détruisent deux a deux

) (D’x x| ¥y B_y'_) d (D’x dw | Ay 'Qr)

35, \38 3y, T 38 o) T 3y \3E 5, T 38 35,

5020 dw da oy dy Az dx My Ay N\
—s [ Xt s G
d'olt, en intégrant par rapport au temps

(13) ga;:(b"” W o 3-*) (3? y Qr)_a(w,-;l ,Bg,_.r)'

My, 0z, 3y, 0z,) — Ny ye) ' e o) |
On a posé, pour simplifier, ;
RIS, P
{B‘= -[IT ) yg = &? =

., fonction de @, et y, mais non de t, n'est autre que la rotation moyenne, dite
encore tourbillon ou mtat{onnef au pointl x, y. .

Pour s'en rendre cowmpte, il.suflit de partir de sa définition dans le systtme
d’Euler, formule (5) et d'exprimer sa valeur en fonction™ des coordonnées de
repos. Par la méme occasion, on aura démontré le théoreme fondamental de la

théorie des tourbillons dans le cas des mouvements cylindriques :

Le rotationnel attaché & une particule déterminée, identifiée par ses coordonnées
X5+ Yo» reste constant au cours du mouvement lors du déplacement de la particule.
$ AV ] . . i ¥ v e !
Clest un élément cinematique indestructible pour un fluide parfait.

(1) Les coordonnées de repos ne sont pas les seules laissan! invariantes les équalions(11). I y en
N L] . . o0 \ [ . gy .
a une infinité, c'est-d-dire loutes celles satisfaisant & I'équation différenticlle (12).

1 (2) On a d'emgn_é I'axe verlical par y, el non par z;, réservant la lelire z, selon l'usage, pour
es variables imaginaires utilisées occasionnellement. :
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5 ‘ \
3° RECHERCHE DE SOLUTIONS D'UN ORDRE QUELCONQUE D'APPROXIMATION.

En partant des formules (8), les composantes de la vitesse et le rotationnel,
limités, par exemple, au deuxitme ordre, s'obtiennent, les premieres par des
formules (g), le second au moyen de la formule (13) :

S 3_%_%) N, e, (@i, @) | AMdys )
[l&) 2E Ly d (a% %, —l_ he [Dt (a% a.)’u) 3wy, yo) a("’o-.}’u)]

En introduisant les valeurs (8) dans les équations générales (11) et en égalant
a zéro les coefficients des diverses puissances de £, on obtient successivement

a. Termes indépendants de h : nuls identiquement.
b. Termes en h :

N,
a—x'—o

0
hlk

f 3x1+
My

B
X1 + -

Y
9%,

=01

3@1 W,
oz, Byu‘
¢. Termes en h? :

1 axe+

DJ&: +
2,

0,

N
Z):r
Bst,
J’

20,
e
™y __

a2

o,
Y,

¢, 39,

(16)

¢, Ay

2, e
dy, Az,

A, Ay,

I
B

et des expressions analogues pour les termes d'ordres supeneurs, les membres
de gauche — linéaires et de forme identique — contenant les fonctions de I'ordre
supérieur considéré, les membres de droite — quadratiques — celles d’ordres
~inférieurs.. Ces U'I'OJ[)GS deqlmtlons différentielles permettent de calculer succes-
sivement les fonctions inconnues des divers ordres. Nous allons déterminer I'inté-
grale générale de ces équations pour les deux premiers ordres.

4° SOLUTIONS DU PREMIER ORDRE.

Pour les obtenir, il suffit, daprés les formules (8), de déterminer les trois fonc-
tions @, , ¥,, et X,.

On peut élintiner y, dans le groupe (1 5) en dérivant la premlere équation
par rapport a y,, la seconde par rapport a z, et en soustrayant. En dérivant, en
outre, la derniere deux fois par rapport a ¢, il vient

2 Ve, 2y
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MOUVEMENTS ONDULATOIRES DE LA MER. ; 45

des fonctlons conjuguées et harmomques de z, et y,. On peut donc poser, en
introduisant une fonction résolvante G ' : .
¥, NG M, 2
MW dmy 3B Wy, 08

avec
NG G oG T
7 WMIE R
d'ot1, aprés deux 1ntegratlons effectuées par rapport a la varlable t et compte
tenu de la derniére équation (15) :
3G{xy, ¥y, 1) N"(%'J'o *Tu'_}’o)
@l b.’r + b.}’o t_!_ J’o

4] G(,, Tus_} k(-ru'yu]t__a'l"'(zu'.)’u)_
L e dz, oz,

(18)

.
k et K sont deux fonctions quelconques de @, et y,, mais, la seconde, corres-
pond a d'autres paires de variables indépendantes que les’coordonnées: de repos
et peut-ttre éliminée aisément par un changement de variables (1). Quant aux
termes dépendant de k et linéaires en ¢, ils représentent, étant donné la signifi-
cation de @, et {,, des courants indépendants du temps. 11 y a une infinité de tels
mouvements compatibles avec les conditions aux limites et pouvant se superposer
au mouvement ondulatoire pour donner un mouvement résultant, en général,
rotationnel. Clest le cas, par exemple, des ondes produites dans une riviere. Pour
les ondes de pleine eau, par contre, les courants d’entrainement sont notoirement
plus faibles que ceux afférents aux perturbations périodiques. L'examen des
solutions rigoureuses irrotationnelles corrobore ce fait, puisque, les courants ne
sont que du second ordre en A.

Nous annulerons donc la fonction du premier ordre k. La troisitme équation du
groupe (15) montre alors que G est elle-méme hnrmnniquc de x, et y,, tandis

f
:p; et ~a—,’ en fonction de G, se

presentent comme les deux dérivées partielles par rapport a z, et Yo de la fonc-
tion x,.

On connait donc cette derniere a une fonctton de ¢ pres.

En résumé, la solution du premier ordre des phénoménes ondulatoires périodiques
sexprime, dans le systéme des variables de Lagrange, au moyen des formules (8)
limitées aux termes en h, les trois fonctions inconnues dérivant comme suit de la
Jonction résolvante G(x,, y,, t) qui joue le rile d'un potentiel des déplacements :

: 6 :
@i=

—

(lgj ; | : | v.hm-—- )
b & o "”1 ;3,_: ‘I"fl( )

que les.deux premieres, aprés remplacement de

2

(1) H suffit, en effet, de choisir comme no;u-elles variables indépendantes les quanlités
K’ 5 K
G=thos. v f=p—fs—-

Yo Ty

»
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G est une fonction périodique par rapport a ¢ et harmonique de =, et y, ; sa
détermination precise, ainsi que celle de la fonction accessoire f;(1), resulteront
des conditions aux limites envisagées.

Les valeurs ( 10) de @, et 1};1, introduites dans la formule (14), annulent la
partie du premier ordre de . Si donc les courants d'entrainement des particules
sont du second ordre, les mouvements au premier ordre d’appro’rimation sont irro-
tationnels et les vitesses, qui dépendent d'un potentiel, se}.prlmcnt comme suit
dans le systemme d’'Euler : .

u=h - )

- 2 (} aG) 9
A dp\ ot om
. d

ol e (,rla_(})=f

ot \‘y ot dy

d'oli, en supprimant une fonction additive de t sans importance, la relation
suivante entre le polentiel des vitesses @ et la résolvante G :

Y Gy s t '

(20) @=h—1"— @, 3’ e A

tandis que la fonction de courant , conjuguée de @, s'obtienl par les relations (3).
Si on appelle K une fonction harmonique conjuguée de G, on peut aussi poser

[21) \pmhw.

9

-

ot

5° SOLUTIONS DU DEUXIEME ORDRE. .

Les mouvements du 1°" ordre élant connus, il faut, pour obtenir ceux du
second, déterminer les trois fonctions @,, ¥y, x, par intégration des équations (16).

Pour les fonctions simplement périodiques du temps, de periode 2 T, que
nous aurons a considerer, pour G, par exemple :

o 2=—(3) 6 .

Le second membre de la premiere ‘équation (16) sécrit donc, compte tenu

de (19) :

2, 7\2 D [(3G\2, (3G\?
(7) (a4 ax.,) (1) = (&) +E) ]
Tous les termes de la premiere équation, saul@;i2 )

par rapport a z;, et, semblablement, ceux de la deuxieme, Eyl);—i" »la dérivée

par rapport 4y, de la méme fonction. On peut, par: conséquent, intégrer ces
équations, comme pour le 1* ordre, sous la forme 3

B L (1) [@g) T (5}*)2} /(0
en posant : i

(23) ‘ @2’_

et
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MOUVEMENTS ONDULATOIRES DE LA MER. 47

Nous avons donc particularisé comme suit les fonctions k et &' du 2° ordre,
analogues a celles de la formule (18), en anticipant sur le fait que nous applique-
rons ces considéralions au cas d'une profondeur conslante ; K'=o0, ce qui est

: ok f ;
toujours permis ; 5==0 (courants- ascendants nuls). En ellet, ces derniers n'ont

0 o
guere ¢té observés ou sont absolument négligeables, d'autant qu'ils doivent s'an-
: ; .. ok : :
nuler en surface el sur le fond. Il s’en suit ¥ = = fonclion de la seule variable y, -
[] ;
v représente une vitesse horizontale d’entrainement des particules, variable avec la
profondeur et du 2¢ ordre en h.

La troisitme équation (16) fournit alors la relation suivante pour le poientiel.
des déplacements du 2¢ ordre F :

N LR R A A L (P’i)“
ey gy T ek U \owdy,
d’on

(2-11‘) o F:%[(g}%)g‘l* (g)—(,;)?.] —I—G2 :

G, étant une fonction harmonique de x, et y, et, de plus, dans le cas présent, pério-
digue par rapport au temps. Sa détermination precise, de méme que celle de la
fonction f, (1) dépendront des conditions aux limites envisagdes. .

La fonction y, peut se mettre sous uné autre forme, en introduisant la valeur

de I, celle de sa seconde dérivée par rapport a ¢ et en tenanl compte des formules
(19) et (22) : 2

NG, 1 [/0@\2, /)2 F AR o & \
(a5 e ar=satre s [(-D-,) -l-(a—t') ] +(;) (@1 + ¥l +A(0-
Le rotationnel, au 3° ordre pres, vaut selon I'expression (14)

(26) 2=t [— St g P P]
U T OZes 1)

car les deux déterminants fonctionnels portant sur les fonctions @, et {, sont
égaux, eu égard aux relations (19): ils sont, en réalité, indépendants du temps,
puisque » et £ doivent 'étre. Le rolationnel sera, en général, diflérent de zéro.

Remarque. -— Les propositions générales énoncées dans ce qui suit supposent
implicitement les restrictions failes sur les courants d'entrainement et dictées par
Fobservation des mouvements ondulatoires de la mer. Nous les résumons : a. les
couranls d’entrainement du premier ordre sont nuls; b. les courants d'entraine-
ment du second ordre, s'ils existent, sonl essenticllement horizontaux.

Théoréme. — La solution géiiérale, du 2° ordre d’approximation, pour les mou-
vements périodiques comporte un rotationnel dépendant d’une fonction arbitraire de la
profondeur. Néanmoins, pour des amplitudes moderées, ce rotationnel, du 2¢ ordre
en_h, est relativement petit par rapport aux éléments du 4* ordre des mouvements,
sout les déplacements et les vitesces. ;
_ Dans le cas d'une onde progressive simple, clest-a-dire dont toutes les ondula-
tipxls se propagent uniformément sans modification, il existe une solution irrota-
tionnelle. En effet, les variables ¢ el @, sonl obligatoircment lices dans les formules
par une relation lindaire et le délerminant fonctionnel contenu dans (26) étant
indépendant de ¢ l'est aussi de x, et devienl fonction de la seule variable y,. On

J. 108. — Janyier~Février 1044, SR
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peut donc rendre nulle I'expression de £ ou, 'plus généralement, lui imposer une
valeur arbitraire {(y,) en disposant convenablement de »(y,).

La solution générale du 2¢ ordre d'approximation des ondes progressives simples
(houles), comporte soit un rotationnel, soit un courant horizontal d’entrainement des
particules, dont U'intensité est fonction arbitraire de la seule projondeur

Pour obtenir la solution générale du second ordre dans le systéme d Euler, on
utilisera la méthode exposée plus haut. Les vitesses donnces par les formules (10)
détermineront une solution di .érant de la précedente, mais, au plus, par des
termes du 3¢ ordre.

On peut naturellement exprimer ces vilesses au moyen de la fonction résol-

vante G (x, y, t) et des fonctions G,(2, y, t) et »(y); néanmoins, il n'est plus
possible d'intfoduire uniquement le potentiel habituel @ ou ses dérivées, comme
on l'a fait pour la solution du 1" ordre. La fonction primitive du potentwl par
rapport au temps, soit hG, doit également figurer dans les formules.

Par contre, on peut exprimer, en fonction du seul potentiel @, la formule donnant
la valeur de la pression an 2° ordre.

On obtient successivement, d'apres les formules (8), (19) et (25) :

h G

L—gyot3 ) + B roH b — 2 55 + 51 (0] + Pxa
=gy—h“§f: 250 TV (L) 42 (3 [0+ 1+ 0+ 10

Pour passer enticrement aux variables d'Euler, il faut remplacer les coordon-
nces de repos par les coordonnces actuelles ; c'est immédial pour les termes da
G (2, yo. t)

2°* ordre; pour celui du 1° ordre =

y on est conduit & l'écrire, eu

égard aux expression (19) el (22)
G »G b ﬂ p
(ap h (pl DE*I).J: \!’1 mt;)),) Lo Y +,2( ) [@g + ",’2]

Tous comples fails, il vienl, en introduisant le poienliel @ et en groupant
sous le nom de f{¢) des lonctions arbitraires de ¢ :

NGz, y. 1) 3G, I* /¢ W\2 ' )
£=9J’—_h-—5;:— Wi [( m') (7) J + B0+ (Y.
pilC] 0@ BG
Ly AR e
la premiere expression faisanl ressortir les quotes-parts des 1% et 2° ordre en h
Cette formule (27) est équivalente a la formule classique de Bernouilli (7), a
YGy(@. 7. 1)
2
o
Si I'on voulait obtenir une forme rigoureusement identique, au 3° ordre prés, il

suflirail, ce qui est légilime, de grouper sous le nom de potentiel @ — complété
: G
M2,

(27)

'exception du terme — £

o . G
au 2° ordre — I'expression A &5 -

Quoique les solutions des mouvements ondulatoires périodiques du 2° ordre soient
ordinairement rolationnelles, la formule habituelle de la pression, exprimée en fonc-
tion du pntentwl reste valable et est indépendante de la valeur du tourbillon.

. Quant a ce dernier, grandeur du 2° ordre, il s'exprime avec les variables
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MOUVEMENTS ONDULATOIRES DE LA MER. 49 -

d’Euler directement sous la forme (26), en remplacant les coordonnées de fepos
par les coordonnées actuelles.

Si I'on introduit les valeurs des vitesses (10) dans 1'équation de continuité
d'Euler (2), on voit qu'elle est vérifiée rigoureusement ; il ne saurait en étre
autrement puisque cette équation linéaire ne comporte que des termes des 1 et
2¢ ordres dont on savait d'avance qu'ils seraienl nuls.

Ainsi la solution générale du 2¢ ordre des phénoménes périodiques, exprimée avec
les variables d’Euler, sati.gfait rigoureusement @ l’équation de continuité. Elle n'en
reste pas moins, au méme titre que celle exprimée sous forme de Lagrange, une
solution approchée, en particulier pour la vérification de la condition pression

= const. en surface.

B

II. — Calcul des houles progressives rotationnelles,
au deuxiéme ordre d’approximation, en profondeur finie, constante.

° PREMIER ORDRE D’APPROXIMATION.

1
L'expression classique du potentiel vaut dans ce cas :

L & w : t-
(28)
e uCha(H—y) Sin (bt — ax) ,
d’ol1, en inté rant par rapport au temps selon la formule (20) et en introduisant
les variables de Lagrange, I'expression de la fonction résolvante :

(29) G=MCos(bt—-amu)-

a Sh all
H est la pr:ojon'tieui de la masse liquide au repos, 2 L. la longueur d'onde, 2 h 'am
plitude ou hauteur de l'ondulation. Au lieu de ces trois paramctres qui déter-

minent les caractéristiques du phénomene, il est plus simple d'en définir deux de
dimension nulle ;

la cambrure y——:l£ » rapport de 'amplitude 4 la longueur d'onde,

; 2L, ‘ & )
et la longueur relative \ = 1 ? Cest-a-dire la longueur d’onde rappor-

tée a la profondeur, qui délerminent également le mouvement & un
facteur d’homothétie pres.
2 T est la période.

On a posé pour simplifier

w
aQ==c L] b===-

kK ke
d’ou les relations

(31)

arn
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D'apres les formules (8) et (19), les équations de la houle s’écrivent alors -

m=:p0+h(%ﬁ5in(bt—~amu)

Sty Sha(H—y,
(32) (y=yo—h —i,(h—u"—) Cos (bt —az,)

) o i : :
- _-.‘Ff-g.=y0 o~ [Sha( _yu)_@(:ha(n—yu)] Cos bt —azy) +/,(1)
. La pression devant étre constante en surface (y,=o), il faut fi(t)=o et
Shall—2 ChaH—o0
g
d’'otr
b=\/ag Thal,

(3'3] ' c'est-a-dire :
® . [my, H

2= Vo hen
et 1a vilesse de propagalion : ¥,

(34) =2\ /& Thr

On trouve ainsi I'expression définilive de la pression
Cha( "—y) Sha(H—y,)
ﬂ _'"yﬂ’l'hcos(bt"“xo)[ T R T o]

Sh ay, Cos ( flt—a.fr;o)
=Yoot

(35)

k]

tandis que les vitesses, d’apres les formules (g), valent
Cha(H—y,)

H=ﬁhTu—°COS(bt-——‘g\r‘)).i

Sha(H—y,)

-—b—};'"'ﬁ"—'- Sin (bt-—- ﬂ.’BO)

Ces derniéres formules, en remplagant les variables de Larrranﬂ'e @i Yy PAT
celle d'Euler z, y, donnent également la solution du [)IO])ICII]L daus ce dernier
sysleme des variables. Les solutions dans les deux systemes ne sont naturelle-
ment pas idenliques mais ne peuvent différer, au plus, que de quantités du
2° ordre en h.

(36)
: v=>0h

Le mouvement re’pond aux siz conditions requises :

1° 11 satisfait aux équations de ihydlodynamlque et a luquahon de continuité,
car G et @ sont harmoniques. N\

2° Il est periodique par rapport a z, — lnnﬂrucur d'onde 2 L. |

3 11 seﬂ"tclue parallélement au fond, car les deplacements verlicaux sont nuls
POt o= '

4° La pressmn est constante sur la surface libre.
- 5° L'amplitude verticale en surlace vaul 2 h.

6° Il se propage sans deformation & vilesse constante V. 1l est dnnc pcundlque ,
par rappori au lemps —pcriode 2 T.

Les trajectoires des parlicules primitivement au repos a la profondeur y,,
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MOUVEMENTS ONDULATOIRES DE LA MER. 51

données sous forme paramétrique par les deux premiéres équations (32), s'obtien-
nent en ¢liminant le temps t, entre ces deux équations; ce sont des ellipses a

grand axe horizontal.
Cha(ll— :
(37) ar=2h —“Y"-)
Shal .

et petit axve vertical
(37) or=ah
dont le centre est au point x, y,-

Les particules situées au repos & une profondeur déterminée y, se trouvent
durant le mouvement sur des trochoides elliptiques.

La solution trouvée, répondant aux six conditions précédentes, est unique si, du
moins, pour les raisons exposées, on ne considére pas, en premiére approximation,
un courant d'ensemble des parlicules et, par conséquent, des solutions rotation-

nelles. :
En effet, considérons la fonction analytique f(z,) de la variable z,=y, -} iz,

Ef!
dont G, fonction harmonique, est la partie réelle. La substitution Z=e" fait
correspondre au rectangle o<<a,;<<2Lh , o=<<y,<H une couronne dans
aquelle g(Z) = f(z,) est uniforme et réguliere, puisque f(z,) comporte la période
2iL. La fonction ¢(Z) y est donc developpable ‘en scrie de Laurent. En en
prenant la partie rcelle, revenant a la variable z; et considérant la condition limite

sur le fond, on trouve ainsi

(38) Gy, 745 ) = 3 B, Cha,(H—y,) Cos (—a,5y+,)

Sha(MT—y,)
Shall

ol a, = na— n% et B,, B, sont des fonctions de ¢. La houle se propageant sans

déformation, ¢ et x, doivent apparaitre en combinaison linéaire, donc B, est
indépendant de ¢ et B,=b,t-}c,, tandis que la condition en surface donne,
comme precedemment,

(39) ' b,—VnagTh naH

Ces b, étant incommensurables entre eux, la fonction (38) ne sera pas périodique
par rapport au temps, a moins qu'elle ne comprenne qu'un scul terme, le
premier, puisque la longueur d'onde est 2 L. s

Enfin, la conslante B, est fixée par 'amplitude 2k et ¢, peut étre rendu nul
en choisissant convenahlement Torigine des temps. On retrouve ainsi obligatoire-
menl I'expression (29) pour G.

Remarque. — On pourrait disposer de T'infinité des constantes B, et ¢, con-
tenues dans (38) pour imposer, au moment initial, un profil périodique arbitraire
de la surface libre, dont néanmoins l'ordonnée moyenne se silue au niveau de
repos, mais, par la suite, ce profil, tout,en restant périodique par rapport & x,,
ne se retrouverait jamais identique a lui-méme, car les divers trains d'ondes
Composants se propagent a des vilesses diflerentes, incommensurables entre elles.

2° DEUXIEME ORDRE D'APPROXIMATION.

- a Caleul de la solution. — Les formules (23) & (25) donnent l'expression
géncrale des termes du 2° ordre en h. :

© Ecole nationale des ponts et chaussées
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La fonction F sécrit tout d'abord, compte tenu de la valeur (29) de G

Fe o — [Sh2 r’H—y]-—l—Sm“(bt—aa:o)]—{—G
(4o) ﬁbh

BSh’ 7 [Ch2a(H—y,)— Cos2 (bt —amz, )]+ Gy
et le terme du 2° ordre de la pression
& G,

xﬂﬂgs:;.: Bt’,+f2()

+ 5o [Ch 2.a(H—y,) — 3 Cos 2 (bt — az,) — Cth aH xbhza(H—yn)]

Il faut maintenant déterminer la fonction G, harmonique de =z, et y, et de
période 2T et la fonction f,(t) de telle facon que

1° ¥, soit nul en surface,
2° le terme du 2° ordre du ~déplacement vertical soit nui sur le fond, clest-

a-dire

=== 0
¥y 5

= 26, ; F
pour y,=H, ou, ce qui revient au méme, ¥=01 car l'autre terme de o
2 0 = ']
s'annule sur le fond. '

On trouve ainsi

3 Chaa(H—y,

G, == o re e )Cos:z(bt—azo)s

(&) .

Wiy

Les équations de la houle sous leur forme définitive s'écrivent alors, compte

tenu des termes du 1°" ordre : .

A& _{_hCha(H-——-yo}Sin[f)t—a.no) h*a Sin 2 (bt — ax,) £ 3 Ch ﬂrl("—_)’o)]

T Sha H 7 ZAT 4 Shia H [ T 2 ShaeH
o (.70) X,
hSha(H—y,)Cos (bt—ax,) h*aSh2a(H—y,)

L 3 Cos 2 (bt —ax,)
Y=Jozs i+ ShaH S L [l+§ Sitall ]’

o hSh ay, Cos (bt —az,) , haShay, [ Chay,
55 Yo —Sn.mCoam T wskan | o o8 2 (bt a'T“)[Sh‘al‘l

2Cha(H—y, :aC]Ja (H—1,)
. ChaeH ]+ Chall ‘

ou, en i_ntroduisauf les valeurs (37) de r et 7' :
f

. T=xy+1 Sin(bt—aa:o)—%(rg'—-r'ﬁ) Sin 2 (bt—ax) [1—*%%]
w3y ‘ bt

y=y,—r Cos (bt —axz,) __c%r’ [1 -::30--——0s :1(1:’:;1”0)] ‘

Ces équations définissent la houle périoéique la plus générale du 2 ordre, c'est-a-

dire satisfaisant strictement, @ cet ordre d’approxzimctiou, & toutes les équations de

© Ecole nationale des ponts et chaussées;
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MOUVEMENTS ONDULATOIRES DE LA MER. 53

'hydrodynamique et auz conditions auzx limites. Le mouvement dépend d'un courant
horizontal d’entrainement des particules, du 2 ordre en h, dont la loi de répartition
suivant la profondeur ou celle du rotationnel correspondant peut-étre Jixée arbitraire-
ment. ;

Inversement, le mouvement ainsi défini est unique car, dans ces conditions, les
fonctions G, et f; se ramenent aux valeurs (41) déja trouvées. Soit G, + (i et
J3-+fo les solutions les plus géndrales salisfaisant aux conditions de définition
toutes linéaires de Gy et fy, ces derniéres fonctions ayant les valcurs (41). Sans
nuire a la-généralité, on peut poser Gy = f, = o.

En effet, ces deux dernicres fonclions satisfont aux mémes conditions que
celles déterminant G et f;. On a donc bien f3 =o0; quant a Gj, il ne peut étre
que nul ou proportionnel a une solution G el, dans ce dernicr cas, peul lui étre
incorporé, ce qui revient a choisir convenablement lorizine des temps et a
modifier I'expression du parametre b définissant Pamplitude. On voit aisément
que la nouvelle solution trouvée, a part un changement sans importance de la
désignation de T'amplitude, ne differe, au plus, de-la précédente que par des
quantités du 3° ordre ; elle lui est done équivalente.

Il suit de cette condition d'unicilé que la valeur des expressions (42), pour
H=oo0 et v=o0, doit correspondre a la solution de Gerstner limilée au 2° ordre
d'approximation. On le vérilicrait aisément.

b. Rotationnel. — 1l vaut sclon la formule (26) :

(44) 2;':;12'[ a?:o_f_ﬁ-?(%.@,]]=__h2‘[a»_{_asr,smam_m]_

D{xu,yo) Sj; Shiall :

v(y,) étant arbitraire, & Uest aussi. Si ce dernicr est donné, on obliendra le

courant d'entrainement » par une intégration le fixant, & un courant uniforme
pres, sans influence au point de vue dynamique.

c. Houle irrotationnelle (type Stokes). — Si Ton admet une application stricte
du théoréme de Lagrange, lintensité tourbillonnaire doit ¢tre nulle dans toute
la masse. L'équation (44) pour £ =o, donne, apres intégration

hab

Shaall
(45) R (ys) ==y [Ch”(H_?'o)_' = ]’

en disposant de la constante d'inlégration alin que
(46) : JOH”(J’O)J)’0=°1

C'est-a-dire, de fagon que le transport moyen de masse au travers d'un plan vertical
soit nul, cette condition devant dtre approximativement réalisée prés d'un rivage.
La fonction positive Ch2a(H —y,) décroit constamment lorsque y, varic de
o a H. La surface incluse entre la courbe »(y,) et Laxe y, é¢tant nulle d'apres (46),
il suit que le courant d'entrainement des particules, d'abord positif dans les zones
superficielles, s'annule et devient négatif dans les zones profon les ( fig. 5).

: Ure houle irrotationnelle est obligatoirement accompagnée d'un courant horizontal
d'entrainement des particules dirigé, dans les parties superficielles, dans le sens de la
Propagation et en sens inverse dans les parties profondes. 1l n'existe en 2 approxima-
tion qu'une houle de cette nature de caractéristiques données.

Si la profondeur devient infinie, le courant subsisle, mais sannule & grande -
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profondeur. En effet, en ne retenant que les parties principales des fonctions
hyperboliques et passant a la limite, on trouve d'apres la formule (45) :

(47) R (y,) = h2abe- 2, pour H=oco.

Le courant d’entrainement, trés petit pour des houles de faible cambrure, devient
senstble pour des houles de tempéte. En surface, dans le cas d'une profondeur’
illimitée, son intensité vaut 7w%y2V, d'aprés les formules (30), (34) et (47). Pour
une cambrure y =1/10° par exemple, il est sensiblement égal & 10 pour cent

de la vilesse de propagation, soit.
Sens de /3 propagation 1,25 m/sec. pour une houle longue
: : de 100 metres.

d. Houle a courant d’entrafnement

l +Xo__ nul (type Boussinesq). Elle répond @

il v(y,) =0 et se trouve également, au

2¢ ordre d'approzimation, . la seule

'1’(90) houle de ecette nature de caractéristi-

2 ques données. La rotation moyenne des
particules,

Yo

h*a®h
g(yo) TIINT ( Sh 26(}1-—3’0)

découlant de la. formule (44), est
négative dans toute la masse liguide,
c'est-a-dire correspond a une rotation
amenant l'axe y, sur l'axe z;, soit,
Fig. 5. — Courant d'entrainement, variable avec 1a dans notre cas, en sens inverse des
profondeur, d'une houle irrolationnelle du a° aiguilles d’'une montre. Cette rotation
ordre d'approximation. est de sens contraire a celle des par-
ticules sur leur orbile. Aulrement
dit, selon les conventions faites, le rotationnel est de sens opposé a la propagation.
Il diminue régulierement, en valear absolue, de la surface jusqu'au fond o il
s'annule. Dans le cas d’'une profondeur illimitée, on aurait

¢(y,) = — h2a®be 2% pour H=co.

e. Houles rotationnelles normales. — On peut appeler de ce nom une simple
‘infinité de houles comprenant comme cas particuliers les types Stokes et Boussi-
nesq. On les définira par.

(48) : Eyo)=p

25]_"1 Shna(H—_yu]

¢ étant un coefficient quelconque. Ce rotationnel décrnﬂ. rapidement, en valeur
absolue, au fur et a mesure qu'on sapproche du fond, ol il sannule. Clest la
répartition de la rotation des particules a laquelle on peut s'attendre, par suite
de T'action du vent, les efforts tangentiels produits par cé dernier devant se

transmeltre par frotlemeut mais de plus en plus afluiblis, aux couches pro—-
_.fondes. :

©_Ecole nationale des ponts etichalissées.
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Par intégration, on en déduit, dans le cas d'un transport moyen de masse
nul, la valeur suivante du courant d’'entrainement :

: hab Sha2aH
(&9) hg”()’ﬂ)m(f"’_l_l)ashauu [Chga(H_yD)_ -gaH J'

1° Si u est positif, la rotation moyenne se fait dans le sens de celle des parti-
cules sur leur orbile. Le courant d’entrainement correspondant est semblable a
celui de la fig. 5, mais d'intensité plus grande, car (p-}F1)=>1. Clest a quoi on
peut sattendre par vent violent soufflant dans le sens de la propagation.

2° Si p=0, on obtient la solution irrotationnelle de Stokes (fig. 5) qui doit
se produire au début de la perturbation, quand les actions langentielles du vent
n'ont pas encore en le temps de mettre en rotation sensible les particules liquides.

30 Si —1<-p <=0, on obtient des solutions a rotationnel ncgatif, mais, néan-
moins, 4 courant d'entrainement dirigé comme celui de la fig. 5 et d'intensité
moindre. ’

4° Si p=—1 (solution du type Boussinesq), le rotationnel est négatif et le
courant d'entrainement nul.

5° Enfin,, pour p<<—1, le rotationnel et le courant d'entrainement en surface
sont tous deux négatifs, c'est-a-dire de sens oppos¢ a la propagation. Ce type de
houle, assez exceptionnel, ne devait guere pouvoir se produire qu'en admettant
I'action assez prolongée d'un vent soufflant en sens inverse de la propagation sur
unc houle déja établie. : ;

L'observation des courants d'entrainement, au moyen de flotteurs de surface ou
maintenus immergés a diverses profondeurs, devrait permettre la détermination
des natures de houle se produisant ordinairement (1). Les types 3 et 4 devraient
étre les plus fréquents hors de la zone d'action du vent, car les courants d’en-
trainement sont alors notoirement faibles, mais la présence d'un rotationnel de
sens opposé a la propagation est assez paradoxale. Nous suggérons, comme expli-,
cation possible, que le mécanisme progressif de transmission de la houle, pour la
fluide imparfait qu'est I'eau, introduit, afin que puisse se maintenir sensiblement
nul le conrant d’entrainement, des actions tangentielles de sens tel qu'elles mettent
les particules en rotation négative.

f. Trajectoires du mouvement. — x, et y, ayant des valeurs données, les deux
premieres équations (42) représentent les trajectoires sous forme paramétrique en ;
fonction du temps. En supposant d’abord v(y,) =o0 et en ¢liminant ¢, on obtient
pour les trajecloires, non des ellipses, comme au premier ordre, mais des courbes
de degré supérieur dont il est inutile d'écrire I'équation. Elles possédent un seul
axe de symétrie vertical, mais different néanmoins peu d'une ellipse pour les
cambrures courantes de la houle. Si » est différent de zéro, les trajectoires ne
sont plus fermdes, mais se déplacent & la vitesse A% dans la direction z, (fig. 6).

Lorsque y, croit, ces orbites s'aplatissent pour se reduire, sur le fond, a un

simple mouvement de va et vient. N

(1) Bertin et de Caligny ont trouvé que dans une mer peu profonde il existe prés du fond un
courant de méme sens qn'a la surface; le contre-courant se produit & mi-profondeur avec maxi-
mum aux 2/5° de la profondeur & parlir du fond.Voir H. Bouasse. Houle, . ., etc., p- 55. On

comprendrail que la rugosité du fond puisse arréter’ le.contre-courant sur le fond, mais non pas

qu'il modifie spn signe. Cet exemple incite, jusqu'a plus ample informé, & ne pas atiribuer une
valeur trop générale & la loi de distribution simple donnée par (4g)- R
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g. Surface libre y,= o et surfaces y,== constante. — Les particules d'ordonnée
de repos y, se disposent, pendant le mouvement, sur une surface courbe dont le
profil, & un moment donné, est représenté par les deux premieres équations (42),
le parametre variable étant ;. :

1° Ces profils se reproduisent a chaque longueur d'onde 2L ou période de
temps 27T. .

2° Leurs points hauats et bas sont donnés par I'équation

dy e
5;0=——ar bm[bt—a:ro) o

3a*rr' Sin 2 (bt —ax,)

9 Sh*a H

- Sens oe la propsgabion

- Bim—

T SR

Fig. 6. — Trajecloires des particules d’une houle & courant d'entrainement
dirigé dans le sens de la propagation.

dont une solution est

Sin (bt —ax,) =o,

d'olx :

(51) g el
a @ a

K entier quelconque.

Ces points se déplacent uniformément & la vitesse de propagation V, mg; ils se

trouvent sur une série de verticales distantes de L et leur valeur, intioduite dans
la premiere équation (42), fournit la relation

(52) x =z, hvt.

I}

Par conséquent, abstraction faite du courant d'entrainement, les particulés
situées aux points hauts et bas des profils se trouvent sur la verticale de leur position
de repos. En ces poinls, la composante verticale de la vitesse est ¢galement nulle,

o . ; ‘ iyt ; :
car I'équation (50) est proportionnelle aé—f; donc, ces points correspondent aussi

aux points hauts et bas des trajectoires.
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Les valeurs paires de K se rapportent aux points hauts, les valeurs impaires
aux points bas. 5
3o D'aprés leur expression, les profils y,—const. sont, & tout instant, symé-
triques par rapport a une verticale passant, soit par un point haut, soit par un
point bas. Ils different peu de trochoides elliptiques.
4¢ Les valeurs (51), introduites dans la deuxitme équation (42), donnent
comme ordonnées des points hauts et bas :
arr’ 3 .
J’=Jfo*7[1+,—sm}$"‘
* Le niveau moyen de la surface y,=—-const. est donc a une hauteur cgale a
arr’ :

3 - : .
T[1+?511Taﬁ] au-dessus du niveau de repos, tandis que les points hauts et

bas ont une cote différant de 271"

Sur la surface libre, les points hauts — crétes — et les points bas — crenz —
different d’une cote 2k — l'amplitude de la houle —s, tandis que la surélévation dn
niveau moyen de l'eau au-dessus du plan de repos vaut :

wh? H 3 nh? H
(53) ECthwE[1+m]=ECthwEXa-

Cette valeur differe de celle qu'on est convenu dattribuer habituellement a la
surélévation, soit

g 1 H
(5/]_) 4 ST Cth 13 T *

—

par la présence d'un facteur a plus grand que lunité et da a la fonction G,.
L'excédent (« —1), négligeable si la profondeur est grande, ne L'est plus si celle-
ci diminue; il peut méme devenir prépondérant. En admettant, par exemple,

. 2 e . ren
une longueur relative lmﬁﬂg , nullement excessive, il vaut déja 1,98, dou

a=12,03 et I'expression classique de la surélévation du niveau moyen est sensi-
blement triplée. ,

La fonction harmonique G, a été introduite afin que le terme du 2° ordre de la
pression soit nul en surface. Si on néglige cette condition, on peut attribuer a G, des
valewrs fort diverses, le faire nul par exemple. ~-

On obtient ainsi des solutions partielles du 2¢ ordre. Pour G, = o, par exemple,
a se réduit a I'unité. C'est une solution de cette nature qui résulte du Mémoire
de Barré de Saint Venant et Flamant (1) qu'a rappelé Sainflou dans son « Essai
sur les Digues maritimes verticales» (2). On voit qu'elle peut différer passable-
ment de celle répondant strictement au 2® ordre d'approximation (3).

(1) Annales des Ponts et Chaussées, 1888.

' (2) Annales des Ponts et Chaussées, 1928, IV. Les formules p. 12 de ce Mémoire sont iden-
U:]ues aux deux premiéres formules (42), si, dans celles-ci, on néglige, dans les termes du
2! ordre en h, 1° les seconds termes des parenthéses provenant de la fonction G, 2° le courant
dentrainement, kvt et 3° la quantilé ordinairement assez pelite a(r®—r). 1
(3) Op pourrait étre tenlé de considérer la plus ou moins parfaite réalisation de la condition:
1“'5 pression conslante en surface comme une condition moins importante que d'autres, celles de
Fqut!tbre ‘l)'“ﬂm}q.up. de l'incomprgssibili[é de 1'eau elc. .. Quoique celle condition soit appro-
El'mulwcment satisfaite dans la pratique, il n'en est rien, puisque l'allure du mouvement en
épend Jetlement. Clest elle d'ailleurs qui, au premier ordre d'approximalion, détermine une
caracléristique essentielle du mouvement, la vilesse de propagation.

‘ i
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Par ailleurs, Uexamen de la houle limite sur le point de dﬁerier montrera plus
loin que la valeur (53), trouvée pour la surélévation, paraet mieux cadrer avec 'ex-
peérience que la formule habituelle (54).

h. Limites d'application des formules. — Les expressmns (42) sont donc sus-
ceptibles de donner des résultats plus conformes a I'expérience que des formules
plus sommaires. Par contre, elles ne peuvent le faire que dans cerlaines limites
et possedent un domaine de validité bien caractérise. :

Ce n'est pas une imperfection des formes plus complétes ; au contraire, ces
restriclions apprennent a se montrer prudent dans I'emploi de formules simples,
dont le domaine de validité est, a priori, encor’e plus limité el, en général, indé,
terminé. ™

Le critere fixant la limite d'application des formules (42) est celui résultant de
Péquation (50) donnant les crétes et les creux de la surface libre. A part les
solutions dé¢ja signalces de celle équalion, il peut y en avoir d'aulres dues au

Cré&te :
Créte

sSeconasire
Creux

a4

Fig. 7. — Forme de la surface libre d'une houle avec créte secondaire.

terme du 2° ordre provenant de G,. La surface libre présentant alors la forme
de la fig. 7, avec créte secondaire en C,, non conforme a l'expériénce, est a
rejeter ; Ta valeur extiéme acceptable pour la cambrure est celle pour iaquelle la
courbure de la su::face libre en C, devient nulle, cest-a-dire pour

C.os 2 (bt —ax,) =

_; a’r (409(“—“%)4'3%,

9z}
bt

au point y,=o0 et zy=-—L,
d’'olt
k - ShaH -~
']:—- s ThaH=

On verra plus loin que la houle ne peut, sans déferler, posséder une cambrure
supérieure a :

h
(55) Ya=r=0,140ThaH .

"1

Cette seconde limite est plus petite que la précédente pour toates les valeurs de

}\— <65

Par conséquent, sauf pour des longueurs relatives s,upérieures a 6,5, correspon-
dant a des mers peu profondes, les formules (42) sont applicables, sans restriction,

s
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a toutes les houles physiquement- réalisables. Pour des valeurs de A comprises

entre 6,5 et 10 elles le resteront avec une approximation folérable. Elles ne le

seraient plus si A= 10, c'est-i-dire pour des mers encore moins profondes, qui
offrent d'ailleurs peu d'intérét au point de vue des applications.

i. Houle du deuxiéme ordre dans le systéme d’Euler. — Lesgvitesses des parti-
cules ressortent dans le systeme de Lagrange des formules (§), dans le systéme
d’'Euler, des formules (10) pour les vitesses et (27) pour la pression. — Nous
n'¢erivons pas cette der nitre, car la propriété essentielle p= o en surface n’appa-
rait pas immédialement, comme c'est le cas dans le systeme de Lagrange (3¢ for-
mule /42). e

Variables de Lagrange :

L dn }bCha(II-—'yo)Coq(bt—uro)
Coedt o Shall -
I2ab 3Ch2a(H— ,
— roitam Cos 2 (b —aze) [ — 32 g T 1 ()

Sha(“—]o] Sin (bt—ax,) 3 Sh 2a(H—y,)
e L Shafl +2bh’ St e, ) a8

Variables d'Euler :
7 Cha(H—y) Cos ( bt—az)
= hb Sira '

hab * 3Cos 2 (bt—ax
(57) o iChaa(H —y) [1 =2 g )

Sha(H~—y) Sln(bt—(w)_I_ h%ab
ShaH a Sh*all

Ces deux mouvements different, au plus, de termes du 3° ordre.

Les formules (57) représentent, dans le systéme d'Euler, la scule solution possible
de houle périodique en profondeur constante avec courant d’entrainement hv(y)
donné, satisfaisant strictement, au 3¢ ordre prés, a toutes les conditions du probléme.
A noter que, sous cette forme, le courant d'entrainement n'apparait pas claire-
ment ; rien ne permet de distinguer, e priori, dans les termes du 2¢ ordre de u, le

3 Sin 2 (bt —ax)

v = hb Sh*a H

Sh2a(H—y)

courantd’entrainement 2% (y) dela quantité non périodique — Sh’-‘ i Gh 2 (l'l —-_7)

qui ne représente cependant aucun courant de cette nature.
Pour les houles rotationnelles normales de coefficient g, on trouve pour v la

valeur (57) et pour u, & un courant uniforme prés :
) Cha(H—y)Cos (ht—ax) , h*abChaa(H—y)

: 3 Cos 2 (bt—ax)
" ShaH R T [“'I‘; ShicH ] :
3 anatmn explicite de la surface libre. — Pour T'obtenir au moyen des coor-

donnces rectangulaires et y, on doit remplacer a, par @ dans la 2° formule (42)
en arrélant les dwelnppements aux termes en A%

1l vient ainsi pour la surface Yo==const :

Y=YyoF b, (z—Ii@,, Yoo 1) D%, (@4 o0 t)"'"';)'u"‘ hy (2, Y50 t)
+ A [‘L'n(“’v.}'m t)— @ (@2 Yoo t)ﬂ""(%_?‘_f}]
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et, pour la surface libre, tous calculs faits :
- hta 3
(59) y——hCos (bt —az) —=" Cth aH Cos 2 (bt —aa)| 1+ g | -

Le courant d'entrainement v n'apparaitrait dans cette formule que dans les
termes du 3° ordre. Cette derniére expression met en évidence la forme (53) de la
surélévation.

k. Vitesses de propagation apparente et effectives. — L'expérience fait présumer
et les solutions rigoureuses connues confirment que la houle se propage & une
vitesse déterminée, constante dans toute la masse liquide. Autrement dit, les points
hauts et bas des profils y,—= const. restent alignés pendant le mouvement sur
une séric de plans verlicaux paralléles passant par les crétes et les creux de la
surface libre. Nous appellerons célérité ou vitesse de propagation apparente V, la
vitesse de dépiacement de ces plans verticdux. C'est une constante parfaitement
déterminée si 'on admet, comme on le fera dans la suite, que le transport moyen
de masse au travers d'un plan vertical fixe est nul.

Les vitesses de propagation effectives V, s’obtiendront en soustrayant de la vitesse
apparente les vitesses d’entrainement: -

(60) . Ve=V.— k% (y,) -

Dans le cas des houles de types Boussinesq ou Gerstner, les vitesses apparente et
effectives de propagation sont naturellemént confondues et constantes. A ces exceptions
prés, les vitesses effectives de propagation varient avec »(y,) et la profondeur. Pour
la houle irrotationnelle de Stokes el les houles normales avec p > —1, ces vitesses
effectives croissent réguliérement avec la profondeur.

Si T'on suit dans son déplacement une créte déterminée, en doit avoir, par

LR bt
exemple, bt —azy=o, dott zy=--
a

Or, on a vu — (formule 52) — que les points hauts des surfaces y, == const.
ont comme abscisse

m=wﬂ+h2vt=t(ﬁi‘:@) a1V,

V, étant indépendant de y,, il doit en étre de méme de b 4 h%av =5, .
Donc, la fréquence du mouvement ondulatoire
: : b, Rav (y,)
(61) - Pl
n'est pas constante en réalité, mais dépend d'une quantité variable du 2¢ ordre,
fonction de y,. Pour la houle de Stokes, par exemple, elle croit un peu avec la
profondeur. Cest de cette variation de la fréquence combinée avec celle du courant
d’entrainement que resulte une vitesse de propagation apparente constante dans
toute la masse liquide. La modification de structure des équations de base due &
la relation (61) importe peu pour nous, car elle n’apporte que des termes nouveaux
. du 3° ordre.

Draillears, la vitesse apparente de propagation V, n'est pas strictement égale”a
Pexpression (3/4), mais en differe de quantités — constantes — du 2° ordre en h.
Sa de¢termination précise nécessitant la recherche de termes de la houle d'ordre
supéiieur au 2° ordre sort du cadre de cette étude. A titre d'exemple des considé-
rations précédentes, nous envisagerons néanmoins le cas d'une houle irrotation-
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nelle en profondeur illimitée, pour laquelle on connait la vitesse (apparente) de
propagation, déja indiquce par Stokes au 2° ordre :

o)y Bl ]

Elle est supérieur a la valear \/-_ de la vitesse de la houle de Gerstner et croit
ki3

avec I'amplitude. En vertu de I'équation (47), les vitesses effectives de propagation

s'¢éerivent _
~ 3%
V,= V—/zu—\/"L[ nh) (1.._.9 L )]
2

A grande profondeur, ces vitesses tendent versV,: elles décroissent constam-

ment au fur et & mesure qu'on se rapproche de la surface ol V, prend sa valeur %
minimum -

Vo= fE [ (3) 4]

Cette vitesse est inférieure i celle de la houle de Gerstner et décroit si 'ampli-
tude augmente.

' (13
Pour une valeur de la cambrure i R 0,14 correspondant aux houles les

plus creuses physiquement realisables, V, et V, ,;, diflerent de la vitesse classique
de Gerstner de

=+ (0,14 7)2 X §=:l: 9,75

Les variations seraient bien plus faibles pour les cambrures courantes.

J III. — Calcul des clapotis,
an deuxiéme ordre d'approximation, en profondeur finie, constante.

1° PREMIER ORDRE D'APPROXIMATION.
2 :

Le clapotis étant produit par T'interférence de deux trains d'ondes opposés de
mémes caracteristiques, son polentiel s'écritd'apres I'équation (28)

—bh Cha(H—y
(P_ Y)

e T-_.g].]_uﬁ_.-_._[Sin (bt — ax) — Sin (bt + ax)] = Eh,b Cha(H—y)

T Sin ax Cos bt .

On en déduit, dans le/systtme de Lagrange
_ 3Cha(H—y,)
L aSbhaH

__aCha(H—y,)
et ShaH

Sin ax, Sin bt

i o i, S e

Cos az, Sin bt ,

s

'4’|="‘ o Sh a(TT—ys)

e Sin ax, Sin bt .

© Ecolelnationale des ponts et chaussées

-~




MEMOIRES ET DOGUMENTS.

~ et des valeurs de @, y et p que nous écrirons ultérieurement en les complétant des
des termes du 2° ordre.

Le mouvement ainst défini satisfait aux sept conditions suivantes qui précisent de
Jfacon unique les propriéteés et caractéristiques du clapotis.

Les équations générales de T'hydrodynamique et I'équation de continuité
sont verifices, car G et @ sont harmoniques. :
2° Le phénomene est périodique par rapport & @, — longueur d'onde 2 L.
3° Le mouvement s'effectue parallelement au fond.
4° La pression est constante sur la surface libre.
5° L'amplitude du mouvement en surface est 4 h.
6° Le mouvement est périodique par rapport au temps.— période 2 T.
7° Le mouvement s'eflectue verticalement le long de plans équidistants d'une

: , AT i . L :
demi-longueur d'onde, en I'espece d'abscisses 2, e -+ KL, K entier quelconque.

Les proprletes 1°, 2°, 3°, 4° et 6°, identiques & celles définissant la houle, sont
verifiées, pu:sque cest le cas pour chacun des deux trains d'ondes composants.
Les proprictés 5° et 7° resultent des valeurs extrémes :|:.z atteintes par ¥, en
surface et de la relation @, = o pour les abscisses x, .

Un des plans le long desquels le mouvement s'eflectue verticalement peut étre
matérialisé par une paroi vertxca]e qui provoquera le clapotis par réflexion de la
houle incidente. :

Quant a la condition d’ umc:te elle ressort des considirations suivantes :

La fonction G devra étre de la forme (38) pour satisfaire aux trois premiéres

i : P A 2 :
conditions m—dessus. De plus, a—(—; =@, devant étre identiquement nul pour x_, il

s'en suit-8,== n ”. La condition de pression constante en surface donne, d'autre

part, d'apres les equat:ons (19) et quel que soit @,

AG G
g] all—l_‘fl()

d'ou f, () =o et l'infinité de relations — ga, B, Sh ¢, H — din" Cha,H=o0, Clest-
_a-dire : B,=N, Sin (buit+ec.), N, et ¢, étant des constantes quelconques, tandis
que les b, ont les valeurs (39). La recherche d’une solution strictement périodique
amene, comme précédemment, a poser N,=o pour n=>1, enfin, en disposant
convenablement de I'origine des temps, on peut faire ¢, =o0. Quant a N,, il est
fixé par I'amplitude 4 k. On retrouve ainsi, obligatoirement, la valeur (62) de la
“fonction G.

Remargue. — On pourrait disposer de I'infinité des constantes N, et ¢, pour
imposer, au moment initial; sur la longueur d'onde 2 L, une répartition arbitraire
de la dénivellation et de la variation de dénivellation en surface, pourvu qu'eiles
soient symetr:ques par rapport aux plcms verticaux définis plus haut, mais, par
la suile, ces mémes configurations, tout en restant peundlques par rapport a x,
el symétriques par rapporl aux plans précités, ne se reproduiraient plus, car les
b, sonl incommensurables entre eux.
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2° DEUXIEME ORDRE D APPROXIMATION.

a. Calcul de la solution. — On connait les expressions données pour le clapatis
par Sainflou dans son « Essai sur les Digues maritimes verticales » :
/ x = x,, - 2r Cos ax, Sin bt, \

y =y, — 21" Sin ax, Sin bt — 2arr’ Sin? bt ,

. ; Cha(H—y,) Sha(H—y)].
S8 —{—ghSmawOSmbt[ Gl T Shall ]

ah Sh ay, Sin ax, Sin bt
=Yoot et

Les notations sont celles utilisées précédemment pour la houle, formules (31),
(33) et (37).

On va comparer ces valeurs a celles que donne la théorie générale exposée ci-
avant, formules (23) a (25).
1l vient tout d'abord :

Sin? bt

(6&) F=m[Ch QG(H—.}'G)"[’"COS QMU]—E—GQ
d'oli, en admettant provisoirement G,= o0, ce qui donne la solution de la forme-
la plus simple : 3
[ &=z, 2r Cos ax, Sin bt — a(r* — r?) Sin 2ax, Sin? bt
e Ch a(H—y,) : ha % e
=x,+2h T TR Cos awx, Sin bt SE Sin 2ax, Sin? bt ,

y =y, — 2r Sin ax, Sin bt — 2 arr' Sin® bt
Shn(l:l'—-_yn) h*a

o tha“ Sin az, Sin bt — o=—0 Shaa(H —),) Sin? bt .

pst 2h Sh ay, Sin ax, Sin bt h*a <y
e iR Chen . SR e Do Al gy ST

-+ Th aH[2 Sh ay, Sh a(2H —y,) — Cos 2az,] [1— 3 Sin? b¢]; -

Ces expressions different de la solution Sainflou par la présence :

1° du terme du 2° orlre de la pression, non considéré d’habitude et par cet
auteur.en particulier, : > ¥
2° d'un terme supplémentaire du 2° ordre dans I'expression de z et contenant
a (r*—1?) en facteur, quantité explicitement néglizée comme assez pelite dans le
Mémoire en question. On verra néanmoins, plus loin, que sa présence améliore
trés nettement l'approximation de la solution: (65). On dénommera, pour simpli- -
fier, solution Sainflou compléte, cette solution partielle da 2° ordre, pour laquelle la
propriété p = const. n'est vérifiée, en surface, qu'au 1°" ordre seulement. On s'est
toutefois arrangé, dans les formules (65), 4 déterminer la fonction arbitraire

Ja(t) de facon que la valeur moyenne du terme du 2° ordre de la pression soil nulle
sur la ligne d'ean.

I_)pu.r o'blcuir la solution homogéne unique du 2* ordre du clapotis vérifiant de
J. 108, — Janvier-Féyrier 1944. : 5
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fagon compléte, au 3° or're prés, les sept conditions du probleme, il faut fixer la
valeur de la fonction harmonique G, comme suit :

.- (66) g ’“‘““J"“““"”"”ﬁ(s Cos 2bt - ThiaH),

8ShtaH
ce qui donne pour les expressions du mouvement et de la pression
2k Ch a(H — y,) Cos az, Sin bt ;
| w—at Shatl
k'a Sin 20z, [o. g 4,., Che2a(H— Tu)
~ TSl [S‘“ %

2h Sh a (T —y,) Sin ax, Sin bt
ShaH

(67) (b gy 2a(H—y,) [sm2 bt - o> 22% (3 Cos abt-}-Th“aH)J )

(3 Cos nbt—}—Th%H)]

bh’ il 4 Sh*aH

P 2h Sh ay, Sin az,Sin bt | h%a Sh ay, [Cos 20,
i (R Y TET Y BT B el o U e

+4Sinﬂbt] 44 ThaHSha(2H—y,)[1 — 3 Sin? bt]

l -+ 3 Cos 2az;, Cos nbf[g:i?’ﬁ __2Ch (:1 zft;.rol:l g ?

Nous n'avons pas introduit de courant horizontal d'entraincment A% (y,), car
cest I'allure du mouvement devanl un ouvrage vertical qui nous intéresse, pres
duquel ce courant est obiiqairrirement nul.

Au |arfre.. rien ne soppqse, a prtor:, ala ,presence de mouvements stationnaires
plus généraux ne satisfaisant plus & la condition 7° et comportant un courant
variable pouvant étre fixé arbitrairement et rendant, en général, le phénomene .
asymétrique et rotationnel.

Quant a l'anicité de la solution, elle ressort de considérations identiques a celles
développées pour la houle p. 53, -

b. Clapotis du denxiéme ordre dans le systéme d’Euler. — Les v1tesses des par-
ticules sont données par les formules (9) et (10). On obtient ainsi

Solution-Sainflou compléte : ;
Variables de Lagrange :

=j—f= arb Cos ax, Cos bt — ab(r* —r?) Sin 24z, Sin 2bt

(68) 5 ; .
= J —— 2)'b Sin az, Cos bt — 2abir’ Sin 2bt .

Variables d’Euler :
Cha(T—y)

1= 2hb —gr

(69)
V= nhb-s-y-g-l(;}lﬂ—»ﬁSmawSm bt »

Cos ax Cos bt »

Dans le systtme d'Euler, les termes du 2° ordre en k disparaissent complétement.

©LEcolesnationalesdes ponts.etichaussee:
Wi -.:A‘xaf ‘,r,ﬁ .ﬂ«,"




8
MOUVEMENTS ONDULATOIRES DE LA MER.

Solution homogéne du 2* ordre :
Variables de Lagrange :

. Cha(H—y,)

U= th W
h2ah

-~ ShaH

Sha(H—y,)
ShaH

<oy Sh 2a (H—y,) Sin m[

Cos ax, Cos bt

: ; 3 Ch 2a(H —y,)
Sin 2[1.1?0 Sln.ﬂbt [1 —_— w] )

v = — 2hb
hab

Sin ax, Cos bt

3 Cos 2ax,
2 Sh?aH ]

Variables d"E uler 3

Cha(H—y)
ShaH

v=—2 -—-———L)Sm ax Cos bt -}- -

3 hab

2 Shial

3 kb
2 ShiaH

Les mouvements exprimés dans les deux systemes different, au plus, de
quantités du 3° ordre en h. Les formules (7 1] représentent, dans le systeme
d’Euler, la senle solution périodique de clapotis a courant d'entrainement nul et a
caractéristiques — amplitude et longueur d'onde — données, satisfaisant rigou-
reusement, au 3° or re pres, a toutes les conditions requises. -

Les composantes des vitesses des deux solutions ci-dessus dérivent d'un potentiel

2hb Cha(H—y) 34*h Ch 2a (H — 5)
4 Sh*aH

le terme du 2° ordre étant nul pour la solution Sainflou complete. D'autre part,
'équation de continuité étant strictement vérifiée dans le systeme d'Euler, il
existe également une fonction de courant { conjuguée de la précédente et, comme
elle, harmonique de x et y.

—ahbSha(H— 3h*b Sh 2a(
(BN =y 2 Cos az Cos bt —> 4 Sh'all

le terme du 2° ordre étant nul pour la solution Sainflou compléte.

M. I'Ingénieur en Chef Gourret a fait remarquer l'intérét des lignes de courant
indépendantes du temps dont chacune peut constituer, dans le plan du mouvement,
une nouvelle limite naturelle du phénomeéne ondulatoire envisagé. Pour qu'il en
soit ainsi, il faut que dans I'équation des lignes de courant ¥ =/f(t), on puisse
disposer de f(t) afin d'éliminer le temps, autrement dit, ¥ doit étre de la forme
I(z, y) X j(t) ;- k(t), d'ou résulte, en posant f() k(t), I'équation I(z, y)=o.
C'est bien le cas pour (73), mais uniquement si on se limite au 1 ordre d’appro-
ximation, ou si 'on considére la solution Sainflou complete.

La solution Sainflou compléte comporte des lignes de courant indépendantes du .
temps, au 3° ordre prés. Par contre, pour la solution homogéne du 2¢ ordre, il n’est
pas possible de trouver des lignes de courant ﬁres dans le temps.

Sauf mention contraire expresse, les énoncés ci-aprés valent indistinctement
pour les trois types de clapotis définis ci-dessus : Solution Sainflou compléte ou
non et solution homogeéne du 2° ordre. :

c. Les clapotis du deuwiéme ordre sont irrotationnels. — Pour le prouver, il faut

5-

n=2hb Cos ax Cos bt - - 7; Ch 2a(H — y) Sin 24z Sin 25t »

= Sh 2a(H—y) Cos 2ax Sin 2bt +

Cos 2ax Sin 2bts -

(72] ¢=—Tbh-('l"ﬁ_—5iﬁ ax Cos bt —

B S s Sin 2 bis

© Ecole nationale des ponts et chaussées




66 MEMOIRES ET DOCUMENTS.

vérifier, » étant nul, que le délerminant fonctionnel (26) T'est également. Comme
il a la méme valeur, quel que soit le type de clapotis, le calcul est inutile, puisque
la présence du potentiel des vitesses (72) implique un mouvement irrotationnel, au
3¢ ordre preés. Dans la forme d'Euler, les solutions sont rigoureusement irrotation-
nelles, par contre, des termes des 3° et 4° ordres en & (l|]l)d1‘-'.litl‘alcnl en général,
dans Texpression complete (13) du rotationnel exprimée sous forme de Laﬂ'range
d. Surface libre y,= o et surfaces y, — const. — Les parlicules situées au repos
a une certaine profondeur se disposent, pendant le mouvement, sur une surface
“ondulée dont le profil est donné par les équations déterminant et y, le paramétre
vanable étant x,. :
° Ces profils se reproduisent si z;, augmente de 2L ou ¢ de 2T.

a° Lorsque Sin bt —o, les coordonnées actuelles sont confondues avec les
coordonnées de repos dans le cas des deux solutions Sainflou ; autrement dit, la
masse liquide repasse périodiquement par la position de repos. Ce n'est plus le
cas pour le clapotis homogéne du 2° ordre et la surface hbre ne se trouve, a aucun
moment, rigoureusement pl.me. :

3° Les points hauts et bas des profils sont donnés par I'équation : :{—”0

0

ayant comme solution, pour les trois genres de c]apotls cnwsages Cos azy=o0,

c'est-a-dire des abscisses indépendantes du temps: @,y — —= -[— —_——— + I\L K entier

.quelconque. Les particules correspondant au repos a ces ahsc1sses se meuvent
verticalement durant le mouvement, I'un des plans ainsi délinis correspondant &
la paroi refléchissant la houle génératrice.
Les ordonncées des points hauts et bas valent, pour les deux solutions Sainflou,
y =1y, 2r Sin bt — 2arr’ Sin® bt

et pour la solution homogéne du 2° ordre :

¥y =2y, 2r Sin bt — QGI'P'»-[SiIJg bt — (9 Caente +Th’aH)]'-

4 ShicH

Pour les élongations eXtrémes, Sin bt —===1 et les ordonnées correspondantes
sont égales a : .
3 Y=Y, — 2arr’ F ar

, respectivement & /
(74) . , : :
Th ma e [1'},'.451ﬂa1{ !|Ch’al'1] Al

le signe moins -donnant le point haut, le signe plus le point bas. Lorsque Sin bt
passe de -1 a —1 ou vice-versa, les points hauts el bas s'intervertissent.

4° Les profils y, = const. et de la surface libre restent constamment symétri-
ques par rapport aux plans verlicaux passant par les crétes et les creux j ils
different peu de trochoides elliptiques (ce sont des trochoides elliptiques e la
solution Sainflou). %

~5° Lorsque les surfaees y,= const. prcsentent des ondulations d’amplitude
maximum, la diflérence de cote entre leurs pomts hauts et bas est donnée par 47,

En surface, en particulier, cetle amplitude maximum vaut 4h, sott le double de celle
de la houle génératrice.

S ; - 2h
Pour cette raison, nous désignerons dorénavant par 2y =1 la cambrure des
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clapotis, la cambrure de la houle génératrice restant, comme precédemment, égale
; ; )
i A ;
6° Au moment des élongations extrémes, le niveau moyen de la surface
yo= consl. est, d’aprés la premitre équation (7/4), & une hauteur 2arr’ au-dessus
du niveau de repos des particules, pour les solutions Sainflou, compléete ou non.
En particulier, la surélévation du niveau moyen du clapotis au-dessus de la surface
libre vaut

: Tamh? H

soit, comme I'a remarqué Sainflou, quatre fois la surélévation du niveau moyen de
la houle génératrice, si 'on prend la valeur habituelle (54) comme lerme compa-
ratif. : ) ) :

Pour la solution homogéne du 2¢ ordre, le niveau moyen de la surface y, = const.
est & une hauteur '

[} 3 1 '
91T [1+A5h’ull_& cmuu] =2armr X

au-dessus du niveau de repos et, en surface, la surélévation (75) doit &tre égale-
ment multipliée par le coellicient (3.

(76) Ahy = AR, -

" Comme ChaH=>ShaH, B est toujours plus grand gue un, sauf dans le cas
limite H==00 et ceci est en accord avec les rcsultats expérimentaux les plus
2L
—H—:S, exemple

(1) Les observations faites & Alger sur la jelée Mustapha semblent, de prime abord, confir-
mer la valeur de surélévation calculée selon Sainflou cl correspondant a 8 =1. Voir le mémoire
cité de M. Renaud p. 765. Cependant, dans le cas qui nous occupe de boules de tempéle Lrés
creuses, celle détermination, basée sur 'obServation de I'épaisseur des nappes d'eau se déversant
sur l'ouvrage, doit élre approchée par délaut, car, d'une part, la nappe en s'infléchissant par
dessus le mur de garde perd de la bhauleur, d'aulre part, 'eau ainsi soustraite au clapotis (ﬁ)it
également provoquer une diminulion de son amplitude. i
- Quoiqu'il en soil, les derniers essais de M. Stucky (Science et Industrie, éd., Travanz, janv. 1937)
ont donné fes résullals suivants : :

récents (1). Si H diminue, @B croit constamment. Pour A=

-~

: SURELEVATION
OUVRAGE AMPLI- LON- DU NIVEAU MOYEN,

CAM- —————

REPRODUIT TUDE GUEUR - MODE

BRURE 3 Caleulée.
par le modale. MESUREE RELATIVE | Observée, |~ —="
(D . 2h L Valeur Valeur OPERATOIRE.
igue verticala.) | &k S n2h sl A e :
: Y=Ll A= = A P

Aky Ak

Sainflon.

en  mitres. on mbtres,
Génes (Principe

Umberto)....| [15 |10 : 1,1 Clapotis.
Catares i o Bls_ 4,40 Vague inter-

ce
A lghel' (Musta-| ~ 3
pha )i ‘a1 : 6,47 .
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déja cité pour la houle, il vaudrait 1,85. Dans ce cas particulier, la- surélévation
lu niveau moyen du clapotis comparée & celle de la houle génératrice, I'un et
'autre mouvements étant solutions homogenes du 2° ordre, n'est plus quatre fois
-plus forte, mais seulement, d'apres les valeurs (53) et (76)

48 4X1,85

% T ags — o fois plus forte (voir tableau II) .

I ressort de ces considérations, comme dans le cas de la houle, que la
recherche des solutions homogenes du 2° ordre n'est pas superflue. La plus ou
moins parfaite réalisation de la condition de pression constante-en surface a une
influence trés sensible sur lallure du mouvement, comme on le voit en compa-

L
solution homogéne du 2° ordre a celle des deux autres solutions (fig. 8).
Pourtant, la solution Sainflon compléte comporte, en surface, une répartition
de la pression peu differente d'une constante car, pour les données ci-dessus,
Pécart maximum ne dépasserait pas 8,6 pour cent de la pression d’eau corres-
pondant a 'amplitude.

h
rant, pour les mémes caractér 1st1ques A—8 et ay—=> =§ s la ligne d'eau de la

e. Forme du diagramme des pressions le loﬁg de la paroi réfléchissante. — Dans

_la solution homogeéne du 2° ordre, p comprend un terme du premier ordre iden-

tique a celui donne par la thérie Sainflou et un terme du 2° ordre nouveau jouant
le réle d'un terme correctif. Pour se rendre compte sur un exemple numérique :

1° de la grandeur relative et du signe de cette correction,

2° de la plus ou moins honne comrespondauce entre la formule trouvée et
I'expérience, on a reproduit dans le tableau I, les valeurs de la pression selon la
méthode Sainflou (traits pleins) et selon l'observation sur modele reduit (lignes
pointillées), telles qu'elles résultent de mesures fort précises faites par M. A.
Stucky (1). Les diagrammes ou valeurs numériques qui correspondent, dans les
deux cas de I'affleurement maximum et minimum de 'ean le long de la paroi, a
la surpression et dépression par rapport a la pression statique au repos, clest-a-

dire a PLQ— Yo font apparaitre une correction négative.

Or, le terme correctif du 2° ordre donné par la formule (67) est également
négatif et d'ailleurs identique dans le cas de I'affleurement maximum et minimum
— voir formule (79) ci-aprés — Les valeurs correspondantes de la pression,
portées dans le graphique en traits interrompus, font ressortir des valeurs en
meilleur accord avec Uexpérience que les valeurs du 1% ordre de la solution Sainflou.

f. Equatwn explicite de la surface libre. — On T'obtient, a des termes du
3* ordre pres et en fonction des coordonnées rectangulaires z et y, par I'équation

* ment d'enrochements dont I'influence s'est révélée insignifiante” sur les propriétés du clapotis.
Les valeurs Ah observées présentlent des fluctuations marquées (la valeur pour Alger devrait
etre supeneure a celle pour Calane). Ces irrégularités, conslalées par tous les expenmemnteurs,
sont dues a la difficulté d'éviter tout phenomene. parasilaire.
Néanmoins, alors que les valeurs Ah, du clapotis Sainflou sont systématiquement trop faibles,
celles Ak, du clapolis homogéne du 2° ordre encadrent la réalité avec une tendance a l'excés
pour des ciapol.ls relativement longs et cambrés (cas d'Alger).

(1) Bulletin technigue de la Suisse romande du 29 septembre 1934.
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Fig. 8. — Surfaces libres du clapotis, pour les trois solutions envisagées, lors de I'afleurement supérieur
le long de la paroi. Longueur relative : A=8; cambrure : 2y =1/8".

Tasteav I, —Diagrammes des pressions au droil d'une paroi verticale, lors des aflleurements supérieur st
inférieur du clapouis, donnant les valeurs comparées de la solution Sainflou et de la solution homogéne
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- (58) Comme cette derniére ne depend pas de @,, il suit que les surfaces
Yo=const. des solutions Sa'nflou compléte ou non sont domwes par la méme
équation. Pour la surface libre, en particulier, par

(77) y=—2hSin az Sin bt +4- 2% Cth aH Cos 24z Sin*bt . *

On s'explique ainsi les tracés si voisins des expressions paramétriques exacles
de ces deux solutions (voir fig. 8), puisqu'ils ne dilferent que par des térmes du
3¢ ordre.

Quant au profil de la- surface libre de 1a solution homogene du 2° ordre, il

vaut \
(78) y=—12h Sm ax Sin bt -+ 2k Cth oH Cos 20 [Sm? o Lm’;;;;t};h:aﬂ] 5

g. Limites d’applfca!fon des formules (67). — La solution homogtne du
‘¢ ordre est susceptible de donner des valeurs plus conformes a I'expérience que
celles e solutions plus simples; on I'a verifié dans le paragraphe e ci-dessus.
Par contre, ce résultal, comme dans le cas de la houle, est atleint uniquement
dans un domaine de validité blen déterminé que ne saurait préciser les formules
.. simples usuelles.

Comme p:enuer critére limite d’apphcatmn des jorrnuies on admellra une sur-
pression maximum, au pwd de la mauraille verticale, au pfus égale a la valeur donnée
par la solution Sam_ﬂou. En effet, les nombreux essais sur d:gues existantes et
,.modeles réduits ont trés généralement révelé des surpressions inférieures.

- Pour la parai, z, =_:[|: el la surpression vaut, d’aprés la formule (67)

Sh ay, h%a Sh ay, 1
(79) = 2k grean T sS e Ch“(QH""J'f')([‘_Cn*uli)

Ch ay, Cha(H—
_SThaH_Sha(aHuyo)Jrs[Sh,;fu_f Ll .ro)“;

en pied, on obtient
3 A
(80) e [:tl ah (ShaH— ﬁ———sma[_])] :

le signe supérieur valant pour T'afllcurement supérieur, T'autre pour T'affleure-
ment inférieur. Pour de grandes valeurs de la longueur relative A, le terme du
2° ordre de la surpression esl positif en pied dans le cas ce l'affleurement maxi-
mum, ce qui est contraire a lohservatlon Il s'annule pour al =0,83 soit

l——-— 7,6 et reste ensuite constamment négatif pour de plus petites valeurs

de’ A. Le domaine de validité des Sformules (67) comprend donc comme limites les
valears zéro (profondeur infinie) el 7,6 de la longueur relative A. Lorsque A diminue
2 partir de 7,6, le terme correctif du 2° ordre prend de plus en plus d'importance.
Clest ce qui ressort aussi des experiences déja citées de M. Stucky, ot I'on observe
des surpressions a peu prés nulles en pied, donc un terme correctif de I'ordre de
grandear du terme principal, uniquement pour des valeurs assez faibles de A
soit 3,1
[ La sul)'pressmn s'annule en pied, daprés la formule (80), lorsque 1a cambrure

prend la valeur
: h 2
(81) 2Y,= % = e 3 .

© Ecole nationale des ponts et chaussées

LB 3 A . ML | - i o




MOUVEMﬁNTS ONDULATOIRES DE LA MER. : 71

Comme déuziéme critére limite, on choisira, comme pour la houle, 'apparition
d'une intumescence secondaire du clapotis se produisant en lieu et place du creux.
Cette créte secondaire n’apparaitrait pas pour les solutions Sainflou, compléte ou
non.

Cette condition limite correspondan’t 4 une courbure nulle au droit du creux
. donne, tous calculs faits, comme cambrare limite du clapotis homogéne du 2° ordre
8 2h 2 Sh*aH
\o2) 2= L T aChal(3—ThigH)

Comme 3° critére limite, on envisagera la cambrure amenant la brisure du
clapolis, c'est-a-dire I'apparition a la créte du profil d'un-point de rebroussement.

. ’ P P a.rr . ;
Ce dernier est déterminé par la eondition 5= —o en créfe, exprimant que la
0

tangente y est verticale, c'est-a-dire, en introduisant directement les valeurs
LI == 0,y S b=,

par %-]—Sh’aH _
(83) 1— 2 (ah Cth aH)— 2 (ah Cth aH)? eI e

¥

En supprimant le terme du 2° ordre, on retrouve la valeur classiqgue donnant
le point de rebroussement de la cycloide elliptique, soit

ah CthaH=1/2 ou awr=1L,

ou encore, en introduisant la cambrure
ah  ThaH
(8 [L) 7] y‘ = -E- —— .

3

Comme le terme du 2° ordre est toujours négatif, il suit que la brisure du
clapotis homogéne du 2¢ ordre se produil pour des cambmms 2, un peu plas faibles
que la valeur classique (84).

Le tableau II indique, pour quelques valeurs caractéristiques de Ia longueur
relative, les valeurs correspondantes de 2y, et 27,. Dans ce tableau ont été pnrtues
aussi les valeurs 27, et 29,. On en déduit que les formules du clapotis homogene
du 2° ordre peuvent s'appliquer dans le domaine 0o << A < 7,6 pour des cambrures
moindres ou égales & celles dont la valeur est encadrée. ‘

Les cambrures limites ainsi déterminées sont supérieures, pour A << 6,9, a celles
2yq4 qu'on peut physiquement réaliser & partir d'une houle génératrice. En eflet, la
cambrure d'un clapotis ne peut dépasser le double de la valeur (55) correspon-
dant & une houle de cambrure maximum sur le point de déferler. Par conséquent,
pour des longueurs relatives inférieures a 6,9, le clapotis ne peut se briser s'il est
produit par la réflexion d'une houle. Si A= 6,9, cette circonstance est possible
dans des limites assez étroites. En fait, elle parait se réaliser surtout a titre spora-
dique (1 )

En résumé, les formules (67) comportent pour A, a partir de la valeur zéro,
un champ de variation étendu quon peut extrapoler avec une approximation
tolérable de A=7,6 & A= 10 couvrant ainsi la quasi-totalité du domaine utile
de cette variable pour le calcul des digues verticales.

(1) Voir exposé PRELIMINAIRE. — Si l'on se borne au premier ordre d'approximation,

Ya=1 X 0,14 #y,=0,88 y, est inférieur & y,, quel que soit A, et le clapotis ne briserait, théari-
quement, jamais. :
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Par application de la formule (81), il ressort du tableau II, pour A << 4,03 et
des clapotis assez creux, une pression moindre que la valeur statique au pied de
la paroi verticale dans le cas de l'affleurement maximum.

h. T'rajectoires. — On les obtient en éliminant le temps entre les deux équa-
tions donnant les coordonnées actuelles @ et y. Ce sont des éléments de paraboles a
axe généralement obligue. Néanmoins, cet axe -est vertical pour les particules
situées au repos aux nceuds, cest-a-dire a mi-distance entre les verticales passant
par les crétes et les creux. Pour la solution Sainflou, tous les arceaux paraboliques-
sont d’axe vertical. : ;

Pour les trois genres de clapotis, les trajectoires des particules situées sur les
verticales des crétes et des creux sont des éléments de droites verticales, celles des
particules situées sur le fond, des segments rectilignes horizontaux qui, nuls au
droit des crétes et des creux, sont d'élongation sensiblement maximum aux
nceuds. De méme, les vitesses des particules sur le fond, nulles au droit des
crétes et des creux sont sensiblement maxima au droit des nceuds. En ces points,
et pour les trois types de clapotis envisagés, 1'excursion des particules vaut

ah
O
et la vitesse horizontale oscille entre les limites (1)

s ahb
: :tshaﬂ'

Ces valeurs dépendent uniquement des termes du 1" ordre, ceux du 2° ordre
étant nuls. ; '
Les essais sur modele ont indiqué les 3/4 environ de ces valeurs (voir, en

particulier, les articles cités de M. I'Ingénieur en Chef Renaud et de M. Stucky).
Avant d'attribuer enticrement au frottement sur le fond l'origine de ces diver-
gences, il serait utile de vérifier l'influence des termes du 3° ordre, vraisembla-
blement maxima au droit des nceuds comme ceux du 1* ordre. Il est, en outre,
tres probable que 1'effet de paroi est moins marqué sur les phénomenes a I'échelle
naturelle.

i. Pulsations de pression. — Le clapofis homogéne du 2° ordre présente la parti-
cularité suivante :

Si T'on calcule la valeur moyenne de la pression sur le fond pour une ondula-
tion complete, on trouve, au 2° ordre

sl il
P AR g et G op e g 2 .
(85) .ay_aLj; _pgdm“abj; Pga%d.ro_H+2ah Th aH Cos 2bt

(1) Ces limites sont approchées pour le clapotis homogéne du 2* ordre. Selon la formule (71),
le maximum maximorum de la vitesse sur le fond — tout en restant sensiblement égal a la

: ; ; h Sh¥az/A
valeur ci-dessus — ne se produit plus.au droit des neeuds quand 2;’:%}% ) celte
®

cambrure limite étant d’autant plus faible que le clapotis est plus long. u..,.. .... dont Tabscisse
; L Sh® 2 =/A i :
est donnée par Cos 2ax = o ?:EL s'approche de la muraille quand, ia longeur relative 2
T
restant fixe, la- cambrure augmente. Ces réSultats sonl en accord avec les essais faits par
MM. Larras et Malavard par une méthode d'analogie élecirique (Annales, aodt 1936). Pour
lexemp{e numérique envisagé par ces auteurs, le calcul ci-dessus situe u ,,,,. ... 20 %/, plus prés de
la muraille que le quart d'onde théorique, tandis que pour I'exemple déja cité A =8, 2y=1/8,
correspondant & un mouvement clapoleux moins long, % ... w... 58 produirait encore au nceud.
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Lorsque le temps varie, la pression moyenne sur le fond subit des pu!sation: de
Jfréquence double de celle du clapotis. Ces pulsauons subsistent méme a trés gmnde
profondeur, pmsque a la limite, pour H=co, ThaH=1.

Autrement dit, a grande profondeur, la pression ne tend pas vers la pression
statique — poids de la colonne d'ean surincombante — mais présente des oscil-
lations périodiques de part et d’autre de cette valeur. Pour H =c0, on a, én effet,
d'apres la formule (67) :

-P-—y = 2ah®(1—e~2%) Cos 2bt »
Py
et le membre de droite ne sannule pas sur le fond (pour y,=o0).

Ces pulsations sont propres au clapotis homogéne du 2¢ ordre et n'existent pas
pour la houle de méme approximation. Il serait sans doute ais¢ de vérifier au
laboratoire si I'expérience confirme cette déduction. La mise en émulsion des
fonds et les affouillements paraissant dus plutot aux variations de pression qu'aux
vitesses, dont l'effet alternalif semble favoriser les apports, on peut aussi se
demander si ces pulsalions de pression, malgré leur faible intensité relative,
n'exercent pas une action non négligeable sur la tenue des I‘onds soumis au
(‘.lapotls

j- Réalisation imparfaite de 'équation de continuité. — On a fait a la représen—
tation approchée des mouvements ondulatoires dans le systtme de Lagrange
T'objection fondée que la condition d’ mcomprcssdnhtc de l'eau est 1mparfa1tement
satisfaite. En effet, I'équation de continuité est alors quafhduque et il s'introduit
par multiplication, pour des solutions du 2° ordre, des expressions en k° et A’
non nulles. en général et qu'on néglige.

Par contre, TP 'y a, objectivement, aucune raison d'attribuer 4 ce défaut parti-
culier d'approximation une importance plus grande qu'a ceux communs aux
solutions exprimées par.les variables d'Euler et concernant les aulres équalions
ou conditions aux limites.

On peut méme utiliser ce défaut d’invariabilit¢ de volume comme un critere
simple servant & apprécier le degré général d’approximation réalisé.

M. P'Ingénieur en Chel Gourret, dans son article des Annales de 1935-1II, a
calculé la dilatation cubique résiduelle @ dans le cas de la solution Sainflou,
quantité du 2* ordre dont les valeurs extrémes, le long de la paroi, sont égales a

—2a*(? — ), 4a¥r(r? 4-12),
le signe supérieur valant pour l'affleurement maximum. Le calcul, pour un
clapotis délini par 2h =5 m., 2L.=100 m., H= 12 m., donne, par exemple :

en surface,
: 0=__7,,:F§_,_5= — 15,7 pour cent‘
100 100 -+ 1,3 bl
et au fond
el A VI L P £ =
100 100 — 4.4 LR

Pour le méme clapolis- en profondeur infinie, r==r, d'oli, en surface
6-=$ 3,1 pour cent, au fond §= o pour cent.
L'approximation, dans ce dernier cas, est bien meilleure, tandis que dans e
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premier, la condition d'invariabilité de volume n'est vérifiée qu'a 16 pour cent
prés environ.

L'introduction du terme complémentaire pour la valeur de x dans la solution
Sainflou compléte ( formule 65), malgré sa faible valeur numérique qui permet de le
négliger la plupart du temps, améliore de plus du double I'approxzimation obtenue.
Dans ce cas, Texpression de la dilalation cubique résiduelle ne comporte plus de
terme en h"‘ puisque la solution complete a ete, en particulier, del.ermmf,e par
cette condition.

Le calcul donne :

0= (i-., y.?) 1= — (2a)°r(r* Cos? aw, +- r'? Sin? aw,) Sin’ bt Sin az,
] (_?)d (r* —r") Sin* bt Cos 24z, ,
c'est-a-dire, le long de 1a paroi, pouf les affleurements extrémes
=124 rr? -{—L?-E-)-.(r“—— r't)

et pour le premier exemple numérique ci-dessus :

en surface,

— 3,6 pour cent
9

au fond,

-+ 0,0

A noter que les régions de la masse liquide ainsi soumises a vérification sont
celles comportant les écarts maxima de la dilatation cubique ; en général, ils
seraient beaucoup plus faibles.

k. Améliorations réalisées par la théorie du clapotis homogéne du 2° ordre. —
Nous récapitulons ci-dessous les éléments caractéristiques de cette théorie en
meilleur accord avec U'ewpérience ou les essais sur modele que ceux de la théorie
habituelle (solution Sainflou).

° Plus A et ¥ croissent, c'est-a-dire plus le clapotis est long et cambre plus
la surelwatlon du niveau moyen dépasse la valeur Sainflou et, comme'corollaire,
plus le profil libre a des créles pointues et des creux aplatis par rapport a ceux
de la trochoide elliptique de la théorie habituelle {voir figure 8).

- 2° Pour des clapotis suffisamment longs et cambrés, le maximum maximorum
de vitesse sur le fond ne se situe plus au quart d'onde théorique, mais se déplace
vers la muraille et ceci d'autant plus que croissent X et y.

3° Les valeurs de la surpression le long de la paroi, au moment de I'affleure-
ment ‘maximum, sont inférieures & celles données par la théorie de Sainflou et
les valeurs de la dépression, au moment de 'affleurement minimum, supérieures,
I'écart relatif croissant proportionnellement & la cambrure des ondulations.

4° Pour des clapotis creux et assez courts, done en eau relativement profonde,
la valeur de surpression au pied de la muraille, lors de I'affleurement maximum,
peut étre tres faible sinon inexistante, ou méme neégative ; par contre, pour des
clapolis longs, la surpréssion ne décroit que peu versle bas a partir du niveau
de repos.

© Ecole:nationale des ponts et chaussées

-




MEMOIRES ET DOCUMENTS.

Il me semble subsister, comme divergences entre l'observation et la théorie,
que les faits suivants, vraisemblablement liés, en partie, a l'action des résistances
passives, négligée dans ce qui précede :

1° Le clapotis brise contre la muraille avant I'apparition du point de rebrous-
sement theorique ; son amplitude parait augmentée et il projette souvent des
gerbes verticales.

2° La vitesse et I'excursion des particules observées sur le fond — sur modeles
réduits o l'action de paroi est trés accentuée — sont environ les 3/4 des vaieurs

théoriques. .
3° Le maxim@m des surpressions, lors de 1’afﬂeurement supcrieur, se produi-
£ rait un peu au-dessous de son emplacement théorique (le niveau de I'eau au

repos). Les essais sur modéle les plus récents et les plus precis ont fortement
restreint I'importance de ce phénomene dont I'existence objective peut méme étre
discutée et dont l'incidence pratique, a leur lumiere, apparait comme négligeable.

IvV. — Appiication au calcul des ouvrages maritimes de type vertical.

Les bases de la méthode moderne du calcul de ces ouvrages ont ¢té exposées

- dans le mémoire déja cité de Sainflou. A 1a suite de nombreuses mesures effectuées
sur des ouvrages existants ou sur mo'¢le, il a para que cette méthode pouvait
avantageusement étre co ‘ifiée et simplifiée. M. I'Inspecteur général de Rouville, au
XVI* Congres international de Navigation a Bruxelles (sept. 1935), en a précise
les normes actuellement admises. Nous en extrayons ce qui suit :

a. Lors de T'affleurement maximum, la pression au niveau de repos peut étre
prise égale a la pression hydrostatique correspondant aux creux de la plus forte
lame du large, soit 2 k.

: b. Cette pression décroit linéairement vers le haut et s'annule en un point situé
an moins a une hauteur 2 h au-dessus du niveau de repos mais qun. pour des
houles plus creuses, peut atteindre jusqu'a 3 A.

c¢. Vers le bas, la surpression correspondant a 2% peut étre admise constante
jusqu'au pied de la muraille.

Les résultats obtenus plus haut pour la solution homogene du 2° ordre du
clapotis suggerent, quant a ces normes, deux remarques d'importance inégale.

La premiére concerne la cote -:‘L l'affleurement supérieur, somme de 'amplitude
de la houle génératrice 2 h et (e la surélévation du niveau moyen. La valeur
admise habituellement pour cette Slll‘(:!LlelOl’l, (formule 75), ordinairement faible
ea eégard aux resultats expérimentaux, peut avantageusement éire remplacée par
lexpression (76), calculée au 2° ordre. Cependant, cette derniere doit étre appro-
chée légerement par exces pour ('e grandes longueurs relatives A. Considérons, en
effet, le domaine des longueurs relatives et cambrures des houles de tempéte suscep-

tibles d’entrer en ligne de compte pour le calcul des digues verticales, c'est-a-dire
environ,

6a7<A<<g’a 10 et 5,_y-<2

o

Les hauteurs des affleurements maxima au-dessus du riiveau de repos, calculées
au 2° ordre, varienl pour A==7 de 2,58 h 4 2,74 h, lorsque la cambrure de la
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L
a —;; et, semhilablement, pour A= g de 2,90 ha

houle génératrice varie de ;13
3,10 k.

Dans les mémes conc]mons la cote de l'affleurement supérieur, calculée par
I'expression Sainflou, ne dépasseaait pas 2,5 h.

En oonseqm’nce .u on tient a discriminer, en fonction des camcter:stzques admises
pour la houle géné ratrice, la hauteur de Caffleurement maximum a adopter entre ses
limites.extrémes 2 h et 3 h, la formule (76), déduite de la théorie du clapotis homo-
géne du 2 ordre, est su.vceptib!e d'étre utilisée avantageusement, car elle fournit une
bonne approximation légérement par exces. Il est en effet indiqué de se prémunir
par une certaine marge contre les fluctuations des phénomenes naturels. .

La deuxieme remarque, plus importante, concerne la sollicitation de I'ouvrage
lors de l'affleurement minimum.

A cet instant, le terme correclif du 2° ordre augmente la valeur absolue de 1a
dépression devant l'ouvrage. Il ramene donc, plus'qu'on pouvait I'escompter, la
résultante des forces vers le paremenl extérieur de la digue en accroissant 1'excen-
tricité produite par la dépression du 1" ordre et le mur de garde du c6té du large.
Le diagramme des dépressions devanl I'ouvrage, calcule selon la méthode Sainflou.,
croit linéairement .comme la pression hydrostatique a partic du niveau de repos
jusqua la cote de l'aflleurement minimum, pour diminuer ensuite quelque peu
jusqu'au pied de la muraille. La présence du terme correctil negatif du 2° ordre
conduit tout d'abord a adopter une dépression de valeur constante au-dessous dn
point d'aflleurement inférieur, et, pour la détermination de ce dernier, il parait
indiqué d'admettre une fluctuation des lames Lelle que la surélévation soit annulée.
En résume, les dépressions devant I'ouvrage, lors de I'aflleurement minimum:

.~ a. varieront linéairement entre le niveau de repos el 'un niveau sitié & 2 1 en
contrebas, la pression étant nulle au niveau supérieur et prenant, au niveau infé~
rieur, une valeur égale et de signe contraire a celle de la pression hydrostatique

correspondant au creux de la plus forle lame du large (2 &) ;
L]

b. resteront constantes et égales en valeur absolue a la valeur de la surpression -
maximum entre le niveau inférieur ci-dessus et le pied de la muraille.

Le diagramme des dépressions ainsi déterminé ne donnera, par lui-méme,
qu'une faible revanche-de sécurité, alors que celui des surpressions est mieux par-
tagé a ce point de vue, le terme correctil du 2° or're de la pression amenant une
diminution nette des surpressions dans les parlies basses de la muraille.

Plusieurs ouvrages importants s'étant écroulés ces dernitres années, toujours
vers la haute mer, il nous parait qu'une vérilication de la stabilit¢ de T'ouvrage
vers le large lors de I'affleurement minimum,. faite d'apres les normes ci-dessus et
avec un coefficient de sécurité suffisant esl aussi importante que celle de la stabilité
du coté du bassin intérieur Dailleurs, les sollicitations sur les enrochements de
soubassement ' devraient étre maintenues a un taux nettement plus faible du cété du
large que du cité intérieur, d'une part, a cause des efforts de succion vers le large
produits lors de l'abaissemgent du clapotis le long de la muraille, d'autre part,
pour tenir compte du coeflicient de sécurité superieur que comporte le diagramme
des surpressions.

Ces accidents paraissent dus principalement a des affouillements du soubasse-
ment ou du sous-sol. Il est néanmoins diflicile, a posteriori, de déceler si des
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: MEMOIRES ET DOGUMENTS.

sollicitations un peu fortes de la fondation sous I'aréte extérieure de la muraille
n'y ont pas contribué, dautant que le pllonnaue alternatif’ produit par le clapotis
accroit 1a tendance aux tassements.

En fin de la 3* partie, nous déduirons{, en outre, de la théorie des houles-
Jimites, une valeur en bon accord avec celle dictée par l'expérience pour la pro-
fondeur a adopter au pied de la digue afin d'éviter le risque d'un deferlement
dangereux de la houle incidente.

(A suivre.)
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