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∫ 0

−H
(kφf + f∇2φ)dz = −(f∇.∇φ)−H .
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∇φ = − ig
ω
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f∇ζ + ζ
∂f

∂H
∇H

)
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∇2φ = − ig
ω
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f∇2ζ + 2
∂f

∂H
∇ζ.∇H + ζ

∂2f

∂H2
(∇H)2 + ζ
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∂H
∇2H

)
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∇ .
∫ 0

−H
f 2∇ζdz +

∫ 0

−H
k2f 2ζdz =
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−f ∂f
∂H

|−Hζ(∇H)2 −
∫ 0

−H
ζf

∂2f

∂H2
(∇H)2dz −
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−H
ζf

∂f

∂H
∇2Hdz.

és2�7>$%2�0%¦`2�7¢ª�:~¦`2�¦'§�0<2 ª�2 ª�0%-/�Ã$=2`ª�2Ý!!
 ��98:��,$=�#-/+ ��0<������ª�2�+;$%2z7%-/+6$�!#2�7¢$%2�0<¦ 2�7'ª�
 -/0%ª�0<2
ª�2�: � 2�+ ��2�+6$=2`ª�: Ä×-/+xª +���./!­�#./��7��?�"0¢äV2�0 �;1�-�� & � T P/£ ' Ès��0%-/��-/0¯$=�­-"+�+�2�!#7 �Ñ!­�Ñ��2�+6$=2 �":
�*�"0<0%��2 $ �Ý!­�Ý��-/:x0%§�:�0<2°ª�:TÄ×-/+�ª���Çq!#7�7%2°0%� «/è�!­2�+6$¤�­¦`��-/0<$=�"+6$=7)��-/:�0���0<2�+�ªx0%2°2�+���-"¦ �x$%2
!­2�7�«,�"0<� �,$%�­-/+x7  �0=�"�x�­ª�2�7  �ª�:�Ä×-/+xª��»és2�7¤¦ -8ª�2�7¤��«,�"+x2�7%��2�+6$=7>�­+6$=2�0<«/2�+?�"+6$¢��.6�"!#2�¦`2�+6$¢�":
ª�2�: �x�#è�¦`2�-/0%ª�0<2"È�2 $¬+���./!#�­./��7ã�­��� Èxªx-/�#«"2�+6$D�":�7%7<� ��$%0%2���0%�#7ã2�+Ñ��-/+x7%�­ªx��0=�À$=�­-"+Ñ��-/:�0r$%0=�"�Ã$=2�0
ª�2�7�Ä×-/+xª�7�0=�"�x�­ª�2�¦ 2�+;$>«"�,0%� �,§�!­2�7��Ré 
 ��9;:?�À$=�­-"+nªx2zäV2�0 �81x-���¦`-�ª��Ãá?��2 2�7<$`�,!­-/0<7'ª�-/+�+x��2
�?�"0

CCg∇2φ+ ∇CCg.∇φ+
[

ω2Cg

C
+ f1(kH)∇2H + f2(kH)(∇H)2

]

φ = 0,
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p
'V-"Ä¹ªx2��x$%1

Hp

�#7ã./�#«"2�+z§65
$=1x2�Ä×-"!­!­-�
��#+�.'2�9;:?�À$=�­-"+�7�&

Φp(x, z, t) = φp(x, z)e
−iωpt Ä×-/0

p = 1, N,
& � � � '


��#$%1�È
φp(x, z) = A±

p e
±ikxχp(z)

︸ ︷︷ ︸��0%-/���".6�,$%�­+�.�¦`-�ªx2�7 +
Q
∑

q=1

B±
p,qe

±kqxψp,q(z)

︸ ︷︷ ︸2 «"�,+�2�7<��2�+6$�¦ -8ª�2�7
,

&=� � £ '


�1�2�0%2
(χp

È
ψp,q q = 1, Q)

ª�2�á?+x2�����-/¦`��!#2�$=2ã-"0<$=1x-/./-/+?�,!�7%2 $KÄ×-"0�2*�"�Õ1 7<$=2�� 0<2�./�#-/+ &
p
'V&

χp(z) = cosh kp(Hp + z),
& � �E� '

ψp,q(z) = cos kp,q(Hp + z).
& � �SB '

kp

�,+�ª
kp,q

7%�,$=�#7<Ä 5 $%1�2�Ä×-/!­!#-�
��­+�.'ªx�­7%��2�0<7%�#-/+z0%2�!­�,$=�#-/+�7)&

ω2
p

g
= kp tanh(kpHp),

&=� � © '

ω2
p

g
= −kp,q tan(kp,qHp).

&=� � ¥ '
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�1�2�0<2¢.°�#7r$=1�2¤�"����2�!#2�0%�,$=�#-/+�-"ÄR./0=�*«8�#$q5��

Free surface 

-H2

-H1

 2φ

 1φ

y

0

 z

x

������� ��� � � �8$=2�� 
��#7%2¢�"����0<- �x�#¦ �À$=�­-"+

	 ��0%-"7%7�2��"�Õ1�7¯$=2�� &
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' È?¦ �,$=�Õ1��#+�.°��-/+xª��#$%�­-/+�7ã§�2�$ 
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V- ª�-/¦ �"�­+x7 &a! �,§�2�!­!­2�ª

p = 1�"+�ª
p = 2

�­+Tá?./:x0%2 � � � '�¦':�7¯$¤§�2°�"�x��!­�#2�ªT$=-z2�+x7%:�0<2`��-/+6$=�#+8:x�#$q5T-"ÄK$=1x2 �?:��­ªT«"2�!­-8���Ã$q5
�"+�ªÑ7%:�0¯Äa�"��2�2�!­2�«,�,$%�­-/+$�

φ1 = φ2,
∂φ1

∂x
=
∂φ2

∂x

Ä×-/0 −H2 < z < 0,
& � ��P '

∂φ1

∂x
= 0

Ä×-/0 −H1 < z < −H2.
&=� ��D '

êã1�2��­+6$=2�./0=�,!dÄ×-/0%¦>:�! �,$%�­-/+ -"ÄR$%1�2�7<2¢��-/+�ª��Ã$=�#-/+�7 & Ä×-/0
H1 > H2

'V!#2*�"ªx7�$%-z&
∫ H2

0
φ1 · χ2dz =

∫ H2

0
φ2 · χ2dz,

&=� � T '
∫ H2

0
φ1 · ψ2,qdz =

∫ H2

0
φ2 · ψ2,qdz

Ä×-/0
q = 1, Q,

& � � � ¨ '
∫ H1

0

∂φ1

∂x
· χ1dz =

∫ H2

0

∂φ2

∂x
· χ1dz,

&=� � �C� '
∫ H1

0

∂φ1

∂x
· ψ1,qdz =

∫ H2

0

∂φ2

∂x
· ψ1,qdz

Ä×-/0
q = 1, Q.

& � � � £ '
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q
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��3�0=�"� $=�#�*�"!#!#5/Èx-/+�!#5��`Ä×2�
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0 |
|A−

0 |
& ��� � � '
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$=-"��-/."0=�"��165��

9 ����� � � ,�H4J4J 13!dH %Q%xM�,8/ËL�J&%(-�M '*,xE
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H
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h
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§65
z = −H(x)+h(x)

È 
��Ã$=1
x

$%1�2�1x-/0%����-/+6$Õ�,!6��-/7<�#$%�­-/+�«/2���$%-/0��Àêã1�2�Ä×0<2�2K7%:�0¯Äa�"��2���-/7%�Ã$=�­-"+
�­7
ζ(x, t)

�

� � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � �

h(x)

FIG. 2

z = −H(x)

ζ(x)

z = 0

������� � � £ � à 2 á?+��Ã$=�­-"+�7

ÔV-/+�7<�­ª�2�0%�­+x.��"+��#0%0%-,$Õ�,$%�­-/+?�,!$�?-�
 Ä×-/0��,+��­+���-/¦`��0%2�7%7%�#§�!­2 �?:��#ª�È�
V2'1��[«"2>$=1x2'./-[«/2�0¯Ê
+��#+�.°2�9;:?�,$%�­-/+�7��,+�ªc§�-/:�+xª?�"0<5Ý��-/+�ªx�#$=�#-/+�7VÄ×-"0r$=1�2�«/2�!­-8���Ã$q5���-,$=2�+6$%� �"!

φ
&

∇2φ+
∂2φ

∂z2
= 0

Ä×-/0 −H + h ≤ z ≤ ζ,
& ��� � B '

∂φ

∂z
= ∇φ · ∇(h−H)

�À$
z = −H + h,

& ��� � ©�'
∂ζ

∂t
=
∂φ

∂z

�,$
z = ζ,

&=� � � ¥ '

gζ +
∂φ

∂t
= −1

2
[|∇φ|2 + (

∂φ

∂z
)2]

�,$
z = ζ,

&=� � � P '
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∂2φ

∂t2
+ g

∂φ

∂z
= g∇φ · ∇ζ −∇φ · ∂∇φ

∂t
− ∂φ

∂z

∂2φ

∂t∂z

�,$
z = ζ.
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È?����2�0<$%:�0%§?�À$=�­-"+�2����?�"+�7<�­-/+z-"Ä

φ
:��

$=-¢$=1�2¬$=1��#0%ªÝ-/0<ª�2�0��­+
ε

58�#2�!­ªx7�$=1x2�Ä×-/!­!#-�
��­+�.�7%��2�� $=0%�"!d2�+�2�0<."5 §��"! �"+x��2�2�9;:?�,$=�#-/+ &×ª�2�$=�"�­!#7
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�"0%2�."�#«/2�+c�#+ 	 0%ªx18:x�­+c�"+�ªÑÚD2�0%§�2�0%7�£"¨/¨/£ 'D&

dE(k,x, t)

dt
= Sbscat(k,x,t),

& ��� � T '


�1�2�0<2

Sbscat (k,x, t) = K (k,H)
∫ 2π

0
cos2 (θ − θ′)FB (k − k

′,x) [E (k′,x, t) − E (k,x, t)] dθ′,& ��� £"¨ '

��#$%1

K (k,H) =
4πωk4

sinh (2kH) [2kH + sinh (2kH)]
.

& ��� £ � '

E(k,x, t)
�#7¬$%1�2'7%:x0<Äa�"��2>2�!#2�«,�,$%�­-/+Ñ7%��2�� $=0%:x¦ �"+xª

FB(k,x)
�­7�$=1�2¢7%¦ �"!­!XÊq7<�*�"!#2�§�-"$<$=-/¦

2�!#2�«,�,$=�#-/+¤7%��2���$%0%:�¦ �Àêã1�2�7<2r7%��2�� $=0=���"0%2K7%!#- 
�!Ã5�«,�"0<58�­+x.DÄ×:�+�� $=�#-/+�7�-"Ä
(x, t)

�"+�ª
x

0%2�7<��2�� Ê
$=�Ã«/2�!Ã5 �

k
�#7V$=1x2 
V�*«/2�+8:x¦'§�2�0¬«"2�� $=-/0ãª�2 á?+�2�ªc§65

k ≡ (k cos θ, k sin θ) ≡ (kx, ky)
È 
�1�2�0%2

θ
ª�2 á?+�2�7'$%1�2z�"+�."!­2 
��Ã$=1 $%1�2

x
ÊË� �x�#7���êã1�2�7%��2�� $=0%�"!rª�2�+�7%�Ã$=�­2�7

E
�,+�ª

FB
�"0<2Ýª�2�á�+�2�ª

7%:��Õ1Ñ$=1?�À$ã$=1�2��­+6$%2�./0%�"!�-[«/2�0¬$%1�2�2�+6$=�#0%2
k

Êt��! �"+x2�2�9;:?�"!#7�$%1�2�!­-8�*�"!�«,�"0%�­�"+���2,È

< h2(x) >=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
FB(k,x)dkxdky.

& ��� £/£�'
êã1�2�Ä×0%2�98:x2�+�� 5

ω
�­7ã."�#«/2�+z§;5�$%1�2�ª��­7<��2�0%7<�­-/+z0%2�! �,$%�­-/+�&

ω2 = gk tanh(kH).
& � � £C� '

ÚD2�0%2 
V2°��-/+�7%�#ª�2�0���7¯$=2*�,ªx5�
V�[«"2`á�2�!­ªT�#+�-/+�2�ª��#¦ 2�+�7%�#-/+ 
��#$%1��­+����­ª�2�+;$��"+�ª 0%2
��2���$%2�ª

r�*«"2�7 �x0%-/�?�,.6�,$=�#+�.T�"!#-/+�.�$%1�2 �8Êq� ���­7
� 	 Ä $%2�0��­+6$%2�./0%�,$=�#-/+~-[«/2�0

ky

È
kx

§�2���-/¦`2�7
k

�"+�ª
& � � � T 'V0<2�ª�:x��2�7�$=-

Cg
∂E(k, x)

∂x
+ Ck

∂E(k, x)

∂k
= Sbscat(k, x),

&=� � £�B '


��#$%1c��7<-/:�0%��2¤$%2�0<¦

Sbscat(k, x) = K(h,H)
FB(2k, x)

k
[E(−k, x) − E(k, x)] .

& � � £/© '
êã1�2 á?0<7<$¢$=2�0<¦ -,Ä¬É49(� & � � £RB '�0%2���0%2�7%2�+6$%7°�"ªx«/2���$%�­-/+~�#+ ��16587%�#�*�"!�7%�?�"��2 
��#$%1 $=1x2 ./0<-/:��
«/2�!­-8���#$q5 ª�2�á�+�2�ªc§;5

Cg =
dx

dt
=
∂ω

∂k
,

& ��� £"¥ '
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�"+�ªz$=1x2¤7<2���-/+�ªz$=2�0<¦ ª�2�7%��0<�­§�2�7�$=1�2�2��d2���$¬-"ÄR7%1�-6�,!­�­+x.�-/+Ñ$%1�2 
r�*«"2�+;:�¦'§�2�0

Ck =
dk

dt
= −Cg ·

2k2

2kh+ sinh(2kh)
· ∂H
∂x

· &=� � £CP '

� ��� � ���	� 	���� ��� � � � � ��� � � ��� � � � � ��� ��� � � � � � ����� � �����
	 � � � � 	 
��

êã1�2 7<-/:�0<��2 $%2�0<¦ �"����0<- ���#¦ �,$%�­-/+!
V�"7¢«,�"!#�­ª?�À$=2�ª�§65 	 0<ª�1;:��­+ �"+�ª Ú¬2�0<§�2�0%7�& £"¨/¨/£ '
Ä×-/0�0=�,+�ª�-/¦ 
V�[«"2�7)0<2
�?2���$%�­+�.`Ä×0%-/¦ �°7%�#+8:x7%-/�#ª?�"!»7%2��"§�2�ª�È�§;5Ñ�#+;$%2�./0%�,$=�#+�.

Sbscat

�"+?�"!Ã5;$=�ÃÊ
�*�,!­!#5T�"��0<-/7%7¤$=1�2�
r�*«"2Ý7%��2�� $=0%:x¦ �#+ $%1�2 !#�­¦`�#$�-"Ä�
V2�� � 0%2
��2���$%�­-/+ &

E(−k) << E(k)
È


��#$%1 ��-/7<�#$=�Ã«/2��"+xª +�2�.6�,$%�#«/2 
V�*«/2�+;:�¦>§�2�0%7r��-/0%0<2�7%��-/+�ªx�­+�.�$=-�$=1�2��#+����#ª�2�+6$��"+�ª`0%2��?2�� $=2�ª

V�[«"2�7�Èr0%2�7%��2���$%�#«"2�!#5 '�� 	 ��-/¦`�?�"0<�­7<-/+ 
��Ã$=1 à �"!­0¯58¦ ��!#2Ñ�"+�ª ���­0<§65 
 7 & � T D"¥ ' 7%-/!#:x$=�#-/+
.6�*«/2c./-8-�ªi�"./0<2�2�¦`2�+6$�ÈK2 «/2�+gÄ×-/0°-/+�!#5n��Ä×2�
 §��"0%7
� �?-/0°7<$%0%-/+x./2�0`0%2��?2�� $=�­-"+�È�2�9;:?�,$=�#-/+
& ��� £RB '4�#7V+�-"$�0%2��"ª��#!#5°2�«,�"!#:?�,$%2�ª��"+��"!#5;$=�#�*�"!#!#5"È6�"+�ªÝ+;:�¦`2�0<�­���"! �­+6$=2�./0=�,$%�­-/+`�­7K+�-"$�Ä×2*�"7<�­§�!#2
7%�#+���2¢�°7%�­+;:�7<-/�­ª��"!s§�-,$%$=-"¦ 1?�"7¬�"+��#+xá?+��Ã$=2�!#5Ý+��"0%0<- 
�7%��2���$%0%:�¦ &a� à �#0=�"��ª��#7<$%0%�­§x:x$=�#-/+(' È
�"+�ªz$=1;:�7����"+�+�-"$¬§�2�0%2��x0%2�7<2�+6$=2�ª 
��#$%1Ñ��á�+��#$%2�§�-"$<$=-/¦ ª��­7<��0<2�$=���*�,$%�­-/+

∆kb

�
� 2���-/+�7%�#ª�2�0��#+�7<$%2*�"ªÑ�°§�-"$<$=-/¦ 7%��2�� $=0%:x¦ 
��#$=1Ñ�'á?+��Ã$=2�
��#ªx$=1z$=1?�À$���-/0<0%2�7<��-"+�ª�7�$=-

��¦ -8ª�:�!­�,$=2�ª�7%�#+8:x7%-/�#ª?�"!�§�-"$%$%-/¦G�x0%-"á?!#2��
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D
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)

������� � ��� � Ûc-8ª�:�!­�,$=2�ªÑ7<2*�"§�2�ª &a¦�� � ' È
bkb,0 = 0.06

êã1�2¤¦ -8ª�:�!­�,$=2�ª�7%2*�,§�2�ªc�#7ã0%2��x0%2�7<2�+6$=2�ª�§65Ñ��7%:�¦ -,ÄÆ��-"7%�­+x2�7�&

h(x) = Σ
i=(m−1)/2
i=−(m−1)/2bicos[(kb,0 + i∆kb)x]

&=� � £RD '
êã1�2�7<!­-�
�!#5`«,�"0<58�­+x.'ª�2���$=1 &

H
' Èxª�2 á?+�2�ªÑ�#+Ý�?�"0¯$

2
�#7V$Õ� �,2�+z��-"+�7<$=�"+6$ 
�1��­!#2D$=1x2���2�0<$=:x0¯Ê

§?�,$%�­-/+ &
h
'�0<2���0<2�7<2�+6$=7�$=1x2V¦`-�ª�:x! �,$%2�ª>7<2*�"§�2�ª$� � 2Vª�2 á?+�2r$=1x2V0%-8-"$¹¦ 2��"+>7<98:��"0%2 &×0�� ¦ � 7�� '
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������� ���EB � Ûc-8ª�:�! �À$=2�ªz7<2*�"§�2�ªÑ7%��2�� $=0%:x¦ &a¦�� � '

§?�"0V�"¦ �x!­�#$%:�ª�2¬§ÝÄ×0%-/¦³$%1�2�§�-,$%$=-"¦ «,�"0<� �"+x��2"È
b =

√
< h2 >

È��"+�ªz�'0<2���0<2�7<2�+6$Õ�,$%�#«"2�§�-"$¯Ê
$=-/¦ 7%!#-/��2

ε = bkb,0

�,êã1�2ã0%2��?2�� $=2�ª 
V�*«/2ã2�+x2�0%.,5'�­7¹�*�"!#��:�!­�,$=2�ª>Ä×-/0R$%1�2r§�2�ª°��0<-"á?!­2�7%1�-�
�+
�­+�á�./:�0%2 � ����È 
��#$%1�$=1�2>��2�� �c§�-"$<$=-/¦ 
r�*«"2`+;:�¦>§�2�0

kb,0 = 6m−1
&
λb,0 = 1.04m

' È��"+�ª
��7%1�-"0<$�¦`-�ªx:�! �,$%�­-/+ !­2�+�."$%1�
��#$%1

m = 3
ÈÆ�,+�ª~2�9;:?�"!V�"¦`��!­�Ã$=:�ª�2�7

(bi)
Ä×-/0��"!#!�§�-"$<$=-/¦

��-/¦`��-/+�2�+6$%7��Æêã1�2z!#2�+�."$%1~-"Ä�$=1�2�§�2�ª��#7 � � ©�¦ -8ª�:�!­�,$=�#-/+ !#2�+�."$%1�7�È¹./�#«8�­+x.�$=1�2�§�-"$<$=-/¦
7%��2�� $=0%:x¦ 7%1�-�
�+n�­+ á?.":�0%2 � �SB �Rêã1�2z0%2
��2���$%�­-/+ Ä×0<-/¦ $%1��­7>¦ -8ª�:�!­�,$=2�ª 7%�#+8:x7%-/�#ª?�"!V§�-"$¯Ê
$=-/¦ 
V�"7)2 «"�,!­:?�,$%2�ª�Ä×-"0)�"+��#+����#ª�2�+6$)34�#2�0<7%-/+�ÊËÛc-/7 �"-�
��#$ �'7%��2�� $=0%:x¦cÈ 
��#$=1�� ��2�� �c�,$

k07=�,$%�­7¯Ä 5��#+�.�$%1�2�äV0%�"./.�0<2�7%-"+?�"+���2Ñ��-/+�ª��Ã$=�#-/+
2k0 = kb,0

& �¹�­. �E� � © '��R����2�� $=0%�"!V0<2�7%:x!#$=7'Ä×-"0
Å¬2 5 
 7�¦`-�ª�2�! 
�2�0<2`-"§x$Õ�"�#+�2�ªT§65T2 «,�"!­:?�À$=�­+x.Ý0%2��?2�� $=�­-"+ ��-�2 �`���­2�+6$=7)Ä×-/0�¦`-/+�-8�Õ1�0%-"¦ �,$%�­�

r�*«"2�7 -[«"2�0 ��0%�"+�./2z-"Ä¬Ä×0%2�9;:�2�+����­2�7 �"+xªi�#+;$%2�./0%�,$=�#+�.�$=1x2Ñ0<2
�?2���$%2�ªg2�+�2�0<."5��"��0%-/7<7`$%1�2
7%��2�� $=0%:x¦ �

70
7¯$=2��x7��"0%2':x7%2�ª�$%-�0%2�7%-/!Ã«/2�ª�$%1�2'§?�À$=1658¦ 2 $=0<5��sÅ�2�7%:x!#$=7¬Ä×-/0D«,�"0<�­-/:x7D«,�"!­:x2�7

-"Ä
b

�"0<2�ª��­7<��! �*5"2�ª��­+�$%1�2'Ä×-/0%¦ -"ÄK0%2��?2�� $=�#-/+���-82��`���#2�+6$=7
R
& �¹�#. �E� � ¥ '¬�"7��ÝÄ×:�+x��$=�#-/+T-"Ä

$=1�2c7%!#-/��2
bkb,0

�
R

�#7 ª�2 á?+�2�ª�§;5�$%1�2�0=�À$=�­- -"Ä)$%1�2�0<2
�?2���$%2�ª��"+�ªB�­+����­ª�2�+;$ 2�+x2�0%."�­2�7c&
R = (Σk<0E)/ (Σk>0E)

��3�0%2�ªx�­��$%�­-/+x7 §?�"7<2�ª�-/+B$%1�2�7<-/:�0%��2�$=2�0%¦ ¦ 2 $=1�-8ª &
RSmod

'
�"+�ªT$=1x2`¦ �,$%�Õ1��­+�.z§�-/:�+�ª��"0<5T¦`-8ª�2�!R:�7%�#+�.�©Ý2 «"�,+�2�7<��2�+6$>¦ -8ª�2�7 &

RMBmod

')�"."0%2�2 
�2�!#!
-[«/2�0¤� 
��#ª�2�0=�"+x./2�-"ÄK§�-,$%$=-"¦ 7<!­-/��2�7
��êã1�2°7%-/!#:x$=�#-/+�7D./0=�"ªx:?�"!­!Ã5Ñª��#«"2�0%."2'Ä×-/0)! �,0%./2'§�-"$¯Ê
$=-/¦ 7<!­-/��2�7 
�1�2�0<2>$=1x2>7%-":�0%��2>$=2�0%¦ :�+�ª�2�0¯Êt��0%2�ª��­� $=7�$%1�2>0<2
�?2���$=�#-/+���ÉÆ«/2�+�Ä×-"0

bk0 = 0.3&
b/λ0 = 0.05

' È�ª����d2�0%2�+���2�7D�,0%2)!#2�7%7r$%1?�"+
10%

��-/+xá?0<¦ �#+�.>$%1�2�0%-/§x:�7<$%+�2�7<7¬-,Ä�$%1�2�7%-":�0%��2
$=2�0%¦ ¦`2�$%1�-�ª�Ä×-/0ã7¯$=2�2��c$%-/��-/./0=�,��165 �

êR-�2�«,�"!#:?�,$%2V$=1�2V2
��2���$K-"Ä $%1�2ã7%��2�� $=0=�,! 
��­ªx$%1�-/+'$=1x2ã0%2
��2���$%�­-/+°��-�2 � ���­2�+;$�È"á?./:x0%2;� � ¥
�"!­7<-Ý�­+x��!­:xª�2�7D��0%2�ª��­� $=�­-"+�7DÄ×-/0D7%�#+8:x7%-/�#ª?�"!»$=-/��-/./0%�"��165 &

m
��¨ ' 
��Ã$=1�$%1�2'7=�,¦ 2>«,�"0<� �"+x��2��

Å¬2�7%:�!Ã$=7�Ä×-/0�7%�#+8:x7%-/�#ª?�"!Æ$=-"��-/."0=�"��165�
�2�0<2 -/§�$Õ�"�#+�2�ª :�7%�#+�.�Ûc2��!
 7�& � T D6© '��"+?�"!Ã5;$=�­���"!��"�8Ê
��0%- ���­¦ �,$%�­-/+��"+xª Å�2�5 
 7 & � TCT £ ')�"!#./-/0%�Ã$=1�¦ �dêã1x2 0<2�7%:x!#$=�#+�.Ñ0%2
��2���$%�­-/+ ��-82��`���­2�+6$%7

RMei�"+�ª
RMBsin

È�0<2�7%��2�� $=�Ã«/2�!Ã5/ÈV�"./0%2�2cÄ×-/0`7%¦ �"!#!ã§�-"$<$=-/¦I7<!­-/��2�7 & �¹�#. �E� � ¥ '°�,+�ªgª��Ã«/2�0<./2cÄ×-"0
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������� � � © � Çq+����­ª�2�+6$ 
V�*«/2¤7%��2�� $=0%:x¦

! �,0%./2�0¤7<!­-/��2�7¢�"7¢�"!­0<2*�"ª�5�7%1�-�
�+ §65 Å¬2 5 & � TAT £ '��sÇq+�ªx2�2�ªdÈ
RMei


V�"7¢ª�2�0<�#«/2�ª Ä×-/0¤7%¦ �"!­!
§�-"$%$%-/¦ 7<!­-/��2�7 
�1��#!­2>$%1�2°¦ �,$%�Õ1�2�ª §�-/:�+�ª?�,0<5T7<-/!­:x$%�­-/+T��-/+6«/2�0%./2�7¤$%-z$%1�2°2��x�"� $>0<2
�?2�� Ê
$=�#-/+cÄ×-"0)�"+65�§�-"$<$=-/¦ ��0<-"á?!­2 
�1�2�+�$%1�2'+;:�¦'§�2�0�-"Ä42�«,�"+�2�7%��2�+6$¤¦ -8ª�2�7D./-82�7�$%-Ý�­+xá�+��#$q5��
� 1?�,$>¦ �*5 7%2�2�¦ 7%:�0<��0%�#7%�­+x.��­7¤$=1?�À$>$=1x2 0%2��?2�� $=�#-/+~��-82��`���#2�+6$>Ä×-"0¢$=1x2 7%�#+;:�7%-/�#ª?�"!��"+�ª
¦`-�ª�:x! �,$%2�ªn7%�­+;:�7<-/�­ª��"!ã$=-/��-/./0%�"��1��#2�7

RMBmod

�,+�ª
RMBsin

�"."0%2�2zÄ×-/0`7%¦ �"!­!ã7<!­-/��2�7 �"!XÊ
$=1x-/:�./1z§�-"$%$%-/¦ �x0%-"á?!#2�7ã�,0%2�9;:��#$%2)ª����d2�0%2�+6$�� 	 �����"0%2�+;$%!#5"ÈxÄ×-/0r7<¦ �"!#!�§�-"$<$=-/¦ 7%!­-"��2�7ã�"+�ª
+?�"0<0%-�
g§�-"$<$=-/¦v7%��2���$%0=��$=1�2�0<2
�?2���$=�#-/+°�­7�-/+x!#5��)Ä×:�+x��$=�#-/+°-"Ä�$=1�2ã$=-,$Õ�"!�§�-"$<$=-/¦v2�!­2 «,�,$=�#-/+
«,�"0%�­�"+���2

b2
�"+�ª�ª�-82�7`+�-"$°ª�2���2�+�ªB-"+n$%1�2z��1?�"7<2�7`-"Ä��Ã$=7���-/¦ ��-/+�2�+6$=7���êã1x�­7°0%2�7%:�!Ã$ �#7

-/§6«8�­-/:x7'Ä×0%-/¦ $=1�2Ý«8�#2�
���-/�­+6$�-"Ä�$%1�2�7%-/:x0%��2Ý$%2�0<¦ $=1x2�-/0¯5 $=1?�À$�
r�,7�ª�2�0<�#«/2�ªnÄ×-"0'7%¦ �"!­!
§�-"$%$%-/¦³7%!#-/��2�7�È��"+�ª ª�-�2�7V+�-,$V0<2�$Õ�,�­+ $%1�2��x1?�"7%2�7r-"Ä�$%1�2�§�-"$<$=-/¦³7<��2���$=0<:�¦ ��-/¦`��-"+�2�+6$=7
�
êã1�2���0<2�ª��#��$%2�ªz0%2��?2�� $=�­-"+Ñªx2���2�+�ª�7�-/+�$%1�2���-/+6«"-/!­:x$%�­-/+ -"ÄR$%1�2�
V�*«/2¤7%��2���$%0%:�¦ 
��#$=1Ý$%1�2
§�-"$%$%-/¦y7%��2�� $=0<:�¦ �,$�$=1�2 äV0=�,./.z0%2�7<-/+?�"+x��2 
V�*«/2�+8:x¦'§�2�0�&×$%1�2`�­+6$=2�./0=�"!�-,Ä & ��� £/©�'�-}«"2�0
�"!#! 
V�[«"2�+;:�¦'§�2�0<7 '���ÇtÄ�$=1�2�§�-"$%$%-/¦ 7%��2���$%0%:�¦ �#7r+?�"0<0%-�
���-/¦`�?�"0%2�ª�
��#$%1z$%1�2 
r�*«"2¢7<��2�� Ê
$=0<:�¦³$=1�2�+Ý$=1�2D$=-"$=�"! 7%-/:�0<��2�$%2�0<¦ ª�2���2�+�ª�7ã-/+x!#5°-/+ $%1�2�$%-"$Õ�"! §�-"$%$%-/¦³«,�"0%�­�"+���2��"+�ª $%1�2
7%:x0<Äa�"��2¤7<��2���$%0=�"!»ª�2�+�7%�Ã$q5z�,$ã$=1x2¢ä�0=�"./.°0<2�7%-"+?�"+���2 
V�*«/2�+;:�¦>§�2�0��

� ��� � ���	� 	���� ��� � � � � � � � � � ��� � 	

êR->�­+6«/2�7<$=�#.6�,$%2¬$%1�2�0<-/§�:�7¯$=+�2�7%7r-"Ä�$=1�2¬«,�"0%�­�"+���2 Êq§?�,7%2�ª 7%-/:x0%��2D$=2�0<¦³¦ -8ª�2�! Ä×-"0�0<2
�?2�� Ê
$=�#-/+z�­+�ªx:���2�ª�§65z!­-8�*�"!#� ��2�ªÝ$=-"��-/."0=�"��165"È�
�2¤��-/+�7<�­ª�2�0¬$%1�2�!­�#+�2*�"0ã0%�"¦`�Ñ�x0%-/§�!#2�¦ :�7<2�ªc�­+
��0<2�«8�­-/:x7'7<$%:�ª��­2�7>$=-�$%2�7¯$'$=1�2 ¦ �#!­ª 7<!­-/��2 2�9;:?�,$=�#-/+ &aäV-�-"� ® � T DA� '���Çq+ $=1x2Ý7%-/:x0%��2Ý$%2�0<¦
�"���x0%- ���­¦ �,$=�#-/+�È�
r�*«/2 7%���,$%$%2�0%�#+�.z�­7)$%1�2°0%2�7<:�!#$¤-"Ä��­+6$%2�0=�,��$=�#-/+�7�§�2�$ 
�2�2�+ 7%:�0¯Äa�"��2 
V�*«/2�7
�"+�ªz§�-"$%$%-/¦ «,�"0<� �,$%�­-/+x7r�,$ã$%1�2�7%���"!­2�-"Ä�$=1x2¤7<:�0<Äa�,��2 
r�*«"2�!­2�+�."$%1��?êã1�2�7%���,$%$%2�0%�#+�.°¦ -8ª�2�!
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������� � � ¥ � � �*«/2¤0%2��?2�� $=�#-/+c§65�¦`-8ª�:�! �À$=2�ª�7<�­+;:�7<-/�­ª?�,!�§�-,$%$=-"¦

�­7ã$=1;:�7D§?�"7<2�ª�-/+�� ª�2���-/¦`��-/7%�Ã$=�­-"+Ñ-,Ä¹$=1x2¢$=-"��-/."0=�"��165��#+6$=-Ý�°7%!#-�
�!#5�«,�"0<58�#+�. ªx2��x$%1
H�"+�ª ����2�0<$%:�0%§?�À$=�­-"+

h
&a7<¦ �,!­!¹7<�*�"!#2'$=-/��-/./0%�"��165 ' È�
�1x�­�Õ1���-/0<0%2�7%��-/+�ª�7�$=-Ñ��7%2��?�"0%�,$=�#-/+

§�2 $ 
V2�2�+ 0<2�Ä×0%�"��$%�­-/+��"+�ª�7%1�-6�,!­�­+x.z$%1?�,$¤-8����:x0%7¤-}«"2�0¤$=1�2`7%!#- 
�!Ã5�«,�"0<58�#+�.cªx2��x$%1
H

�"+�ª
7%���,$%$%2�0%�#+�. �,$�$=1x2�7%2z7<1�-/0<$`7<�*�"!#2�7�� � -"0���0=�"� $=�#�*�"!V�"����!#�­�*�À$=�­-"+�7�È��#$°�#7'ª�2�7<�­0%�"§�!­2Ý$%-�1?�*«/2
�Ñ��2�0¯$=:�0<§?�,$%�­-/+

h
$=1?�À$¢�#7 ��2�0<-�-/:�$=7%�#ª�2°-"Ä���á?+��Ã$=2°0%2�./�­-/+dÈs7%-c$%1?�,$�$=1x2 7<��2���$=0<:�¦ -"Ä

h�­7�
�2�!#!�ª�2�á?+x2�ª��R()+���2�$%1�2�$ 
V-Ñ��0<�#$=2�0%�­� $=1?�,$�$%1�2°7%!­-"��2�-"Ä
H

ª�-82�7�+�-"$�2��x��2�2�ª~��./�#«"2�+
$=1�0<2�7<1�-/!­ªi�"+�ª

h
�­7 ��2�0<- -/:x$%7%�#ª�2z-"Ä���0%2�./�­-/+�-"Ä�0=�"ªx�­:�7

nL
�"0%2Ñ7=�,$%�­7¯á?2�ªdÈÆ$=1�2Ñ�Õ1�-/�#��2

-"ÄV$%1�2°ª�2���$=1 ªx2���-"¦ ��-/7%�Ã$=�#-/+T�­+
h

�"+�ª
H

�­7)Äa�"�#0%!#5��"0%§x�#$=0%�"0<5��"+�ª ª�-82�7�+�-"$¢�"��2�� $¢$%1�2
Ä×-/!­!#-�
��­+�.)0<2�7<:�!#$%7�� �?-/0�7%�#¦ �x!­�­���#$q5 
�2¬$=� �"2¬�����­2���2 
��­7%2�!#�­+�2��"0¹Ä×:�+�� $=�#-/+�Ä×-/0

H(x)
È67%-�$%1?�,$

$=1�2���2�0¯$=:�0<§?�,$=�#-/+
h(x)

$=� �"2�7¬$%1�2�Ä×-/0%¦ -"Ä��'$=0<� �"+x./:�! �,0�
V�[«"2 & �¹�­. ��� ��P '��
êã1�2 0%�"¦ ����0<-"á?!#2`�#7�ª�2�á?+x2�ª §65T$=1x2`á ��2�ª�
r�À$=2�0¤ª�2��x$=1�7

H1

È
H2

È 
�1x�­!­2'$%1�2`0=�"¦`�
7%!#-/��2

α
�­7K«,�"0%�#2�ªÝ§65��,ªÀ®<:�7<$%�­+�.>�#$=7�!­2�+�."$=1

2L
& �¹�#. ����� P '��;êR-�2�+�7%:�0<2)$=1?�À$

H(x)
�­7V7%!­-�
�!Ã5

«,�"0<58�­+x.�È
γ

1?�"7�$=-c§�2`7%¦ �"!#!���êã1��#7¢�#7¤�"�Õ1��­2 «/2�ª~§;5�2��8$=2�+xª��­+�.c$=1�2`ª�-/¦ �"�­+T$%-��c!#2�+�.,$=1
2nL


��Ã$=1
n > 1

& �¹�­. �E� ��P '��;êã1�2�7<!­-/��2)-"ÄRÚ��#7V$=1x2�+�./�Ã«/2�+z§65
tan γ = (tan α)/n

È 
��Ã$=1
7%2 «/2�0%�"!s«,�"!­:�2�7ã-"Ä

n
$%2�7¯$=2�ªc§�2�!­-�
 �

9 � � � : � / ,K15% %xM 15% !dH718M�� 1(6�H # #�CDM�)0%(- !8-�H4L�J4M
� 2�á�0%7<$V��-/+x7%�­ªx2�0ã�>0%�"¦`� 
��#$%1��>7<¦ �"!#! ª�2��x$%1Ý$=0%�"+�7%�Ã$=�#-/+`Ä×0<-/¦

H1 = 0.5m
$=-
H2 =

0.3m
�Rêã1x2��­+����­ª�2�+;$

r�*«"2�7%��2���$%0%:�¦ �­7¢0%2��x0%2�7<2�+6$=2�ªi§65 $=1�2 7=�"¦`2Ý3��­2�0%7<-/+�Ê¯ÛÑ-/7 �,- 
��Ã$ �

7%��2�� $=0%:x¦ $=1?�,$ 
V�"7¬:�7%2�ª��­+�$=1x2¢��0<2�«8�­-":�7�7%2�� $=�#-/+ 
��Ã$=1z$=1�2¤��2*� � 
V�*«/2�+8:x¦'§�2�0)�­+zª�2�2��

r�À$=2�0

k0 = 3m−1
& �¹�­. ��� � © ' È�7%-`$=1?�,$

k0H1 = 1.5
�"+�ª

k0H2 = 0.9
� Çq+�-/0<ª�2�0ã$=- �­+6«/2�7<$%�ÃÊ

.6�,$%2)$=1�2�7%-":�0%��2�$%2�0<¦ �"����!#�­���"§��­!#�#$q5°!#�­¦`�#$=7�È6$=1�2�!­�#+�2*�,0V0=�,¦ �z7%!#-/��2
tanα

�#7r«,�"0%�#2�ªÝÄ×0%-"¦
0.01

$=-
2.9

���?-/0ã2��"�Õ1c«,�"!#:�2�-"Ä
α

È?7%2 «/2�0%�"!»«"�,!­:�2�7¬-,Ä
γ

�"0<2�$=2�7¯$=2�ª�È�
��#$=1
n

«,�"0<58�­+x.°Ä×0<-/¦
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�!#5 «,�"0¯58�­+�.Tª�2��x$=1
H

&×ª?�"7%1x2�ª�!­�#+�2 '`�"+�ªg0<2�7%�#ª�:?�"!
h
&×ª�-"$<$=2�ª�!#�­+�2 '�� &^� '`�"+�ª &×§('`Ä×-/0 7%¦ �"!­!D�"+�ªg!­�"0%."2

n0%2�7%��2�� $=�#«"2�!Ã5

5
$=-

50
�¹êã1�2Ñ0%2��?2�� $=�#-/+���-82��`���#2�+6$

RS

&×7%-/:x0%��2�$%2�0%¦ 0%2
��2���$%�­-/+�ª�:x2z$%-T$=1�2�0<2�7%�#ª�:?�"! '
�­7¬��-"¦ �?�,0%2�ª 
��#$%1�$=1�2��q2����,��$��¤��-/¦`��:x$Õ�À$=�­-"+

RMB

&a¦ �,$=�Õ1��#+�.`§�-/:x+�ª?�"0¯5��,!­./-/0<�#$%1�¦ 'K�­+
á?./:x0%2�� ��D��"+�ªn$=1�2Ñ0%2�! �,$%�#«/2Ñ2�0<0%-/0

(RS − RMB)/RMB

�#7 7<1�-�
�+g�­+�á?./:�0<2 ��� T �4Çq+i-/:�0
�*�,!­��:x! �,$%�­-/+�7�È�Ä×-/0ã7<!­-/��2�7�-"Ä

H
7%:��Õ1T�,7

tanα < 0.4, RS,n=5

�­7 
��Ã$=1��#+
30%

-,ÄR$%1�2�2��x�"��$
«,�"!­:x2

RMB

���?-/0�! �"0<./2�0r«,�"!#:�2�7�-"Ä
tanα

È
RS,n=5

ª�2���0%2��"7%2�7��"+�ªz$=2�+�ª�7�$=- ��2�0<- & �¹�­. �E� �ED ' È

�1��#!­2r$=1x2D2����,��$�7%-/!#:x$=�#-/+

RMB

��-/+6«/2�0%./2�7�$=-�$=1x2D0<2
�?2���$=�#-/+`-}«"2�0���«"2�0¯$=�­���"! 7<$%2��Ý�,7
tanα./-82�7¤$=-��#+xá?+��Ã$q5 �»êã1�2 «,�"!#:�2

tanα = 0.4
��-/0<0%2�7<��-"+�ª�7>$%-

tan γ (= tanα/5)
2�9;:?�,!�$=-

0.08
���?-/0)! �,0%./2�0

n
$=1�2�7<!­-/��2�-"Ä

H
�#7)0%2�ª�:���2�ª �,+�ª

RS,n

�­7�«,�"!#�­ª�Ä×-/0���
��#ª�2�0�0=�,+�./2�-"Ä
0=�,¦ �z7%!#-/��2�7��
� 2D+�-"$%�­��2ã$%1?�,$KÄ×-/0V�,!­!�«,�"!­:x2�7K-"Ä

n
7%1�-�
�+��#+`á?.":�0%20� �EDxÈ6$=1�2D¦ -8ª�2�!?."�#«/2�7�0<2*�"7<-/+?�"§x!­2

0%2�7%:�!Ã$=7)Ä×-/0
tan γ (= (tanα)/n)

:���$=-z�"§�-/:x$
0.08

��êã1�2�0%�"¦ ��7<!­-/��2'ª�-82�7�+�-"$��"����2*�"0
$=-�§�2��'!­�#¦ �Ã$=�#+�.�Äa�"��$%-/0 &^�,7ã�#$ 
V�"7¬�"7<7%:�¦`2�ªz�­+ $=1�2)$%1�2�-/0¯5 '����?-/0

tan γ
! �"0<./2�0K$=1?�"+

0.08$=1x2¬0<2
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n
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7%��2�� $=0<:�¦ ªx-�2�7 +�-,$ �4Çq+B$=1x2��*�,7%2�-,Ä�� «"2�0<$%�­���"!�7<$=2��g-"Ä�1x2��­."1;$
h

�­+n$=1�2Ñ¦`�­ª�ª�!#2z-"Ä��
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ª�-/¦ �"�#+T-"ÄV!#2�+�.,$=1
2nL

È�$=1�2°7%��2�� $=0%�"!�ª�2�+x7%�#$q5
FB(k)

-"Är��ª��#7%��0%2�$%2�«"�,0%� �,+���2�7<��2���$=0<:�¦
-"Ä�$%1�2¬0%2�7<�­ª�:��"!��#74��0%-/��-/0¯$=�­-"+?�"!�$=-

h2/2nLk2
�"+�ª $%2�+�ªx7�$=- ��2�0%- &×2�����2��x$��"0<-/:�+�ª

k = 0
'

�"7
n

./-82�7�$%- �#+xá?+��Ã$q5 ��ÚD-�
V2 «/2�0)$=1�2¢7%-/:�0<��2>$%2�0<¦ Ä×-/0<¦':�!­�,$=�#-/+z0%2��x0%2�7<2�+6$=7�7<�*�,$<$=2�0%�­+x.��"7
:�+��ÃÄ×-/0%¦`!#5)ª��­7¯$=0%�#§�:x$%2�ª'�,!­-/+�.¬$=1�2�§�-,$%$=-"¦cÈÀ�"+�ª¢$=1�2��­+6$=2�./0=�,$%�­-/+¤-"Ä?$%1�2V7<-/:�0%��2V$=2�0%¦v�"!­-"+�.
$=1x2 
V�*«/2��x0%-/�?�,.6�,$=�#-/+~�?�,$%1n58�#2�!­ªx7 ��0%2��?2�� $=�#-/+n$%1?�,$`�­7��x0%-/��-/0<$%�­-/+��"!V$=-

2nL FB(k)�"+�ªT$%18:x7¢��-/+6«/2�0<./2�7 
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n

./-82�7)$%-Ñ�#+xá?+��Ã$q5 ��êã1�2°:�7%2°-"Ä��­+xá�+��#$%2'7%:��x��-/0¯$�Ä×-/0
H

�"+�ª
h
&×$Õ� �8�#+�. $%1�2�!­�#¦ �Ã$

n → ∞ '�$=-~��-"¦ ��:�$=2�$%1�2�0%2��?2�� $=�#-/+�-[«/2�0z��!­-8�*�"!#� ��2�ªB0%�"¦ �B�­7
��-":�+6$=2�0<�­+6$=:x�#$=�Ã«/2"�*Çt$s0%2���0%2�7%2�+;$%7Æ�r��16587%�#�*�"!#!#5D!­-8�*�"!#� ��2�ª)7<�*�,$<$=2�0<�­+�. 
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� ê 
�- ªx����2�0%2�+6$

V�[«"2�7%��2���$%0=���"0<2T:�7%2�ª�1x2�0%2 &×§�-/!#ªg!­�#+�2�7 �­+Bá?.":�0%2 � � � £ 'Ñ&r� 
��­ª�2�7%��2���$%0%:�¦ &a7%-"!­�­ª '

��#$%1z����! �,7%7%�#��3��­2�0%7%-"+�Ê¯Ûc-"7 �"-�
��Ã$ ��7%1��"��2,Èx$q58���­���"!�-"Ä 
��#+�ªz7%2*�,7�È?�"+xªz$%1�2�+?�"0<0%-�
�7 
�2�!­!XÊ
!­� �"2D7%��2���$%0%:�¦ &aª?�"7<1�2�ª '�
��#$=1z� � �":x7%7%�­�"+�7%1��"��2"� ()+���2D$=1�2�7<1?�"��2�-"Ä�
r�*«"2¤7<��2���$%0%:�¦ �#7
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������� � � � £ � � �­ªx2��"+�ªz+?�"0<0%-�
�7%:�0¯Äa�"��2�
V�*«/2�7%��2�� $=0%�°7<:���2�0%��-/7<2�ªz-/+Ý$=1x2�§�-"$<$=-/¦ 7%��2�� Ê
$=0<:�¦�Ä×-/0sª�-"¦ �"�#+�7%����2�7

n = 2, 6
�"+�ª

8
�[êã1�2K§�-"$%$%-/¦�7<��2���$=0<:�¦
�­7s0<2�7<�*�"!#2�ª¤§;5�$%1�247%:�0¯Äa�"��2


r�*«"2�+;:�¦'§�2�0 &
FB(k/2)

'�$%-°7%1�-�
�$%1�2�0%2�7<-/+?�"+6$¬§�-"$%$%-/¦ �"+xªc7<:�0<Äa�"��2���-/¦`��-"+�2�+6$=7
�

�Õ1�-/7<2�+�È/$%1�2r7%-"!­:x$%�­-/+'�#7���Ä×:�+�� $=�#-/+'-"Ä $=1x0%2�2ã+x-/+�Êqªx�­¦`2�+�7<�­-/+?�,!;«,�"0<� �"§x!­2�7�&"$=1x2r7<$%2��°1�2��#./16$
h/H

Èx$%1�2 
r�À$=2�0�ª�2��x$=1
k0pH

È?�"+�ªz$=1x2¤0<2�!­�,$=�Ã«/2�7<$%2�� 
��­ªx$%1
k0pL

�

9 ����� � �"L0��A�MsL"!�M$' � %(-�M$-DM /ËJ - % ' � %8-DM215%�M�)
êã1�2��"����:�0%�"��5i-"Ä)$%1�2Ñ7%-/:�0<��2�$%2�0<¦ Ä×-/0 � 0=�"+x./2�-"Ä�+�-/+�Êtª��­¦`2�+x7%�­-"+?�"!ã7<$%2��g1x2��­."1;$%7

h/H
�­7�2�«,�"!#:?�,$%2�ª��­+��­+6$%2�0%¦`2�ªx� �,$%2°�"+�ª 7%1?�"!#!­-�
 
r�,$%2�0�$=1�0<-/:�./1 ��-"¦ �?�,0%�­7<-/+�
��#$%1 $%1�2

 �2��x�"� $  >¦ �,$=�Õ1x�­+�. §�-/:x+�ª?�"0¯5��"!#./-/0<�#$=1x¦ & �¹�#. �E� � � � '�� É�+�2�0%."5�0%2
��2���$%�­-/+T��-�2 �`���­2�+6$=7��"0<2
��-/¦`�?�"0<2�ª�Ä×-/0Æ$ 
�-¢ªx����2�0%2�+6$ 
V�,$%2�04ª�2���$=1�7�È

k0pH = 0.1
�"+xª

k0pH = 0.6
È/0<2���0<2�7<2�+6$Õ�,$%�#«"2

-"Ä¤7%1?�,!­!­-�
 �"+xª��­+6$=2�0%¦`2�ª��­�,$=2cª�2��x$%1�7��ãêã1x2T�­+����­ª�2�+;$ 
r�*«"2�7<��2���$=0<:�¦ 1��"7z�~3��­2�0<7%-/+8Ê
Ûc-/7 �"-�
��#$ �¢7<1?�"��2��

	 7>2�����2���$=2�ª Ä×0%-/¦w�x0%2�«8�#-/:�7>���"!­��:�! �À$=�­-"+�7�È�$%1�2 2�0%0<-/0>�#+ $%1�2 7<-/:�0%��2 $%2�0%¦ �#+���0<2*�"7<2�7

��#$%1Ñ$%1�2>7¯$=2����"¦ �x!­�#$%:�ª�2

h/H
��� -"0

h/H < 0.05
$%1�2¤2�0%0<-/0¬�­+z$=1�2¢��0%2�ª��­� $=2�ªc0%2��?2�� $=�­-"+

��-82��`���#2�+6$=7 �­7°!­2�7%7°$=1?�,+
10%

��êã1x2�7%2�0%2�7<:�!#$%7 �x0%-[«8�­ª�2zÄ×:�0<$%1�2�0`��-"+xá?0%¦ �,$%�­-/+~$=1��,$ $%1�2
1�2��#./16$4-"Ä�$=1�2�!­-8�*�,!­� ��2�ª�7<�*�,$<$=2�0<2�04�­74��!­�#¦ �Ã$=�#+�.¬Äa�,��$=-"0ÆÄ×-/0Æ$=1�2�7<-/:�0%��2¬$%2�0<¦���-/¦`��:x$=�,$=�#-/+�È
§�:x$V+�-"$��#$=7�7%!#-/��2,È 
�1��­�Õ1Ý�#7V�#+xá?+��Ã$=2�1�2�0<2"Èx�"+�ª $%1��­7K0%2�7%:�!Ã$r1�-/!#ª�74Ä×-/0K«"2�0¯5Ý7%1��"!­!#- 
 
r�À$=2�0
�

9 �����=9 �"L0��A�MsL"!�M ' � %(-�M�� /ËC %(- ' � %8-DM 15%�M�)IH4L�C %(-DM�� H��4M 1Q)>M ! 4
%3,xA.6

ÚD2�0<2�
�2)��-/+x7%�­ªx2�0V$%1�2�ª�2���2�+�ª�2�+���2�-"Äs$%1�2�0<2
�?2���$=�#-/+���-82��`���­2�+6$V-/+ $=1x2�
��­ªx$%1Ý-"Äs$%1�2
7<$%2��T�"+xª�$=1�2 
��­ªx$%1�-"Ä¹$=1�2 
r�*«/2�7<��2���$%0%:�¦ Ä×-/0D� 7%¦ �"!#!»�"¦ �x!­�#$%:�ª�2�7<$%2�� &

h/H = 0.02
'

�­+�7<1?�"!­!#-�
�
V�,$%2�0 &
k0pH = 0.1

'��Vêã1x2 +x-/+�Êqªx�­¦`2�+�7<�­-/+?�,!D7¯$=2�� 
��­ª�$=1
k0pL

�­7Ý«,�"0%�#2�ª�È
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������� � � � � � Å�2
��2���$%2�ª 2�+�2�0%."5���-/¦`��:x$%2�ª 
��#$=1�$%1�2°7%-/:x0%��2�$%2�0%¦ &aª?�"7<1�Êq!#�­+�2 'D�"+xª 
��Ã$=1
$=1x2 ¦ �,$=�Õ1x�­+�.Ñ§�-":�+�ª?�"0¯5 �"!­."-/0%�Ã$=1�¦ &×Ä×:�!#!ÃÊq!#�­+�2 ' È Ä×-/0��­+6$=2�0%¦`2�ª��­�,$=2�ªx2��x$%1 &

k0pH = 0.6
'

�"+�ªÑ7%1��"!­!#- 
 
V�,$=2�0 &
k0pH = 0.1

' È?�"+�ªÑ0%2�! �,$%�#«/2�2�0%0<-/0�-"Ä�$=1�2�7%-":�0%��2�$%2�0<¦ �

2
��2�� $=�Ã«/2�!Ã5Ñ�Õ1?�"+�./�#+�.°$=1�2¢��-/7<�#$%�­-/+z-"ÄR$=1�2 
r�*«/2>7%��2���$%0%:�¦ ��2*� ��0<2�!­�,$=�Ã«/2�$=-°$=1�2¢§�-"$<$=-/¦
7%��2�� $=0%�"!V��2*� �;7�&×7%2�2 �¹�­. �E� � � £ '��»Å¬2�7%:�!Ã$=7��"0<2 7<1�-�
�+n�#+�á?.":�0%2�7 � � � B��"+�ª ��� � ©�Ä×-/0

��#ª�2
�"+�ªÑ+?�"0<0%-�
 
r�*«/2¢7%��2�� $=0=��È?0%2�7<��2���$%�#«/2�!#5��

êã1�2¤7=�"¦`2���-/¦`��:x$=�,$=�#-/+��­7ãªx-/+�2�Ä×-/0r$=1x2¤+��"0%0<- 
�7%��2�� $=0%:x¦ & �¹�#. ����� � ©�'��
�?-/0�§�-,$=1 
��­ª�2z�,+�ªi+��"0%0<- 
G7%:�0¯Äa�"��2 
V�*«/2Ñ7%��2���$%0=�xÈÆ$%1�2z7%-/:x0%��2�$%2�0%¦ 5��#2�!#ª�7°�"����:�Ê

0=�À$=2'0<2�7%:x!#$=7�È��"+xª�$=1�2'2�0%0<-/0%7�ª�- +�-"$��"�x��2��"0�$=- §�2�7<2�+�7<�#$=�Ã«/2>$%-Ý$=1�2

��­ªx$%1T-"Ä�$=1�2>7<$=2����
()7%���­!­!­�,$=�#-/+�7r�#+Ñ$%1�2>0<2
�?2���$%�­-/+c��-82��`���#2�+6$�
��Ã$=1z«"�,0<58�­+�.

kp0L
0%2���0%2�7%2�+6$��,+��­+6$%2�0<Ä×2�0%2�+���2

��1�2�+�-/¦`2�+�-"+Ñ$%1?�,$�1?�"7�§�2�2�+cª�2�7%��0%�­§�2�ªÑ�­+z+;:�¦`2�0<-/:�7���0%2 «8�­-/:�7�7¯$=:�ª��#2�7
� � 1�2�+��°¦`-/+�-ÀÊ
�Õ1�0<-/¦ �À$=�­���#+����#ª�2�+6$ 
r�*«/2�0%:�+�7�:�� $%1�2�!#2*�"ªx�­+�.�2�ªx./2�-"Äd$=1�2¬7<$%2��z�,$

x = −L È8�#$K�­7K�?�"0¯$=!Ã5
0%2��?2�� $=2�ª �,+�ª'�?�"0¯$=!Ã5¤$%0=�"+x7%¦`�#$%$%2�ª�� 	 7¹$=1�2�$=0=�,+�7%¦`�#$<$=2�ª¢��-/¦`��-/+�2�+6$����"7%7<2�7Æ$=1x2V0%2��"0Æ2�ª�./2
-"ÄR$=1�2¤7<$%2����À$

x = L
È��Ã$��­7¬�".6�,�­+z�?�"0¯$=� �,!­!#5`0<2
�?2���$=2�ªT�"+�ªc�?�"0¯$=� �,!­!#5°$%0=�"+�7<¦ �Ã$%$%2�ª��?ÇtÄR$=1�2

0%2��?2�� $=2�ª�
r�*«/2�7ã-/0%�#./�­+��,$=�#+�.�Ä×0%-"¦�$=1�2¬Ä×0%-/+6$V�"+�ªÝ0<2*�"0K2�ª�."2�7V-,Ä�$=1�2D7<$%2����"0<2D�#+ ��1��"7%2 
V2
1?�*«/2¢�°��-/+�7¯$=0<:���$%�#«/2¢�­+6$=2�0<Ä×2�0%2�+x��2 
�1��­�Õ1��"¦ �x!­�#á�2�7V$%1�2¢0<2
�?2���$%�­-/+���ÔV-"+;«"2�0<7%2�!Ã5/È�ª�2�7¯$=0<:�� Ê
$=�Ã«/2)�#+6$=2�0¯Ä×2�0<2�+���2)-�����:�0<7ã�#Ä�$%1�2�$ 
�-°0%2
��2���$%2�ª 
V�[«"2)$=0%�"�­+�7V�"0%2

180
ª�2�./0<2�2�7ã-/:x$r-,Ä»��1?�"7<2

�"+�ªÑ�*�,+���2�!�-":x$*Èx58�#2�!­ªx�­+�. ��2�0%- 0%2��?2�� $=�­-"+����?-/0ã!­-/+x.�
r�*«/2�7�È�¦ � �x�#¦':�¦ 0%2
��2���$%�­-/+Ñ-8����:x0%7

�1�2�+

sin2 2kp0L = 1
&^Ûc2��^È � T DA� ' È 
�1�2�0<2

kp0

�#7�$%1�2¤�­+����­ª�2�+;$ 
V�[«"2

V�*«/2�+;:�¦>§�2�0��dêã1x�­7
��-"+�ª��#$%�­-/+��#7ã¦ 2 $ 
�1�2�+�&

2k0pL = (2n− 1)
π

2
, n = 1, 2, 3, · · · & � �E� � '

êã1�2���-/0%0<2�7%��-/+�ªx�­+�.�«,�"!#:�2�7¢-"Ä
kp0L

�"0<2
kp0L = π/4 ' 0.78, 3π/4 ' 2.35, 5π/4 '

3.93 · · · êã1�2�7<2�«"�,!­:�2�7s¦ �,$%�Õ1�
��#$%1�$%1�2�0%2��?2�� $=�#-/+���2�� �;7s-/§�7%2�0<«"2�ª>�#+)$=1�2Æá�./:�0%2�7 & � � � B�ÈE� � � © '
§�-"$=1�Ä×-"0D$=1x2'7%-/:x0%��2'$%2�0<¦ �"+xª�$=1�2'¦ �,$%�Õ1��­+�. §�-":�+�ª?�"0¯5��,!­./-/0<�#$%1�¦ �xÇq+�$=1�2 
��#ª�2'7<��2�� Ê
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������� � � � B � Å�2
��2���$%2�ª�2�+�2�0%."5T��-/¦`��:x$=2�ª!
��#$=1T$%1�2°7%-/:�0<��2�$=2�0%¦ &×ª?�"7<1�Êq!#�­+�2 'D�"+�ª 
��#$%1
$=1�2�¦ �,$%�Õ1��­+x.>§�-/:�+�ª?�,0<5 �"!­."-/0%�Ã$=1�¦ & Ä×:�!­!XÊq!#�­+�2 'RÄ×-/0V� 
��­ª�2�
V�*«/2�7<��2���$=0<:�¦ ��êã1�2�§�-"$<$=-/¦
7%��2�� $=0%:x¦ &

FB
'��­7¢�"!­7<-��­+xª��­���,$=2�ª�È»7%�*�,!­2�ª�§65�$%1�2 +�-"0%¦ �"!­����2�ª 0%2�7%-/+��"+6$'7%:x0<Äa�"��2 
r�*«"2 Ê

+;:�¦'§�2�0'$=-��#+�ª��­���,$=2 $=1�2�0<2�7%-"+?�"+6$`0%2�7<��-"+�7%2 &a§�-/!#ª~ª?�"7%18Êq!­�#+�2 '���(�$=1x2�0��?�"0%�"¦`2�$=2�0%7°�"0<2
h/H = 0.02

�,+�ª
k0pH = 0.1
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������� � � � © � �x�,¦ 2��"7 �¹�#. �E� � � B'§�:x$�Ä×-/0���+?�"0<0%-�
 
V�*«/2¢7%��2���$%0%:�¦ �
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$=0<:�¦ �*�"7<2 & �R�­. �E� � � B '�$=1x2�7%2V-/7%���­!­!­�,$=�#-/+�7»�"0<2V7<:�����0<2�7%7<2�ª �"+�ª>Ä×-"0R1��#./1¢«,�"!#:�2�7R-"Ä
kp0L

ÈÀ$%1�2
0%2��?2�� $=�#-/+ $%2�+�ª�7K$=->�¢��-"+�7<$=�"+6$V«,�"!­:x2��;ÂD7<�­+�.>äV0=�,./.¢7<�*�,$<$=2�0%�­+x.�È6$=1��#7��#7K2�����! �"�#+�2�ª §65`$%1�2
Äa�"� $¬$%1?�,$¬�­+�$%1�2¢!#�­¦`�#$�-"ÄÆ!­�"0%."2�7<$=2�� 
��#ªx$=1

kp0L
$=1�2 
V�[«"2>7<��2���$=0<:�¦ �­7 
��#ª�2�0ã$=1��"+Ñ$%1�2

7%�#ª�2)!#-/§�2�7V-"Äs$%1�2)§�-"$%$%-/¦ 7%��2���$%0%:�¦ &a7<2�2 �¹�#. �E� � � £ 'K�,+�ªÝ$=1�2�2
��2���$%7ã-"Ä»��-"+�7<$%0%:�� $=�#«"2��"+�ª
ª�2�7<$=0<:���$%�#«"2ã�­+6$=2�0<Ä×2�0<2�+���2�7�Ä×-/0Rª�����2�0<2�+6$47%��2�� $=0=�,!x��-"¦ ��-/+�2�+;$��[«"2�0%�"./2ã-/:x$��"êã1�2ã0<2
�?2���$%�­-/+
��-82��`���­2�+6$��#7��°��-/+6«/-/!#:x$=�#-/+�-"Ä»$=1x2�§�-"$<$=-/¦ 7%��2�� $=0%:x¦ �"+�ª�$=1x2�7%:�0¯Äa�"��2 
V�[«"2¢7<��2���$%0%:�¦ÑÈ
�"+�ª�$%18:x74$%1�2ã0%2��?2�� $=�#-/+ �#7Æ�­+x7%2�+x7%�#$%�#«"2r$=-�§�-,$%$=-"¦v7<��2���$=0%�"!?ª�2 $Õ�"�#!­7�
��Ã$=1�7%���"!­2�7�á?+�2�0Æ$%1?�"+
$=1x2 
V�*«/2¤7%��2�� $=0%:x¦ 
��­ªx$%1��

� ��� � ��� 	 � ��� �������

3�0%2�ªx�­��$%�­-/+x7¢-"Ä�$=1�2`7%���,$%$%2�0<�­+�.c-"Är7<:�0<Äa�"��2 
V�*«/2�7>§;5 §�-"$%$%-/¦ $%-/��-"./0=�"�x1;5�§��"7%2�ª -/+
��7<��2���$=0%�"!r2�+�2�0<."5 §��"! �"+x��2Ý2�98:��,$=�#-/+ $=1��,$'�#+���!#:�ª�2�7'� 
r�*«"2 Êq§�-"$<$=-/¦ äV0=�".".�7%���,$%$%2�0%�#+�.
7%-":�0%��2¤$%2�0%¦ & 	 0<ª�1;:��­+Ñ�"+xª�Ú¬2�0%§�2�0<7D£"¨/¨6£ 'r�,0%2���-"¦ �?�,0%2�ª 
��#$%1z2��x�"��$¬0<2�7%:x!#$=7�§?�,7%2�ªÑ-/+
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− ik

)

(h(x)h(x − ξ)) eikξ+ik|ξ|dξdx

} &=� ���CD '

�"+�ª

In = −=
{

1

2nL

∫ +nL

−nL

∫ +∞

−∞

(

d2

dξ2
− ik

)

(h(x)h(x− ξ)) eikξ+ikn|ξ|dξdx

} &=� ��� T '

� 
��Ã$=�Õ1��#+�.>$=1x2)-/0%ªx2�0r-"Äs$%1�2)�#+;$%2�./0%�"!­7�È3� ���CDÀÊ � �E� T �"0%2D�­ª�2�+;$%�­���"!�$%->$=1x2��­0�2�9;:?�,$%�­-/+x7 &^äã£�' �
&^ä � ' È��x0%-[«8�­ª�2�ªÑ$%1?�,$ 
V2�0<2�ª�2 á?+�2

γ
�"7r$%1�2�Ä×:�!­!s�,:x$=-,Êt��-[«,�"0%�­�"+���2)Ä×:�+���$%�­-/+

γ(ξ) =
1

2nL

∫ +nL

−nL
h(x)h(x− ξ)dx.

& � �SB6¨ '

Çq+z$=1��#7ã�*�"7<2
γ

�­7ã-/§6«8�­-":�7%!Ã5Ý0%2��"!»�"+�ªÑ2�«"2�+��"+�ª 
V2¤-/§x$=�"�­+ &=� �E�CB '�Ä×-/0
βi

�
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� 2�1?�*«"2z$%1;:�7���0%-[«"2�ª�$=1?�,$°�#+ -/+�2�ªx�­¦`2�+�7<�­-/+~�,+�ª��­+ $=1x2Ý!­�#¦ �Ã$¢-,ÄD7<¦ �,!­!V§�-"$<$=-/¦
�"¦`��!­�Ã$=:�ª�2�7 $=1x2�7<�*�,$<$=2�0<�­+�.�7<-/:�0%��2 $%2�0<¦ �"����!#�­2�7Ý$=-n+�-/+�Êt0=�"+�ªx-/¦ §�-"$%$%-/¦ 7
�rÇq+�$=1�2�7%2
��-/+xª��#$%�­-/+�7�È"$=1x2D!#�­+�2��"0Æ�?�"0¯$K-"Äd$%1�2D7<-/:�0<��2�$=2�0<¦�0%2���0%2�7%2�+;$%7V$=1x2Dª?�,¦ ���#+�.�-"Ä�$=1�2¬�­+����­ª�2�+6$

r�*«"2�7 &a�"+�ªz$=1;:�7D�"!­7<-`$%1�2¢7<�*�,$<$=2�0%2�ª 
r�*«"2'2�+�2�0%."5 '��*«/2�0%�"./2�ª�-[«/2�0D$=1x2>�"0<2*�°��-[«/2�0%2�ª�§65
7%���,$%$%2�0%2�0%7
�
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� ��� � � � 
�� � ��� � �

9 ��� � : �2' %�H*%(/ '4L"1

A
� ��0<-/�?�".6�À$=�­+x.�¦ -8ª�2�7��,¦ ��!#�#$%:�ª�2 �

b
� 0%-8-"$�¦ 2��"+z7%9;:?�"0<2>�,¦ ��!#�#$%:�ª�2DÄ×0<-/¦G$%1�2�§�-,$%$=-"¦G«,�"0%�­�"+���2 �

B
� 2�«,�"+x2�7%��2�+6$)¦`-8ª�2�7��"¦`��!#�#$=:xª�2 �

Cg
� ./0%-/:x�z«"2�!#-����#$q5 �

Ck
� 7%��2�� $=0=�,!»�"ªx«/2���$%�­-/+z«/2�!­-8���#$q5 �

E
� 7<:�0<Äa�"��2�2�!­2 «,�,$=�#-/+�7%��2�� $=0=�,!�ªx2�+�7<�#$q5 �

FB � 7<¦ �,!­!ÃÊt7%���"!­2D§�-"$<$=-/¦ 2�!#2�«,�,$=�#-/+�7%��2�� $=0<:�¦ �

h
� §�-"$<$=-/¦ ��2�0<$%:�0%§?�À$=�­-"+Ñ1x2��­."1;$ �

H
� 
V�,$=2�0Dªx2��x$%1 �

k
� 7<:�0<Äa�"��2 
r�*«/2�+;:�¦'§�2�0 �

k0

� ��2�� � 
V�*«/2�+;:�¦>§�2�0��­+zª�2�2�� 
r�À$=2�0 �
k0p

� ��2�� � 
V�[«"2�+;:�¦'§�2�0 �
kb,0

�v��2�� �Ý§�-"$%$%-/¦ 
V�*«/2�+8:x¦'§�2�0 �
K
�v��-/:�0<��2�$=2�0%¦ ��-�2 �`���­2�+6$ �

Kr
� �,¦ ��!#�#$%:�ª�2�0<2
�?2���$%�­-/+Ñ��-82��`���#2�+6$ �

L
� 1?�"!#Ä Êt!­2�+�."$=1�-,ÄR$%1�2�0=�"¦`� �

L0

� ��2�� � 
V�[«"2�!#2�+�."$%1 �
n
� ¦`�­!#ªÝ7%!#-/��2��#+���!#�­+?�À$=�­-"+Ý�?�"0%�"¦ 2 $=2�0 �

m
� ¦ -8ª�:�!­�,$=�#-/+Ý�?�,0=�"¦`2�$%2�0 �

R
� 2�+�2�0%."5Ý0%2
��2���$%�­-/+Ñ��-82��`���­2�+6$ �

RMB

��Û��,$%�Õ1��­+�.`äV-":�+�ª?�"0¯5�2�+x2�0%.,5z0%2
��2���$%�­-/+z��-�2 � ���­2�+;$ �
RMei

�vÛc2��s2�+�2�0<."5z0%2��?2�� $=�#-/+z��-82��`���#2�+6$ �
RS

�v��-/:�0<��2�$=2�0%¦ 2�+�2�0<."5z0%2��?2�� $=�#-/+z��-82��`���#2�+6$ �
Sscat

� §�-,$%$=-"¦G7%���,$%$%2�0<�­+�.°7%-":�0%��2¤$%2�0%¦ Ä×-/0r$=1�2 
V�*«/2¤2�+�2�0%."5z7<��2���$=0<:�¦ �

T0

� ��2�� �Ý��2�0%�#-�ª �
α
�v0%�"¦ ���#+���!#�­+?�À$=�­-"+ �

γ
� ¦ �#!­ªÝ7<!­-/��2��­+x��!­�#+?�,$%�­-/+ �

ε
� 0%2��x0%2�7<2�+6$Õ�À$=�#«"2¢§�-"$<$=-/¦ 7%!­-"��2 �

ζ
�
Ä×0%2�2¤7<:�0<Äa�,��2���-"7%�#$%�­-/+ �

η
�v7<¦ �,!­!d���"0=�"¦`2�$%2�0 �

Φ
�
«/2�!­-8���#$q5Ý��-"$%2�+6$=�­�"! �

χ
È
ψn

� ��-/¦`��!­2 $=2�-/0¯$=1�-"./-/+?�"!�7%2 $�-"Ä�Ä×:�+�� $=�#-/+�7 �
ω
� 
V�[«"2>0%�"ª�� �,+ÝÄ×0%2�9;:�2�+���5 �

∆kb

� ª��­7<��0%2 $=���*�,$%�­-/+�-"Ä�$=1x2¤§�-"$<$=-/¦ 7%��2���$%0%:�¦ �
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9 ��� � � �rA �"1(!?,K/ )0%(1

˜
� +�-/+�Êtª��­¦`2�+�7<�­-/+��"!­����2�ª «"�,0%� �,§�!­2 �



� � Ö>¸�º�·R¿ µ[¾}¶ >

� ��� � � � 	 � ��� � � ��� 	 � 
 � ����� ��� 	 � � � � ��� ��� � ��� ��� ��� 	 � ���
� �������

é#
 � $=:�ª�2`��0<������ª�2�+6$%2 &×��-/+xÄ×0<-/+6$Õ�,$%�­-/+�ª�:T$%2�0%¦`2�ª�2°7%-":�0%��2���ª�2�7¤���"7
2
à ')�z¦`-/+6$=0%�,È

9;:�2�! �c��0%�#+����#�?�"!­2 !­�#¦ �Ã$Õ�,$%�­-/+Tª�: $%2�0<¦ 2Ýªx2�7%-/:�0<��2�2�7<$°!�
 �"¦`��!­�Ã$=:�ªx2 ª�2�7���2�0<$%:�0%§?�À$=�­-"+�7
ª�:BÄ×-"+�ª�È42�$ +�-/+B7%� ��2�+6$=2 &×165���-"$%1�è�7<2��­+��Ã$=�­�"!­2Ýªx2��*�,!­��:x!¬ª��"+�7 	 0%ª�1;:��#+g2�$ ÚD2�0%§�2�0<7�È
£"¨/¨/£ '���és2 $%2�0%¦`2 ªx2Ý7%-/:x0%��2,ÈR«,�"!#�­ª�2°$=1���-/0%�#9;:�2�¦`2�+6$'��-/:�0¢ª�2�7¢Ä×-/+�ª�7>�"!­���,$=-/�#0%2�7�È»2�7¯$�2�+
��0%�,$=�#98:x2��"����!#�­���"§�!­2 ��ª�2�7'Ä×-/+�ª�7�!#-����"!­�#7%��7¤ª?�"+x7�! ��!#�­¦`�#$=2°ª�2�7���2 $=�Ã$=2�7'�"¦ �x!­�#$%:�ª�2�7>ª�:
Ä×-/+�ªdÈ/ª��­7¯$=0<�­§�:?�,+;$K�,!­-/0<7Æ! ��«,�"0<� �"+���2rª�2�7K��2�0¯$=:�0<§?�,$%�­-/+�7�:x+��#Ä×-/0<¦ ��¦ 2�+6$�7%:�04!#2VÄ×-/+�ª�� à �"+�7
! ��!­�#¦ �Ã$=2Ýªx2�7 ��2�$%�#$%2�7 �"¦ �x!­�#$%:�ª�2�7`ªx:iÄ×-/+�ªdÈ�!­� 0<�
�?2��x�#-/+B+x2�ª�����2�+�ªg�?�"7 ª�2Ñ! �TÄ×-/0%¦`2
ª�:�Ä×-/+�ª�¦ �"�­7 7%�#¦ ��!#2�¦`2�+6$Ýªx2T7=� «,�"0%�­�"+���2"��ÔV2�$<$=2T��0<-/��0<�­��$%�T2�7¯$zª���¦`-/+6$=0<��2�ª?�"+�7�!#2
�*�,7

2
à ª?�"+�7`!�
 �"����2�+xª��­��2cª�2Ñ!�
 �"0¯$=�­��!­2���0<������ª�2�+;$ 2�+g:�$=�­!#�­7%�"+6$°!­2�7°$=0%�*«"�,:��nª�2�Ûc2��¬2�$

Ú��,+���-8� � & £,¨/¨A� '������d!­2)$=2�0%¦`2)ª�2�7<-/:�0%��2�2�7<$¬§��#2�+z�"ª��"�x$=����-/:�0ã0<2���0<��7<2�+6$=2�0¬!#2�7ã2��d2 $=7�ª�2
ª����d:�7<�­-/+Ñª�2�7�«,�"./:�2�7��?�"0¬! ��$=-"��-/."0=�"��1x�­2�ª?�"+�7D!­2�7�¦`-�ª�è�!­2�7¬ªx2¢«,�"./:�2�7�7<��2���$=0%�":���Èd�#!s7%2
0%� «/è�!­2`��.6�"!#2�¦`2�+6$�2��`���"��2`��-":�0�ª�2�7¢�"����!#�­���,$=�#-/+�7)��!#:�7¤�"�*�,ª���¦`�­9;:�2�7�Ès��-"¦ ¦`2�!­2����"!­��:�!
ª�2���-82��`���­2�+6$¬ª�2�0%���?2����#-/+c��-/:�0ãªx������0%2�+6$=7���0%-,á?!­7�ª�:�Ä×-/+�ª &×«"-/�­0ã7<2��x$%�­è�¦ 2��Õ1?�,���#$%0%2 '��

é»��ª�����:�7<�­-/+�ª�2�7'«,�"./:x2�7'�?�,0>!­2`Ä×-/+�ª ���"!­��:�!­��2 �?�,0>!­2°$=2�0%¦`2Ýª�2 7%-/:�0<��2�0<2���-/7%2Ý7<:�0
!�
 �­+6$%2�0=�,��$=�#-/+ 2�+6$=0%2 ª�2�:�� ��-/¦`��-/7=�"+6$%2�7�ª�2Ý7<:�0<Äa�,��2 &

k1

2�$
k2

'¤2�$�:�+x2Ý��-/¦`��-/7=�"+6$%2Ýª�2
Ä×-/+�ª

l
È67%-/�Ã$4! ��0%2�! �,$%�­-/+dÈ

k1 = k2 + l
È;�*«/2��

ω1 = ω2

�8ÔV2�$%$%2D0<2�!­�,$=�#-/+���-/+x7<$=�Ã$=:�2�!­��0<2�!­�,$=�#-/+
��!­�"7%7<�­9;:�2�ª�2�ª����d:�7<�­-/+�ªx2¢ä�0=�"./. �

äV2�!���-/+x7�2�$°�"!!� & � TAT8� ' È���:��­7 � :?���
��2�!­!­�K2�$��"!�� & � TCT £ '¤-"+;$°¦`�­7¢2�+~� «��#ª�2�+x��2z2�������0%�XÊ
¦`2�+6$Õ�"!#2�¦`2�+6$)!­� ª����d:�7<�­-/+cª�2°äV0%�"./.��": ��-/0<ª�0%2�7)7%:x����0%�­2�:�0%7�2�+T:x$=�#!­�#7=�"+6$D:�+�Ä×-/+�ªTª�-":�Ê
§�!#2�¦`2�+6$ã����0%�#-�ªx�­9;:�2

2
à &aª�2�+�-/¦'§�0<2�7ãª�
 -/+�ªx2

l1
2�$
l2
'���3�-/:�0ãª�2�7r«,�"./:�2�7r7%2���0<-/�?�"."2*�"+6$

7%:x�#«,�"+6$4:�+�2���-"¦ ��-/7=�,+;$%2 � È6! �)0%2�! �,$%�­-/+�ªx2�äV0=�".".¢�,:`�x0%2�¦`�­2�0Æ-/0<ª�0%2�2�7¯$K�*�"0%�"��$%��0%�#7%��2ã�?�"0
k = l1/2

2 $
k = l2/2

� 	 :cª�2�: �x�#è�¦`2¢-"0%ª�0<2"È !­2�7D��-/+�ª��Ã$=�­-"+�7�ª�2¢0<��7<-/+?�"+���2>7<-/+6$�0<�*�"!#�­7%��2�7
��-/:�0

k = l1
È
k = l2

È
k = (l2+ l1)/2

2�$
k = (l2− l1)/2

�"é»2�7���$%:�ª�2�7��x0%������ª�2�¦ ¦`2�+6$4���#$=��2�7
-/+6$D0%��«"��!#�¢:�+x2¤Ä×-/0¯$=2�0%���?2����#-/+��":c+��#«"2*�":Ñª�:c���­��7%-":�7¯Êt1?�"0%¦`-/+��#9;:�2

k = (l2 − l1)/2
È?ª�:

¦ ��¦`2'-/0%ªx0%2�ª�2�./0%�"+�ª�2�:�0�9;:�2°!­2�7)���­��7���0%�#+����#�?�":���È�2�$���2°¦ ��¦`2'��-/:�0)ª�2�7¤�"¦ �x!­�#$%:�ª�2�7
ª�: Ä×-"+�ª 0<2�! �À$=�#«"2�¦`2�+6$¢��2 $=�#$%2�7
�Rés2�7>0%��7%:�!Ã$Õ�,$%7>2��x����0<�­¦`2�+6$Õ�,:���-/+6$>� $=� ��-/+xÄ×0<-/+6$=��7'�[«"2��
7%:x����è�7 �°! �'¦`��$%1�-�ªx2¤ªx2�7¬��-"$%2�+6$=�#2�!#7��[«"2��¤ª�����-/¦`��-/7<�#$%�­-/+�ª�:zÄ×-/+�ªÑ2�+Ñ7%��0%�#2¤ªx2¢¦ �"0%�Õ1x2�7
&^Å�2�5 � TAT £�ÈdÅ¬2 5T2�$¢�"!!� � TCT £ '�:x$%�­!­�#7%��2>ª?�"+x7¤!!
 �,0<$=�#��!#2>��0<������ª�2�+6$��¹Å�2�5T2 $¢�"!�� & � TAT ¥ 'D-/+6$
��$%2�+�ªx:�!!
 �"�x��0%-8�Õ1�2'¦':x!#$=�XÊq���Õ1�2�!#!­2�7Dª�2`Ûc2�� & � T D/© 'D�":�ª�2�:����­è�¦ 2�-/0<ª�0%2,È�0=�[®<-/:x$Õ�,+;$¤�,�­+�7<�
:�+z$=2�0%¦`2 �°!­����-/+�ªx�#$=�#-/+z�":�Ä×-/+�ªdÈ

∂φ

∂z
= ε

∂

∂x

(

δ
∂φ

∂x

)

+ ε2 ∂

∂x

(

δ2

2

∂2φ

∂x∂z

)

.
&=� �EB � '

ÔV2�$<$=2��"�x��0%-8�Õ1�2�¦':�!Ã$=�XÊq���Õ1x2�!­!#2�7V�'��$=�)«,�"!#�­ª���2�ª?�,+�7ã! �>!#�­¦`�#$%2¬ªx2�7���2 $=�Ã$=2�7r�"¦ �x!­�#$%:�ª�2�7Vª�:
Ä×-/+�ª

(δ)
�?�,0ã!­2�7�2��x����0<�­2�+���2�7Dª�2¤äV2�! ��-/+�7�2�$¬�"!!� & � TAT8� '�2 $ � :?�"����2�!­!#�d2�$D�"!!� & � TAT £ '��
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é»�#:z2�$
�K:�2 & � TCT D '�-/+6$¬./��+���0%�"!­�#7%�)!#2�7���-/+xª��#$%�­-/+�7Vª�2�ª�����:�7%�#-/+�ª�2¤äV0%�"./.°ª�2�7�«,�"./:�2�7
�?�"0D!­2�Ä×-/+�ª &a341x�­!­!#�­��7 � T ¥/¨ '���Çq!#7D��! �"7<7%2�+;$)!­2�7D0%��7%-/+?�,+���2�7)ª�2�äV0%�"./. 2�+�$%0%-/�#7D���,$=��./-/0%�#2�7
�
é»�'��! �,7%7%2�Ç4��-"+�7%�#ª�è�0<2¤!#2�7ã�#+;$%2�0%�"��$%�­-/+�7V2�+6$=0<2�ª�2�:�����-/¦`��-"7=�"+6$=2�7�ª�2�7%:�0¯Äa�"��2

k1

2 $
k2

2 $
:�+�2���-"¦ ��-/7=�,+;$%2�ª�2�Ä×-/+�ª

l
È?��
 2�7<$¬��2�!­!#2���$%:�ª��­��2��­���^È

ÔV! �"7<7%2�Ç 





k1 − k2 ± l = 0,

ω1 − ω2 = 0.

& ���EB;£�'

é�� ��! �,7%7%2¢Ç%Çr¦`2�$D2�+ ®<2�:�! �°+�-/+8Êq!­�#+��*�,0%�#$%��ª�:�Ä×-/+xª��­+xª��­9;:?�"+6$D! �`0%��7<-/+?�"+x��2'ª�2¢ª�2�: �
��-/¦`��-/7=�"+6$%2�7�ª�2�7%:�0¯Äa�"��2�2 $Dªx2¤ªx2�:��Ñ��-/¦ ��-/7%�"+6$=2�7�ª�2�Ä×-/+xª��

ÔV!­�"7%7<2¤Ç<Ç 





k1 − k2 − (l1 ± l2) = 0,

ω1 − ω2 = 0.

& ���EB5� '

és2�7�7%�#./+�2�7 − â
+

�#+�ª��#98:x2�+6$�! �'0<��7%-"+?�"+���2¢7<:�§�Ê¯âÀ7%:���2�0ËÊq1?�"0<¦ -"+��­9;:�2�0<2�7%��2�� $=�Ã«/2�¦`2�+6$��
é�� ÔV! �"7<7%2¤Ç%Ç<Çr2�7¯$�!#2¤0<��7<:�!#$=�,$¬ª�2>+�-"+�Êq!#�­+����"0%�Ã$=�)ª�2¤7%:x0<Äa�"��2>�­¦`��!#�­9;:?�"+6$r$%0%-/�#7¬��-/¦`��-,Ê

7=�"+6$%2�7¬ª�2�7%:�0¯Äa�"��2�2�$¬:�+x2¤��-/¦`��-/7%�"+6$=2�ª�2�Ä×-/+�ª$�

ÔV! �"7<7%2�Ç%Ç<Ç 





k1 ± k2 ± k3 ± l = 0,

ω1 ± ω2 ± ω3 = 0.

& ���EBAB '

à �"+�7�!!
 � $Õ�,$��,��$=:x2�! È�!­2¤$=2�0<¦ 2>ª�2�7%-/:x0%��2���2�0<¦ 2 $�ª�2�0<2���0<��7%2�+6$=2�0�7<2�:�!#2�¦`2�+6$�! � 0<��7<-,Ê
+?�"+���2>ª�2>äV0=�,./. ª�2'ÔV! �"7<7%2¢Ç �dÉ�+���-/:�7<7=�"+6$)!#2¢���"!­��:�!»ª�:�$%2�0%¦`2¤ª�2>7<-/:�0%��2 � ªx2�7)-/0<ª�0%2�7
7%:�����0<�­2�:�0%7)2�+���2�+;$%2'ª�:�Ä×-/+xª�Èd!#2�7�ÔV!­�"7%7<2�7)Ç<Ç¬2 $�Ç%Ç<Ç���-/:x0%0=�,�­2�+6$ ��$=0<2'��0<�­7%2�7)2�+T��-/¦`�x$=2"�
és2'$=2�0<¦ 2�ªx2`7<-/:�0<��2°2�7¯$¢2�+��x0=�,$%�­9;:�2�!­�#¦ �Ã$=�¤�?�"0�!#2'0=�"�x��-/0¯$

h/H
È�!­2���-82��`���­2�+6$¤ª�2�0<� Ê

�?2����#-/+z2�+c�"¦ �x!­�#$%:�ª�2D2�7<$¬2�7<$=�#¦ �)�[«"2��¤:�+�2�2�0<0%2�:�0�2�+
h/H

��3�-/:�7<7%2�0¬!­2����"!­��:�!�ª�:�$%2�0%¦`2
ª�2Ý7<-/:�0%��2z�":�� -/0%ªx0%2�7>7%:�����0<�­2�:x0%7���-/:�0%0%�"�#$¢��2�0%¦`2�$<$=0<2 ª�2�0<��ª�:��#0%2 !�
 2�0%0<2�:�0>0%2�!­�,$=�Ã«/2 2�+
(h/H)2

È�2 $D� $=2�+�ª�0%2¢�"�#+�7%��!#2�ª�-/¦ �"�­+x2)ª�2�«,�"!­�#ª��#$%��ª�2���2�$%2�0%¦`2�ª�2�7%-/:x0%��2"�
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� � ����� ��� 	���� ���
é»2 �Õ1?�"���Ã$=0%2 ��0%������ª�2�+6$`+�-/:�7'����2�0%¦`�­7¤ª�2Ý¦`�­2�:�����-/+�+����­$%0%2 2 $'��-/¦ �x0%2�+xª�0%2Ý!#2�7¢!­�ÃÊ

¦ �Ã$Õ�,$%�­-/+x7¤ªx:�$%2�0<¦ 2 ª�2�7%-/:x0%��2
Sbscat

�ÆÔV2�$<$=2���0<� Êq� $=:�ªx2ÝÄ×:x$�¦`2�+���2Ý�­+��Ã$=�­�"!­2�¦ 2�+;$¤ª?�,+�7
!�
 -/§8®<2���$=�ÃÄ)ª�
 �"���x!­�­9;:�2�0°��2c$%2�0<¦ 2Ñª�2�7<-/:�0<��2��,:B�*�,7 0<�*�"!#�­7<$%2zª�
 :x+g�*�"+65"-/+g7%-":�7¯Êt¦ �"0<�­+�È
!­2`Ôr�"+65"-/+�ªx2 �8��0%�#����7 & �¹�­. � B � � '�9;:�����0%��7%2�+;$%2 :x+�2�$=-/��-/./0%�"��1��#2>$=0<è�7���-/¦`��!#2���2�2�$�2�7<$
7%:À®<2 $ � ª�
 �#¦ ��-/0¯$Õ�"+6$=7°2��d2 $=7Ýª�2Ñ0%� Ä×0=�"� $=�#-/+ â,ª����d0%�"��$%�­-/+?â,0%���?2����­-"+�� 	 !�
 �"����0<-��Õ1�2cª�2Ñ��2

� ����� B � � � Ôr�,+;5"-/+�7Dª�2¢����0<�­����7�2 $�é»� �"-/!#! �
�*�"+65"-/+�È;!­2�7Æ«"�,./:�2�747<-/+6$�0<��Ä×0%�"��$%��2�7Kª�2�¦ �"+��­è�0%2r§x0%:x$=�"!­2,È/��2¬9;:��?��0%-[«"-�9;:�2¬ª�2�7�«,�"0<� �,$%�­-/+�7
�­¦`��-"0<$Õ�,+;$%2�7Dª�2'!�
 ��+x2�0%."�­2>ªx2�7)«,�"./:�2�7)!­2>!­-/+�. ª�2�! �`���"$%2�&a�x1�-"$=- B � £ '���és2�7D«"�,./:�2�7�7<-/+6$
Ä×-����"!­�#7%��2�7�È�2�+Ñ�?�"0¯$=�­��:�!­�#2�0 �°!!
 2��8$=0%��¦ �Ã$=�)+x-/0%ªzª�:cÔr�"+65/-"+�ª�2¤����0%�#����7�È?2�¦ �x! �"��2�¦`2�+6$ã0%� Ê
��:x$%�)��-":�0V7<-/+�7%��-"$rªx2)7%:�0¯Ä  �äV! �,� � 
 7r§�2*�"�Õ1  "�?ÔV2)���"+65/-/+z2�7<$ãª�2���:��#7r!­-/+x."$=2�¦ ��7�!�
 -/§8®<2 $

PC�
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������� B � £ � �K�"0<� �,$%�­-/+x7r�­¦`��-"0<$Õ�,+;$%2�7rªx2¤!!
 ��+�2�0<./�­2�ªx2�7ã«,�"./:�2�7¬!#2�!­-/+x.�ª�2�! �����"$%2

ª�
 ��$%:�ª�2�7¬7%:x0D!­�'��0%-/���".6�,$%�­-/+�ª�2�7¬«,�".":�2�7�2�$¬!­�'���­0<��:�!­�,$=�#-/+�ª?�"+x7¬!­� ��-/+�2�ª�2�7<:�0<Ä ��Ûc:x+ �
2�$�êR0%�*5�!#-/0 & � T B5P '�-"+;$�¦ 2�+��>:x+�2>���"¦ ���"./+�2¢ª�2>¦`2�7<:�0%2�7)��-/+x��2�+6$%0=�"+6$�!#2�:�0<7�2
��-/0¯$=7�7<:�0
!­2 ��1���+x-/¦ è�+�2zª�2z0%� Ä×0=�"� $=�­-"+��Æé»����!­�"./2�ª�2�ê�-/0%0<2�5�3��#+�2�7'Ä×:x$`�,:�7%7<�ã!­2Ý!#�­2�:~ªx2Ñ!­����0<2 Ê
¦`�­è�0<2�2�������0%�#2�+���2>�
�"$=�#è�0%2�ª�2�./0%�"+�ª�2¢�"¦`��!­2�:�0�& ÓD2��"0%7<1�-/0<2'��2�ª��­¦`2�+6$¬ê�0=�"+�7<��-"0<$��8$=:xªx5
&^Ó���ê¬� '�� 	 !�
 �":x$%-/¦ +x2

2003
È :�+�2¤+�-/:x«"2�!­!#2¢���"¦`�?�"./+�2¤ª�2¤¦ 2�7%:�0<2�7�ÈdÓ¬2*�"0<7%1�-/0<2�Ôr�"+65"-/+

É ����2�0%�­¦`2�+6$ &^Ó)ÔrÉ
	 ' È;Ä×:x$V0<�*�"!#�­7<��2¬ª?�"+�7�!­2¬§�:x$*È82�+6$%0%2)�,:x$=0<2�7�È8ª�2D¦ �#2�:��`��-/¦ �x0%2�+xª�0%2D2�$
¦`-�ª���!­�#7%2�0�!­� ��0%-"�?�".6�,$%�­-/+Ñª�2�7)«"�,./:�2�7D��-":�0�ª�2�7�§?�,$%1;58¦`��$%0%�­2�7)�":x7%7%�Æ�"§�0%:x�x$=2�7)2�$���-/¦�Ê
��!#2���2�7
�sé#
 -/§;®<2���$%�#ÄK�­+x�#$=�­�"!s��$=�"�#$)ª�2>$=0%�"�#$%2�0D!­2�7���0%-8��2�7%7%:x7¤ªx2�ª�����:�7%�#-/+�2 $�0%���?2����­-"+ ª��"+�7
!­2¢�*�"7�ªx2'��2'���"+65/-/+�7<-/:�7¯Êt¦ �,0%�­+ � !�
 �"�­ªx2>ª�:�$%2�0%¦`2'ª�2>7%-/:�0<��2,È���2���2�+�ª?�"+6$�!­2¤$=2�0%¦`2'ª�2
7%-":�0%��2>7�
 2�7¯$�0<��«"��!­�¢�­+?�,����!­�#�*�"§x!­2)��-/:�0���2�$q58��2¢ª�
 ��$=:xª�2���és2�7�«"�,0%� �À$=�­-"+�7ãª�2¤��0%-"Ä×-"+�ª�2�:x0%7
ª�2D��2)���"+65/-/+�7<-/+6$r$=0<è�7r�#¦ ��-/0<$=�"+6$=2�7��,!­! �,+;$�ª�2

15
�

140
¦cÈ;��!#:�7V./0%�"+�ª�2�7V9;:�2)!­�¢��0<-"Ä×-/+�Ê

ª�2�:�0�¦`-[5/2�+x+�2��»()+c7�
 ��!­-"�­./+�2¢�"!#-/0%7¬ª�:����"ª�0%2>ª�
 �,����!­�#�*�,$%�­-/+zª�:�$%2�0<¦ 2¤ª�2'7<-/:�0%��2>!#�­¦`�#$=�
�":�����2 $=�Ã$=2�7)«,�"0<� �,$%�­-/+x7Dª�:TÄ×-/+xª�� à 2���!#:�7�Èd��2��*�,+;5"-/+�$=0%è�7���0%-,Ä×-/+�ªTÄa�"�#$��­+6$=2�0<«"2�+��#0�:�+�2
«,�"0%�­�"+���2Ýª�:~Ä×-/+�ª~��+�-/0%¦`2Ýª?�,+�7�!­2Ý���"!­��:�!Vªx:�$%2�0<¦ 2Ýªx2�7%-/:�0<��2"��É�+n�x0=�,$%�­9;:�2Ý!#2�7'��!#:�7
./0%�"+�ª�2�7)��0%-,Ä×-/+�ª�2�:�0%7)ªx2'��2'���"+65/-/+�+�
 �­+��?:�2�+x��2�+6$���0%�,$=�#9;:�2�¦`2�+6$���!#:�7�!#2�7¬«"�,./:�2�7�È�§��#2�+
9;:�
 2�!­!#2�7��­+��?:�2�+x��2�+6$¤./0%�"+�ª�2�¦ 2�+;$¤!­� «"�,!­2�:x0�ª�: $%2�0<¦ 2�ª�2°7<-/:�0%��2 ���"0�7=��«,�"0%�­�"+���2,È�7%:x0¯Ê
ª��#¦ 2�+�7%�#-/+�+?�"+6$��,�­+�7<�s! �'0%���?2����#-/+��
Çq! ��ª�-/+���Äa�"!#!­:'7

 -/0<�­2�+;$%2�0�«/2�0%7Kª�
 �":x$=0<2�7K¦ -[5"2�+�7K��-":�0Æ$=0%�"�#$%2�0�! �)�x0%-/�?�,.6�,$=�#-/+�ª�2�7K«,�"./:x2�7
�":�Êtª�2�7<7%:�7�ª�2���2¬�*�"+65"-/+ 7<-/:�7¯Êt¦ �,0%�­+dÈ/2�$K¦`2�$%$%0%2�2�+ ��«8�­ªx2�+���2D!#2�74��0%-8��2�7%7<:�7Vª�2�0<��Ä×0=�,��$=�#-/+
2�$D0%���?2����#-/+���é»2¢�Õ1�-/� �Ñ7�
 2�7<$���-"0<$=��«/2�0%7):x+�¦ -8ª�è�!­2�2�!#!­�­��$=�­9;:�2�ªx2¢0<��Ä×0=�,��$=�#-/+ â,ªx����0=�"� $=�­-"+
& 	 $%1?�"+?�,7%7%-":�!­�#7¬2 $DäV2�!#�­§?�"7<7=� �;�#7 � TATAT È�äV2�!#�­§?�"7<7=� �;�#7ã2�$D�"!��?£"¨/¨ � È � 2�0%-/7¯$Õ�,$%1��­7D£"¨/¨RB 'V9;:��
��2�0%¦`2�$�ªx2)$=0=�,�#$=2�0r!­2�7ã§?�,$%1;58¦`��$%0%�­2�7��>Ä×-/0<$%2�7���2�+6$=2�7�� 	 á�+Ñªx2¤¦`2�$<$=0<2�2�+z��«8�­ªx2�+���2¤!!
 �#¦°Ê
��-/0<$=�"+���2 ª�2�7'Ä×-"0<$=2�7>��2�+6$=2�7�ª�: Ä×-/+�ª 98:x�V7%-"+;$>$=-"$=�"!­2�¦ 2�+;$¢�­+6$%��./0<��2�7�ª��"+�7>��2�¦ -8ª�è�!­2"È
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!­2�7¤0<��7<:�!#$=�,$=7�7<-/+6$>��-/¦ ���"0%��7 ��ª�2�:�� ¦`-�ª�è�!­2�7�ª�2°0%��Ä×��0%2�+���2�7>9;:���7%:x����-"7%2�+6$>:�+�2°��2�+6$=2
ª�-/:���2c&»:�+�¦ -8ª�è�!­2�ª�2`0%� Ä×0=�"� $=�­-"+ â,ª����d0%�"��$%�­-/+T�?�,0=�"§�-/!­�#9;:�2"È�2 $>:x+ ¦`-�ª�è�!­2�7<��2���$=0%�"!Kª�2
0%� Ä×0=�"� $=�­-"+�§?�"7%�¤7%:x0¬!#2)$=0%�"����ª�2�0=�*5"-/+�7��­+6«/2�0%7<2�7��

����
 � � � � � � ����� � ��� � ��� � ��� � � ��� � ���

� � :�� : F 'ãC � #ËM2! '4A ).# �
é»2�¦`-8ª�è�!#2>2�!#!­�#�x$=�#98:x2¢ª�2�0<��Ä×0%�"��$%�­-/+ âÀª�����0=�"� $=�#-/+c��-/:���!#��& 	 $%1?�"+?�,7%7%-":�!­�#7)2�$¤äV2�!­�#§?�"7¯Ê

7=� �;�#7�È � TATCT 'Æ2�7<$���0<��7%2�+6$=��2�+ ª�� $Õ�"�#!�ª?�"+x7�!!
 �"0¯$=�#��!­2V7%:��Ã«"�,+;$K2 $V+�
 2�7¯$Vªx-/+��¬�?�"740%2���0%�#7�ª?�,+�7
��2��?�"0%�"./0%�"��1�2"�6��2�:�!?:�+`2���2�¦`��!­2ãªx2ã¦ -8ª���!#�­7%�,$=�#-/+>2�7<$Kª�-/+�+x�ã��-/:x0�:�+�2�1�-/:�!#2V«/2�+?�"+6$�ª�2
!�
 -/:�2�7<$42�$4ªx2¬����0<�­-8ª�2

15
7 & �¹�#. �SB ��� '��,é���./0<�­!#!­2Kª�2��*�"!#��:�!�2�7<$4$=-":�0%+���2ãª�2

45◦
��-":�0�-/§x$%2�+��#0

:�+�2Ý��-/+�ª��Ã$=�#-/+�!#�­¦`�#$%2���!­:�7¢1�-/¦`-/./è�+�2Ý�": ! �"0<./2"È»ª?�"+x7>!�
 � ��2 ªx: �*�"+65"-/+��4()+ ª��#7<$%�­+�./:x2
��!­�"�­0<2�¦`2�+6$ã!­2�7���-/+x2�7¬ª�2�Ä×-����"!­�#7=�,$%�­-/+ ª�2�! ��1�-/:�!#2��":��z2��8$=0%��¦ �Ã$=��7ãª�2�7¬�*�"+65"-/+�7��

������� B �E� � 3R�"0<$%�­2¤0%��2�!­!#2¢ªx:���-,$=2�+6$%�­2�!�ª�2�7�«8�#$=2�7%7<2�7)��-/:�0D:�+�2>1x-/:�!­2¢ª�2>ªx�­0%2���$%�­-/+Ñ-/:�2�7<$
2�$¬ª�2�����0%�#-�ªx2

15
7

� � :�� � F 'ãC � #ËM�C�M , ��� ,xH ! %(/ '4L
3R-/:�0�ªx2�7��­7<-/§?�,$%1�2�7>�?�"0=�,!­!­è�!­2�7�È»! ��0<��Ä×0%�"��$%�­-/+ ��2�:�$ ��$%0%2��*�,0=�"� $=��0<�­7<��2Ý�?�,0'! ��!#-/�Kª�2

��+�2�!��»3R-":�0�ª�2�7¤§?�,$%1;58¦`��$%0%�­2�7�0%��2�!­!#2�7�Èd! ��0%� Ä×0=�"� $=�­-"+ ªx2�7�«"�,./:�2�7���2�:x$ � $=0%2°� «"�,!­:���2`���"0
! �c$%1���-"0%�­2 ª�2�7�0%�[5"-/+�7�ÈÆ��-/+x7<$=0<:���$%�­-/+�ª�2 !­�­."+�2�7'-"0<$=1x-/./-/+?�,!­2�7 &a0%�[5"-/+�7 ''�":��~��0 � $=2�7�ªx2�7
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«,�"./:�2�7)9;:��Æª�����0<�#«/2�+6$�!­2>�Õ1x2�¦`�­+Tª�2'�x0%-/�?�,.6�,$=�#-/+�ªx2�7)«,�"./:�2�7���Ûc:�+ �c2�$ 	 0<$=1;:�0 & � T ©"£ '
-/+6$)ªx��«/2�!­-/�x���':x+�2>$=2��Õ1�+��#98:x2���-/:x0�!­2�$=0%�"���¢ª�2'0%�[5"-/+T2�+T���"0<$=�"+6$)ª�2�7)2*�": ����0<-"Ä×-/+�ªx2�7
«/2�0%7¬!­2�7ã2*�":��Ñ��2�:Ñ��0<-"Ä×-/+�ª�2�7�� és2�7���98:��,$=�#-/+�7�ª�2�7�0%�[5"-/+�7¬7%-/+6$�È

dx

ds
= cos(θ),

&=B � � '

dy

ds
= sin(θ),

&=B � £ '

dθ

ds
=

1

C

(

sin θ
dC

dx
− cos(θ)

dC

dy

)

,
&�B �E� '

�*«/2��
x, y, θ

! ����-/7%�Ã$=�­-"+�2�$Dª��­0<2���$%�­-/+zª�2�7¬«,�".":�2�7¬2�+c:�+���-/�­+6$�ª�:c0=�*5/-"+�È
s

! ��ª��#7<$Õ�,+���2
!­2�!#-/+�.�ª�
 :�+Ñ0=�*5/-"+�2�$

C
!­�>«8�#$=2�7%7<2¢ª�2���1��"7%2"�

és2¤$%0=�"���>ª�2¢��2�7�0=�*5"-/+�7���2�0<¦ 2 $�ªx2>0%2���0%��7%2�+;$%2�0)ªx2>¦ �"+��­è�0%2�«8�­7<:�2�!#!­2¤! ��$=0=�,+�7<Ä×-/0<¦ �À$=�­-"+
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hi(x)
�,+�ªn��7%�*�À$%$=2�0%�#+�.�$=-"��-/."0=�"��165

hd(x, y)
�¹êã1x2 � à 7%-/!#:�Ê

$=�#-/+z�­7ã$=1x2�+�-"§x$Õ�"�#+�2�ªc�"7ã$=1x2¢!#�­+�2��"0r7%:x��2�0%��-/7%�Ã$=�­-"+c-"Ä¹�"���x0%-/��0<� �,$%2�1?�"0%¦`-/+��#��Ä×:�+�� $=�#-/+�7
��-"0%0%2�7%��-/+�ª��#+�.�$=-�$=1x2�7%2°$ 
�-Ñ$%-/��-"./0=�"�x1��­2�7���êã1�2�0%2`�­7�+�-z!#�­¦`�#$Õ�À$=�­-"+c-/+T$%1�2°7%1?�"��2`�"+�ª
�"¦`��!­�Ã$=:�ªx2¤-,ÄÆ$=1�2¢§�-,$%$=-"¦ 0%2��x0%2�7<2�+6$=2�ª�§;5

hd(x, y)
2�����2��x$�$%1?�,$

hd > 0
È�
�1��­�Õ1����"+T�"!XÊ


V�[587D§�2¤2�+xÄ×-"0%��2�ª�§65Ñ� ��0<-/��2�0��Õ1�-/�#��2¤-"Ä
hi

È?Ä×-/0ãÄ×:�0¯$=1�2�0Dª�2 $Õ�"�#!­7ã7<2�2P< �����1� ��� � � �
� � ��� �����
� � TATAT �!�xêã1x2 
V�*«/2¤��-,$=2�+6$%� �"!�7<-/!­:�$=�­-"+Ý-[«/2�0ã$%1�2¢£ à $=-/��-/./0%�"��165 &

hi

'V�­7r./-[«"2�0%+x2�ª�§65Ý$%1�2
2�9;:?�À$=�­-"+�7'ª�2�7%��0<�­§�2�ª���0<2�«8�­-/:x7%!#5��¹êã1�2�
V�*«/2z��-"$=2�+;$%� �"!V�"7%7<-���� �,$%2�ª 
��Ã$=1 $%1�2�7%���,$%$%2�0%2�0%7
&
hd

'D�#7�-/§x$Õ�,�­+�2�ª��"7)$=1�2�7<-/!­:�$=�­-"+T-"Ä�� � à 7<�*�,$<$=2�0%�­+x.���0%-/§x!­2�¦ �dêã1x2`ªx2���-"¦ ��-/7%�Ã$=�#-/+�-"Ä
$=1x2�$=-/��-/./0%�"��165`�­+

hd

�"+�ª
hi

�­7V+x-"$r:�+x�­9;:�2�!Ã5`ª�2�á?+x2�ªz§65 $%1�2)��-"+�7<$%0=�"�#+;$%7V$=1��,$
hi

�#7V�­+8Ê
«,�"0%�­�"+6$��"!#-/+�.

y
�"+�ª

hd > 0
È"�"+�ª�$=1�2�0%2r�#7¹$=1;:�7�+x-�7%�­¦`��!#2V��16587%�#�*�"!��#+6$=2�0<��0%2 $Õ�,$%�­-/+>-"Ä $=1�2

7%���,$%$%2�0<2�ª á?2�!­ª 
�1��­�Õ1Ý��-/0%0<2�7<��-/+xª�7�$%->§�-"$=1 0%2
��2���$%�­-/+ �"+�ª 0%2�Ä×0%�"��$%�­-/+`2
��2�� $=7
�xêã1�2D¦ �"�#+
§�2�+�2 á�$�-"Äã$%1?�,$'ªx2���-"¦ ��-/7%�Ã$=�#-/+ �#7¢$=1��,$>$%1�2Ý7%���,$%$%2�0<2�ª 
V�[«"2�á?2�!#ª ��0%-"�?�".6�,$%2�7¤$=-�
r�,0%ª�7
$=1x2¬-":x$=7<�­ª�2�-"Ä�$=1�2�¦`-�ªx2�!�ª�-"¦ �"�#+°�"!­!x�"!­-"+�.)$=1�2�§�-/:�+�ª��"0<5"È 
�1��­�Õ1`./0%2��,$=!Ã5'7<�­¦`��!­�Ãá?2�7¹$%1�2
7%��2����#á?���,$=�#-/+z-"Ä�$=1�2�1�-/0<� ��-/+6$Õ�"!�§�-/:�+xª?�"0<5Ý��-/+�ªx�#$=�#-/+�7
�



�"H?��ÁaÞsµ}¿=��¼nÎ�¶8ÒIH�ºKJ�Þ»¶8Ò`º?Þ �=Î�¶8Ò*Ò*Þ�ÒÝÎ �ÃÞR¼�Ï/º?¼�ç ��¼�Ò ��Þ�Ò�� � º�¾À¿^¼ 	�¿a¼�
¹Þ»¶�¼�Ï/¶�Î»¶TÁ×º
¾}Í�
R¶�
»¿���¼ � �

Çq+c��0%�"��$%�­��2 
�2��Õ1�-/7<2

hi(x) = min {h(x, y) for y ∈ [ymin, ymax]} .
&�B � �C� '

�?:�0<$%1�2�0�È4$%1�2�§��,$=1658¦ 2 $=0¯5
hi + hd

�#7 ¦`-8ª��#á?2�ªi§65n�­+x��!­:xª��­+�. ��$=0=�,+�7%�Ã$=�­-"+i0<2�./�#-/+nÄ×-"0
y < ymin

�"+�ª
y > ymax

�­+�
�1x�­�Õ1
hd

."-�2�7>$=- ��2�0%-��À$'$=1�2 ¦ -8ª�2�!�§�-":�+�ª?�"0¯5/ÈR7%-�$=1��,$
+�-�7%���,$%$%2�0%�#+�.~7%-":�0%��2�7Ñ�"0%2T-"+�$%1�2T§�-/:�+�ª?�,0<5��,+�ª 
r�*«/2�7��,��$=:��"!­!Ã5B��0<-/�?�"./�,$=2�-":x$z-"Ä
$=1�2¤ª�-/¦ �"�#+��?êã1��­7¬¦`-�ª��Ãá?�*�À$=�­-"+Ñ-,Ä¹$=1x2>§?�,$%165�¦`2�$%0<5Ñª�-82�7¬+�-"$D�Õ1?�"+�."2¢$=1x2>��0<-/�?�".6�À$=�­-"+
-"Ä)$%1�2��­+x��-/¦`�­+�. 
V�[«"2�7�Èr��0%-[«8�­ªx2�ªB$%1?�,$ $%1�2�-���7%1x-/0%2c§�-/:x+�ª?�"0¯5i�#7 �#+B:�+��ÃÄ×-/0%¦ 
V�,$%2�0
ª�2���$=1�È?�,7r�­+ $%1�2)$=2�7<$����"7%2�7ãª�2�7<��0%�#§�2�ªz§;5,< �����1� ��� � � �
� ����� ������� £"¨"¨ � �^Èx-/0��­+�ª�2�2��z2�+�-":�./1

r�À$=2�0°7<- $%1?�,$ � :x+��#Ä×-/0<¦ 
V�,$=2�0°ª�2��x$%1B���"+i§�2z��0%2�7%��0%�­§�2�ª 
��#$%1�-/:x$°1?�*«8�­+x. �"+�2��d2���$
-/+�$%1�2

V�*«/2�7
�»��-/!#:x$=�#-/+�7¬�"0<2>-/§x$=�"�­+x2�ª�§65c7%-/!Ã«8�­+�. � ��-":���!­2�ª�Êq¦`-8ª�2�7<587<$%2�¦ÑÈd7%�#¦ �#! �"0�$=-
É�9 � &=B � � ¨ ' È�§�:�$�2��8$=2�+�ª�2�ª�$=-Ý$ 
�-Ñ1�-/0%����-/+6$=�"!¹ª��#¦ 2�+�7%�#-/+�7

(x, y)
Èd�"+�ª���-":���!­2�ª�
��#$%1�$%1�2

§�-":�+�ª?�"0¯5 ��-/+�ª��Ã$=�#-/+�7V2�+�7%:x0%�­+x.�-/:x$=."-/�­+�.¢0=�"ªx� �,$%�­-/+��;êã1�2�7<�?�,$%� �"!�./0%�#ª Ä×-/0V$%1�2)7<�*�,$<$=2�0<2�ª
á?2�!#ªz�­7ã2��8$%2�+�ª�2�ª 
��#$%1Ñ�°ª��"¦ �x�­+�.�!­�[5"2�0��"!#!s�"0<-/:�+�ª�$=1x2¤§�-/:�+xª?�"0<5 ��< �����1� ��� � � �
� � ���������­È
£"¨/¨ � ���

äV-"$=1
2
à �"+xª

3
à �#¦ ��!#2�¦`2�+6$Õ�À$=�­-"+�7�-,ÄR$%1��­7ã¦`-�ªx2�!����"!­!#2�ªzÓDê�Â 	 ©°�"0%2�:x7%2�ªÑ1�2�0%2�$=-

�­+6«/2�7<$%�­.6�,$%2 
V�[«"2���0%-"�?�".6�,$%�­-/+�-[«/2�0°�c7%:�§�¦ �"0<�­+�2Ý���"+65/-/+$�ÆÇtÄ 
V2�+x2�./!#2���$>$=1�2Ý7<!­-/�x�­+�.,Ê
§�-,$%$=-"¦y¦ -8ª�2 �"+�ª $=1�2 2�«,�"+�2�7%��2�+6$�¦ -8ª�2�7�È��"+�ª�0%2�$=�"�­+ �­+ $=1�2`!­-8�*�,!ÃÊq¦`-8ª�2'7%2�0%�#2�7>-"+�!#5
$=1�2���0<-/�?�"./�,$=�#+�.�¦ -8ª�2

ϕ0(x, y)
È�$=1��#7ã¦ -8ª�2�!#&^ÓDê�Â 	 © 'V2��x�"��$%!#5�0<2�ª�:���2�7¬$=- Û�Û��xÉãÈ

∇2ϕ0(x, y) +
∇(CCg)

CCg

· ∇ϕ0(x, y) +
[

k2
0 + f1∇̇2h + f2(̇∇h)2

]

ϕ0(x, y) = 0,
&�B � � £ '


�1�2�0<2
f1 = f1(x, y)

�"+�ª
f2 = f2(x, y)

�"0<2°0%2�7<��2���$%�#«/2�!#5TÄ×:�+x��$=�#-/+�7�ª�2���2�+�ª�2�+6$>-/+ $%1�2
§�-,$%$=-"¦ ��:x0<«,�,$=:x0%2¬�"+�ª`7%!#-/��2 Êq7<98:��"0%2�ª`$%2�0%¦`7�� � 0<-/¦�É�9(� &=B � � £ ' È/$=1�2DÛ��xÉ��­7�-/§x$=�"�­+x2�ª°§65
Ä×:�0<$%1�2�0�+�2�./!­2���$%�­+�.'$%1�2���:�0¯«"�À$=:�0<2¢�,+�ªc7<!­-/��2 Êt7%9;:?�"0<2�ªz$=2�0%¦`7��

Çq+`$%1�2¬Ä×-"!­!­-�
��#+�.)7%2���$%�­-/+�7�È/$=1�2�7%2�$ 
V-¤Ä×-/0%¦>:�! �,$%�­-/+x7�& Û��xÉ~�"+�ª Û�Û��xÉ ' 
��­!#!x§�2¬��-/¦�Ê
�?�"0<2�ª�$%-Ñ$%1�2°Ä×:�!­!K©}Êt¦ -8ª�2�¦`-�ªx2�!Æ$=-c2��x�"¦`�­+�2�$%1�2 �#¦ ��-/0¯$Õ�"+���2�-"Är7¯$=2�2�� §�-"$%$%-/¦w7%!#-/��2
2
��2�� $=7�È 
�1��­�Õ1��,0%2cÄ×:x!­!#5n�,����-":�+6$=2�ªgÄ×-"0 �­+n$=1��#7 ¦`-�ªx2�!��4êã1�2TÛ��xÉ �"+�ª�Û�Û��xÉ 7<-/!­:8Ê
$=�#-/+�7ã�"0<2)-/§x$=�"�­+x2�ª�§65Ý2����,��$=!Ã5 $%1�2�7=�"¦`2)7<�*�,$<$=2�0<�­+�.�¦`2�$%1�-8ª�ª�2�7<��0%�#§�2�ªÑ�"§�-[«"2 
��Ã$=1Ý$%1�2
7=�"¦`2���-/¦`��:x$=2�0V��-�ª�2D�­+ 
�1x�­�Õ1 $%1�2)1��#./1 -/0<ª�2�0�§�-,$%$=-"¦ 7<!­-/��2�$=2�0<¦ 7V�"+�ª âÀ-/0V2 «"�,+�2�7<��2�+6$
¦ -8ª�2�7��"0<2¢$%:�0%+�2�ª�-�� � � -"0"� à �*�"!#��:�!­�,$=�#-/+�7�È?-/:�0¬:�7%2¢-"Ä4� 0<2�./:�!­�"0�./0%�#ªc7<2�$%7)�­¦`��-"0<$Õ�,+;$
��-/+x7<$=0%�"�­+6$%7�-/+T$=1�2°¦`-�ª�2�!¹�#¦ ��!#2�¦`2�+6$Õ�À$=�­-"+�ª�:�2�$%-z$%1�2�0%2�9;:��­0<2�¦`2�+6$=7�$=-z1?�*«"2°$%1�2°-�� Ê
7%1�-"0%2�§�-":�+�ª?�"0¯5��­+zª�2�2�� 
r�À$=2�0D�"+�ªz7<: �`���­2�+6$�0<2�7%-"!­:x$%�­-/+Ý$%-`0<2�7<-/!#«"2¤$%1�2 
r�*«/2�!­2�+�."$=1c-"Ä

r�*«"2�7��#+�$=1�2¤7%1?�,!­!­-�
�2�7¯$��?�"0<$%7D-,ÄR$%1�2�¦ -8ª�2�!sªx-/¦ �,�­+���êã1�2�7<2¢��-/+�7<$%0=�"�#+6$=7¬��:x$¬��0=�,��$=�#�*�"!
!­�#¦ �Ã$=7ã-/+�$%1�2>ªx-/¦ �,�­+Ñ7%� ��2¢Ä×-/0�� ./�Ã«/2�+ 
r�*«"2���2�0%�­-8ª��,+�ª�0=�,+�./2>-,Ä 
r�,$%2�0Dª�2��x$%1�7��dÚD2�0%2
��¦`�­+��#¦':�¦y-"Ä"Pc��-/�#+;$%7>��2�0 
V�*«/2�!­2�+x."$=1��­+ � ¨�¦ ª�2���$=1 
r�,7'2�+xÄ×-"0%��2�ª�ÈÆ�#+~��ª�-/¦ �"�#+
$=1?�À$)2��8$%2�+�ª�7 B � ¥ �;¦ -"�d7<1�-/0%2"�s��:x�Õ1�� ! �"0<./2¢ªx-/¦ �,�­+ 
��Ã$=1T� 1��­./1�0%2�7<-/!­:�$=�­-"+�!­2��"ª�7¬$=-
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¦`2�¦`-/0<5��#+6$=2�+x7%�#«"2D�#+6«/2�0<7%�#-/+ -,Ä�! �,0%./2�7%���"0%7<2D¦ �,$=0<�­��2�7��;Ú¬-�
V2 «/2�0�È�$%1�2�Ó¬ê�Â 	 ÈxÛ��xÉ~�"+�ª
Û�Û���É ¦`-8ª�2�!#7¢�,0%2`!­�­+x2*�"0�È»�"+�ª�$%1;:�7¢$%1�2 �x0%-/�?�,.6�,$=�#-/+ -"ÄV$%1�2 ª����d2�0%2�+;$¢-���7%1�-"0%2�
r�*«/2
��-"¦ ��-/+�2�+;$%7��*�"+Ñ§�2���2�0¯Ä×-/0%¦`2�ªz7<2��?�"0%�,$=2�!#5"È?7%2�9;:�2�+6$=� �,!­!#5 -/0��­+��?�,0=�"!#!­2�!!�

äV2�Ä×-"0%2 ��-/+�7<�­ª�2�0%�­+x.c$=1x2 Ä×:�!#!K��-/¦`��!­2��x�Ã$q5�-"Är$%1�2 � à �8��0%�#����7ËÊËé»� �"-/!#! �ÑÔr�"+65/-"+~7<587¯Ê
$=2�¦cÈ�
�2>á?0<7<$�2����,¦ �#+�2¤$%1�2>§�2�1��[«8�#-/:�0�-,ÄÆ$=1�2�7%2�¦`-�ªx2�!­7��#+c$=1x2'�*�"7<2>-"Ä4¦`-/+�-8�Õ1�0<-/¦ �À$=�­�

V�[«"2�7���0<-/�?�"./�,$=�#+�. -[«/2�0

2
à �­ª�2��"!­����2�ªc�*�"+65"-/+T��0%-,á?!­2�7 &×$%0=�"+x7<«/2�0%7<2�7%2�� $=�#-/+�7)-"Ä¹$=1�2��,� Ê

$=:��"!D���"+65/-/+x7 '�� � 2���-/+�7<�­ª�2�0Ý§�-,$=1g+�-"0%¦ �"!��­+����­ª�2�+���2,È�Ä×-/0 
�1��­�Õ1�¦ �"+65n7<$=:xª��­2�7Ý1?�*«/2
§�2�2�+T�x:�§�!­�#7%1�2�ª��­+x��!­:xª��­+�. � 0<2���2�+6$�7<$%:�ªx5�-,Ä4�­+xÄ×0%�"./0=�*«8�#$q5 
r�*«/2�0<2
�?2���$%�­-/+T§65�é�� �"-/!­!­�
Ôr�"+65/-"+ � ���	��

��������� ����� £"¨/¨6© � Èx�"+�ªz-/§�!#�­9;:�2)�#+����#ª�2�+���2"È 
�1x�­�Õ1z�­7r0<2�!#2�«,�"+6$ã$=-�-/§x7%2�0¯«/2�ª
7 
�2�!#!s��0%-"�?�".6�,$%�­-/+�-[«"2�0�����0<�­����7DÔr�"+65"-/+��
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dz.
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ei(k.x−ωt).
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x
′ = x − Ut,
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ei(k.x−ωt) = ei[k.x′−(ω−k.U)t].
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σ = ω − k.U = ω − kU cosα,
� �)� D��

�+���
�
α

& �g�!��-�&A�1���#" � �
k

�
"
U
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ω − kU cosα = ±σ(k) = ±(gk tanh kh)1/2.
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U cosα > 0
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1.813
$c�!���_$*��-����/*����!�#"

�Y�>�!��;��
��-�;#"1�!6)�!��"
0.12

� �e�A" ;�����"c����� � �
�#"B�!���
0.10

� �e�="/;_�
��� �*���#" ( �Y��� �*���#"%-!�����:�
�/�S"/���!�J�A$Z2�� �>�[�����
�b6#RJ2�� �J2�$)( �%���Y$d"/�����A��$ �Y�
� �%�:%M�����M"/��� �e�="/;J�����*� ���#" ����&A�M�
�A" ����$

U
���

0
�,���

0.32
� (�$

−1
��2�$*" � ����� �E�*��� "/;��9�/���
2P���

1.9
���W�," ���%����2�" ; � �
��&�&A�������!� �e�A"/;+"/;��

�Y�>�!�e�����*���
" ����� (43C" �E�!&�&�� �e$ � " ;��,"f" ;��W���!���`���/�J�
��$ �A�����!&F6��,� $f;��
��-�;#"
a/H

��UF���!&A$
0.26 � "/;���J� %M�;��� � 6)�!"*"/��� $*&���27�

2πa/λ
�
U[���!&�$

1 � "/;�� �W� ���1$*"/�
��2�����$ $
kA
�,�!�*����$ �E� ���

0.032
"/�

0.1
�,��� � kH �E�*���

1.2
" �

3.9
( �@;���$*��2��!� ���
�
"/�
� $3�L�TRO67�0"/�[�L&��!� -!� �E���c�J$d"/�*���
"1�!2�2�&��+�

�T�S"/���!�J���)"/;��V"/;��
��� �A��$ �I6��,$ ���J���b�,�L�.%M2��,��$ �A���L��� "/;��V6)�," "/��� $ &A��2)��� � �A� 6#R � ��� BCB !:�!���
���+&������T�!� �Y�>�!��$ � , �.R � ����� c�!Y" ;��,"1�!� �0��$ �
�P����"/;�� �E��&�&A� �e�A��-H$ �
�
" ������$V"/�J���#"/�
� 2��*�
"1" ;��
�
�T�!$*��� �-�J�
�F" $)(
, ��-���&��!� �Y� ���9�
�T�!$*��� �-�J�
�F" $ �Y�
� �e�T�,� � �A�����!��" �e�A" ;H�������W�T�!2��!���="/�/�!�W$*R[���<;�� �����!��$ �W� ���
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(a)

(b)
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� D ( � � � �,�
"/�<;L��� "/;��c�:%�27���*�;�
���#"<�,&�$ �
""�`��2 � �I� !f��� �!$ $Y$*���."/���!� � �I6 ! �[��� � �E� ��� �,6)�>��� (
.����@� �
-���&'�,� �Y� ���
$ � -��!��-��
$V&A�M���,"/�A����$e�!�*� n 1

� n 4 � n 6 � n 8 ��n 10
� n 12 � �
���
� � �C2�� ��27��&A&��
� $

�!� � 

1

�!��� 

2 � 0 I - �A$90

1
( .����B���*� ��-!��&'�!� �W� �!��$ � -#�,��-���$B&A�M���,"/�A����$B�,� � n 1

� n 3 �]n 4�I6��M"
0.05

�-� ��� �e��$d"/�*�T��� �!$4�������A�T�," ���H�A� .4��- ( � 6 ! �"n 5
� n 9 �"n 10

�E6���"
0.05

�)� ��2�$*" � �T� �
�!$Y�A�����A�T�," ���L�A� .4�A- ( � 6 ! ��n 11

� n 12 � �
�����*� �`2�� ��27��&A&����*$\�!� � 

1

�!��� 

3 � 0 I - �A$ 0

1
( .����

"/;��_�����*� ���#" �
�T�!$*��� �-�J�
�#"/$Q�!&A����-N" ;��_"/�!� � � �e�A" ;�����" �W� �!��$ ��� �"! � y = 1
� �E���
"/;��


+���
� � �C2�� �!2)�
&�&��
� � y = −1
� �E���W"/;��T0 I - (
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$e�!;��T�,�Q��� "/;��B$d"/� ���
"/��� � � n 1

� n 4 � $*���T.4�A- (�D�( � ! ������1���L" ;�� �
������&���� n 6
!>�,���L" �>�
67��;�������� n 8

� n 10
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$)( � �>���
��� � � n 11 ��n 12
! �Y�
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y
�`� %M��$

"/� �
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� $ �!& �,�!�*�'�," ������$ � " ;��,"Z2��*� �!���L" �067�V����-�&A��-��A6�&��>��2 �W� �!� �E� ���
"/;��
6��!� $-( .����B���*� ��-!��&'�!� �W� �!� �
�T�!$*��� �-�J�
�#"/$B" �Y� �
��� �H2��*��67��$ � n 5 ��n 7

! �>���*�L�,�������
���Q" ;�� �J�A����&��c���?"/;��D2��," �<;P�!�����!���D�!"/;��
�9�J���*� � n 9

!Y�S"@"/;��D����� (
�@;��c�.%M2)�
� �/�J�
�F"/�!& 2�� �[���
�����*�1���("/;��12��*��$ �
�����1���X����� � �
�#"W��$>�!$ �E��&�&A� �e$)(�0W"Z"/�;�
�

t0 = 0
$

$*"/�!�*" $>" ;��c���,"<�0�!��UF���A$ �A" ����� (��@;��1�
��� �*���#"W�A$>-!�����
�/�," ���Q�,"
t1 = 10

$)(��@;�� �W� ��� �L���,���Z��$
�!�."/�/�,�," ���+�,"

t2 = 130
$)(�.����@� �
-���&'�,� �W� ��� �J���!$ ��� �)�
���#" $ � "/;�� �Y�>�!���J���!�
�c�A$e$*"/�!2�2)�
�

�,"
t3 = 310

$-( .����@���*� ��-!��&'�!� �W� �!� �
�T�!$*��� �-�J�
�#"/$V�A"@�A$@$*"/�!2�2)�
�P�,"
t3 = 730
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� Q ,:Q�, � ��� � /���� ��� \�1 V 
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"/;������T�!&A����&��,"/�1" ;��B� �.,����."/�A��� �E�!�W�T�!�<; �Y�>�!� �E�*��UF���
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R������J27�����
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�
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�L"/�0"/;��*���B2��*��6)�
$ � , �
RJ�
"@�!& ( � c;:�:�c�!:(3`� " ;�� �E�!&�&�� �e�A��- � 2��*��67��$0�!� �
&'�!67��&A&��
�

1 � 2 �!���
3
�E�!�0$*�;�
2�&��A���A"`R � " ;��
R �!�*�J&A�M���,"/�
�^�,"

x = xi � i = 1, 2, 3
(

�@;��H$ ���#�I�!�
�H��&��.�,�,"/�A���
η(x, t)

�E���B� �Y� ��� �I��� �W� ���(�
���J27�����
�#":!c��� �E�*��UF�������
R
f =

ω/2π
� ��$*��&A" ����- �E�*��� " �>� 2�&'�!��� �Y� ���
$ � "/�/� �!��&��A��-]��� ��2�2)��$*�A" �������*���
" ������$O�!&�����-^"/;��

x
� � %��A$@��$@���?"/;�� �E�!� � E

η(x, t) =
{

a−e−ik−x + a+e+ik+x
}

eiωt � D ( � !
�e;��
� �

a−
�,���

a+
�!�*�0�
���
2�&��:%+���J2�&��A" �����
$)(

k∓
�!� �D"/;����W� �!���F� ��67���*$B���f"/;��9�������������#"

�!����� �.���
� $ �
�_�*�������A��- �W� ���
$ � -��/�!����6#R

(ω ± Uk± )2 =
(

σ±
)2

= gk± tanh(k±H)
� D ( c�!

�e;��
� �
H

�A$H"/;�� �Y�,"/�
�J���
2�"/; � �!��� σ±
�,� �Q"/;��O�*��&'�S"/�/�!�'�E� �
U[�������
����$J��� �����[��� �������," �

$*R[$d"/�)� � "/� � ����&A����- �e�="/;$���
&��[���A"`R
U
( �@;��D" ;����!� �
" �����!& �.%M2��*��$*$ ���!� �E���W" ;����E� ���B$*���#�I�,���0�,"

"/;��V27��$*�A"/�A�������)2��*��6)�
Gn

6��,$ ���
��� 01�A�*R �W� ���
$Y�A$f-��/�!��� �E���:�!�
�!�*6��A" �/�!�dR9�<;������
�V� �)" �;�
�
o��
� �
6#R E

ηn =
{

aie
−i(k−x1+∆n−) + are

+i(k+x1+∆n++ϕ)
}

eiωt � D ( � !
�e�A" ;

∆−
n = k−(xn − x1)

�!���
∆+

n = k+(xn − x1) � ai

�!���
ar

�,� �P"/;��h���J2�&��A" �����
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�����
�F"0�!���N� �.,����."/�
� �W� �!�b�!���
ϕ

" ;��
2�;��!$*�L&'�,-�� �Y"/;��J�*�-,��
�
"/�
� �Y�>�!��( �@;��
�����
27�������#"@� �1�E�*��UF�������
R

f
��� " ;��B��&A�-�,�,"/�A���b���?"/;����E� ���B$*���#�I�,���D�!$ �
�T�!$*��� �
�O6FRb2�� ��67�

Gn

�
n = 1, 2, 3

!Z��$@���?"/;����E���#� E

η(m)
n = Ane

i(ωt−ϕn) � D (�	 !
�e;����*�D$ ��27���*$ ���*��2�"

(m)
�������A�T�," ��$Y" ;�� �J���!$ ��� ��� �,�!&�����$)( �@;��K���J2�&��A" �����B�,���O2�;��!$*�

An�!���
ϕn

�!�*�%���
" ���#�J�A����� �E�*��� �J.������ �A���>�!���!&=R[$ ��$>���X"/;��%$ �A-����!& �J���!$ ��� ���Q6#RJ2�� �!6)�
Gn

(
012�2�&������,"/�A�������)"/;��9�
�
" ;��M�(��� &����!$*"\$*U[���!� �
$>"/�D���S"<���E� ��� 2�� ��67��$

G1

" ;�� ����-�;
G3

&��T�,��$
"/�b" ;������."/���#�J�A���," �����+���\"/;��6�
�[����&�� ���\" ;��H���
2�&��="/������$1� �:"/;��H�A�����A�����#"B�,���h� �-,����
" ���
�W� �!��$1�
���
2)�������#"/$

ai

�!���
ar

|ai| =

∣
∣
∣
∣

s2s3 − s12s4

s5

∣
∣
∣
∣

� D ( =�!
|ar| =

∣
∣
∣
∣

s1s4 − s12s3

s5

∣
∣
∣
∣

� D ( D�!
�e�A" ;

s1 =
3∑

n=1

e−2i∆−
n ; s2 =

3∑

n=1

e+2i∆+
n ; s12 =

3∑

n=1

e+i(∆+
n −∆−

n );
� D ( e�!

s3 =
3∑

n=1

Ane
−i(∆−

n +ϕn); s4 =
3∑

n=1

Ane
+i(∆+

n −ϕn); s5 = s1s2 − s2
12
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� 27��$ �="/���!�j� � 01�A�*R �Y� ���
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�E� �
U[�������.R

fp � ����$*���*�
"/�K������� -,RO������$*�A"`R�$ 27���."/� ��� � I � ! �E���@67�!" ;+�A�����A�����#"c�!���+� �-,����
" ���
�W� �!��$9���!�j6)�(���.*������ 6#R

Ei,r(fp) = 1
2
a2

i,r(fp)
�E���

m2/Hz)
( �@;��J$#�J�[�!"/;h�
$*"/�/�L�S"/�H���

"/;��D$*2)�
�
"/� �!&X���
��$ �="`R$�E�����
" �����O�A$W"/;��
�

W (fp) =
1

2m+ 1

j=+m
∑

j=−m

E(fp+j)
� D ( � !

�e;����*�
m = 10

�E���W"/;��D2��*��$*���#"1$d"/���MR�(
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$ � �E� ��UF���
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��&'�," ���D"/;��*����-�; . �!$*" .������*���
�
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" �����N���[� �
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R
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�^6#R
R = |ar |

|ai|
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�
"/�A���
�J���!$ ��� �)�
���#"
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|ai| =
1

2

∣
∣
∣
∣

sin(∆+

2
+∆−

2
)

2

∣
∣
∣
∣

√

A2
1 + A2

2 − 2A1A2 cos(ϕ2 − ϕ1 + ∆+
2 )

� D ( � : !

|ar| =
1

2

∣
∣
∣
∣

sin(∆+

2
+∆−

2
)

2

∣
∣
∣
∣

√

A2
1 + A2

2 + 2A1A2 cos(ϕ2 − ϕ1 − ∆−
2 )
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λ = 2π/l
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k
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λ
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�H�!���_6)������� �W� �!�H�����
2)�!�����#"/$ �
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Z
 � 
 � 	������ 
 � � �

�e�A" ;+� �J2�&A�A" ������$
Φs3

2,k

�!���
Φsi,s3

1,k

� ��$*2)�
�
" �/���
&AR �
φ1 =

∑

k,s3=−1,0,1

[

cosh(k(z +H))

cosh(kH)
Φs3

1,k(t) +
sinh(k(z +H))

cosh(kH)
Φsi,s3

1,k (t)

]

eik.x.
���&( � B�!

� 
 	 	 
  ��
�� ���
	�� 
��
�M��6�$d"/�A" ��"/�A���O��� ����( � B !Y�A�b"/;��D67�!" " ��� 67���������!�*RQ�
�������="/�A��� ����( � D !>R[�A��&���$

k

cosh(kH)
Φsi,s

1,k (t) = −
∑

k′

k
′ · k

cosh(k′H)
Φs

1,k′Gk−k′ei[(k−k′)·U−sσ′]t,
���&( ��� !

�E���
s = ±1

(
�@;��K���
2�&A�A"/�����c� �?" ;��
s3 = 0

" ��� � �E��� �
���O6#RL" ;��
∂h/∂t

"/�
� � ��� ���&( � D�!>��$
-��/�!����6#R

Φsi,0
1,k (t) = ik · U

cosh(kH)

k
Gke

ik.Ut.
���&( � :�!

� � � � � � 
�� 
���� � ��� � ��
�� ���
	�� 
��
, �
2�&'�!�
����-e��� � ����( � B ! ���D"/;��\$*���#�I�!�
�Y67���������!�*RB�
�������="/�A��� ����( � ��! � RM�A��&A��$?�!�0�
UF���,"/�A���

�E���
Φs3

1,k �
(

d2

dt2
+ σ2

)

Φs
1,k(t) =

∑

k′

M s(k,k′)Φ1,k′Gk−k′ei[(k−k′)·U−sσ′]t,
���&( ��� !

�E���
s = ±1 � �e�A" ;

M s(k,k′) =
[

gk − [(k − k
′) .U − sσ′]2 tanh(kH)

] k
′ · k
k

cosh(kH)

cosh(k′H)
.

���&( � � !
. �!�W"/;��

s3 = 0
�����
2)�!�����#" �>�0;�� �!� �

(

d2

dt2
+ σ2

)

Φ0
1,k(t) = C(k)Gke

ikUt ���&( �
� !
�e�A" ;

C(k) = ik · U
[

(k · U)2

k
sinh(kH) − g cosh(kH)

]

.
���&( � 	 !

�@;�� �E�*��� �W� ���Y���
2�&��="/�����
Φs

1,k

�A$ �E���*���
�96#RB"/;��Z;��!�#�J�!�����\��$*����&A&'�," ��� �
UF���,"/�A���$����( ��� !.(
�@;��D� �
$ ��&A��"/�A���O���3" ;���$@�
UF���,"/�A��� �I$*���T012�27�������+% 0 �E���e�(���.*����A" �����Q� �

f1

!Y&��T�,��$W"/�

Φs
1,k(t) =

∑

k′

M s(k,k′)Φs
0,k′Gk−k′f1(σ, l.U − sσ′),

���&( � =�!
�!���

Φ0
1,k(t) = C(k)Gkf1(σ,kU).

����( � D !
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2�&A�A"/�����
Φ0

1,k

�!���
Φsi,0

1,k

�����*� ��$*2)�!����$%"/�Q$d"<�," �������!�*R �Y�>�!��$K$ ���<;
�!$\-��
����� �,"/�
�L6#RH"/;��V67�!" " ��� "/�!2)��-!�/�!2�;#RH�A�(� �/�!���*$��E��(�- (�.�� ����$��[� � ��� � 	 !.(��@;��
$ �c�����
2)� �
���
�F" $c���
���!"V-��/�!�B� ��$*�%"/�
� �
$ �����,�F"V�A�F" ��� �!�
" �����Q�:%��
��2�"1�,"@" ;��D��� �="/�A�T�!&P. �*�������D�F� ��67��� �
�e;��
�b"/;��%�
��� �*���#"@�A$Y��UF���,&)"/�0"/;��%2�;��!$ �1$ 27�����O���X" ;�� �Y� ���
$)( �@;��A$Y$ �!&���" �����J��$Y�A�����#" ���T�,&
"/�
��UF���S"/���!� � � ( � !Y��� � ���*6FR�� ��� B�B ! �E��� �
�����[�<;�� ���J�," ��� �Y� ���
$)( �@;��K$*���
�����_" ��� � -��/�!��$
� �A$ �%" �J$*�T�,"*"/���*��� �W� �!��$%�,���+�*����������$e"/�H" ;����E��� � -!�/���
�O6FR 0 � �e;����

U
-��[��$@"/���
��� � (

� � �;
 	 
 � � 
 � 
 � 
 � � �
�@;��9&A� �Y�
$*"V��� �����V2)�
�*"/��� 6��," �����O���3"/;�� �Y�>�!�9�
�����*-!RO6#R+$*�T�,"*"/�
� ����-J�A� �!��&/�!��$

φ1

�!���
67���T�,��$ �K�A"@�A$e�
UF���,���/�," ���%" ��� � �A"@�A$ �E�����������Q"/;�� *�� $*"V���*�����@�
�>�!�,� �'�,�����

FΦ
1,0,k + FΦ

0,1,k = 4
, � (〈Φ+

0,kΦ
−
1,−k〉

)

,
����( � ��!

�e�A" ; , �D���
���!"/�A��-H"/;��D�*�T�!& 2��!�*")(�3`����&A��������-H����&ARJ"/;��D���!���`67�����������O"/���#�J$ � �Y�D-��."

FΦ
1,0,k + FΦ

0,1,k = 4
, � (∑

k′

M+(k,k′)〈Φ+
0,k′Φ−

0,−kGk−k′〉f1(σ, l.U − σ′)eiσt

)

.
����( � B !

01&="/;��!��-�; " ;���$("/�
� � �Y�!$Q�!$*$ � �
��� "/�N67�������*�^��� 0 � � �="L�A$J�������
��� � �E���J$*���F��$*�������,&
67�!" " ���J$Y�!���b67���
���
��$W$*��-����+*��T�,�F"W�,"W�*��$*�����!���
�B�����1" ��"/;��3�E�����
" �����

f1

(�0W"W"/;��A$Y���*����� ��!���,"/;��
�%"/���#� �A$B�����
�����h"/�O6��!&��!���
�9"/;��A$B�����
� -!R+"/� �!��$#�E�
�)( 3`�h�����+�E��� � ���!�����A" ������$ � " ;��"/�/�J�9�-���!&���" �����P� �>" ;����W� �!� *��
&��h� �
UF�����*��$%"/;��,"B"/;��H�������`$d"<�," �������!� �="`R �9��$*"D�
���J�H�A�#"/�
2�&�� RL$ �("/;��S"

α ≈ η � " ;��D�������C$*"/�,"/�A�����!�dRL"/�
� � �A$@-��/�!���O6#R 0 � �I�!2�27������� % � ! �
∂
[

Nns
1,0(k) +Nns

0,1(k)
]

∂t
= −∂N0(k)

∂t
.

����( � � !
3`� �!� ���
�
" � $*�;�
2�&��+� R " ;��+����$ �
��$ $*����� � �>�_$*;��!&A&@6�� �A�-,�R �!$*$ � �
�O"/;��,"(" ;����*�_��$(���j�����"�
� �
�#"9�,����"/;��,"B" ;����Y�>�!��$9�!� �H���������A� ���."/�A�����!& (>3`�h"/;��,"D�T�!$*� � k′ = −k

�!���
M(k,k′) =

gk2/ cosh2(kH)
( , ��2�&��!���A��- ����( � B !V�A� ����( �
� !c�!����������6������A��-L�=" �e�="/; ���&( �
� !eR[���
&���$V"/;��

�!�."/���!��6��!&'�!�����

∂N0,k

∂t
=

∂

∂t

[

k

σ
tanh(kH)

(

FΦ
1,0,k + FΦ

0,1,k

)
]

=
3 � ( 4kσ2

g2 sinh(2kH)
〈Φ+

0,kΦ
−
0,kG−2k〉

)

,����( � : !
�e�A" ;73 � �������!"/�A��-H"/;��D�;�J�!-��A���!�dRJ2��!�*")(

.����Y�K� ���!&)67�!"*"/��� �E��(�- (F�/�!������� ���>�
����$*��$*" ����-0��� � *����A" �c$*���*����$>���X$*���F��$ �!�����!& 6��,� $ ! �"/;��V�.�,�!&����S"/���!�
� � ����( � B !f��$:���!"Z$*�;�
2�&�� (C3`�����
��� � �E���\���A� ���."/�A�����!&A&ARK$ 2��*�T�!�J�/�!������� �Y� ����$
�!�����e�A" ;^�O�����*� ���#" � ��$*����- N(k) = N0(k) [1 +O(η)]

�!���j"<���F����-+"/;��J&A�;�
�A"%" �+�
���#"/�+�
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3 � �� � ������� 
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Z
 � 
 � 	������ 
 � � �

�F������$e$ ���#�I�!�
�9�!����67�!"*"/��� $ 27���
" �/�(RM�A��&A��$

∂N(k)

∂t
= S1(k) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

4k · k
′

2g cosh(kH) cosh(k′H)

3 �
(Z(k,k′)) dk′xdk

′
y,

���&( � � !
�@;�� �J� %M���O$ ���"�I�!���K67�!" " ��� 6��A$ 27���."/� � � ��$@���.*����
�_6#R

Z(k,k′) = lim
∆k→∞

〈
Φ+

1,kΦ
−
1,−k′G−k−k′

(∆k)2 〉, ���&( ��� !
�e�A" ;

k = k(cos θ, sin θ)
�!���

k
′ = k(cos θ′, sin θ′)

(
Z

�A$��������#"/�A�T�!&Y" �h����&'�,$ $ �A�T�!&>6���$<�
2)�
�
" � � � �E��(�- ( �c�
� 67��� $��������	� � :@: � ! �e�A" ;h�����($ ���"�I�!��� �Y�>�!�b���
2�&A�A"/������� �
2�&'�,�����j6#Rh�
6)�," "/��� ���
2�&��="/����� � �!��� �h$*�;�
��&��!�0�:%M2�� �
$ $ �A��� �A$6�E�������E���(��������� ���
� �h�����*� �
�F")( �M�����
�
�Y��;�� ���+����-!&����."/�
� �����&�`&��A���T�,���-4)���."/$J" ;�������&AR �W� ���
$J" ;��,"J;�� ���O"/;���$/���
���!6�$*��&���" �
�E� �
U[�������.R^���#" ���/�,�
" ( �@;F��$�"/;��L2�;��!$*�b������2�&��A��-_���V�,&�&\�!"/;���� �Y� ���Q�����J27�����
�F"�2��!���*$9�A$
�/�!������� �!����" ;��06���$ 27���."/�*� � ��$ �
��� � �E���

σ′ 6= σ + l · U
( �@;��K������� -,RO6��!&'�,����� ���&( � � !@�A$

���!"\�
&���$*��� � �!���
�*��UF���A� ��$:" ;�� �[��� �e&A����-!�V� �)" ;�� �W� ���V2�;��,$ ��$\"/;��,"Z�!� �@���!"Z� �!�,��&'�,6�&��>���(�
2�;��!$*�.�`�>�!��� �!-���� �J�[���
& ( �@;���$@�
���#"/� �A6���" �����Q���?"/;����J� %��
�O6���$*2)�
�
"/�*� � �e�A&�&7"/;F��$e6)�D�.�!� �
&����S"/���O67��&A� � "/�(��� �!��$*" ��-#�S"/�D��� �e;��A�<;+���!$ �
$1�A" �L�TRQ67�D����-�&A���."/�������e2��!� ���
�
"/�
� � ����� (23C"
��$>�.%M2)�
�
" ���O"/;��,"

S1

��$>-������
�/�!&A&AR
���
-�&��A-���6�&A�e6)�
�T�!��$*� 
/0 � , ;�� �!���E�������O�9-!�M�[�Q�!-��*���:�
�J�
�#"H���V"/;��Q$*�����!���i��� ���
�H�����
� -!R^6��!&'�,����� � ���
-�&��
�
"/�A��- S1 � �e�="/;i�!�]�:%��!�
"
�F� �
��� �A�T�!&
$ ��&A��"/�A���Q����� �!2�&'�,��� ��$@��UF���S"/���!� (

� 
 ��
�� � 
 � � 
 � 
 � 
 � � �
0W"9"/;��J���:%["����*�����0�����
���W"/;��J�
���#"/� �A6���" ������$ �E� ��� "/;��
���>�,�!� ���!���
�J���Y"/;�� ���
&��[���A"`R

2)�,"/���#" �'�!&X� �J2�&A�A" ������$Y��$@-��+�����O6#R �
FΦ

1,1,k = 2〈Φ+
1,kΦ

−
1,−k〉.

���&( ��� !
� U[���,"/�A��� ����( � =�!>R[���
&���$

FΦ
1,1,k

∆k
= 2

∑

k′

∣
∣
∣M+(k,k′)

∣
∣
∣

2 〈
∣
∣
∣Φ+

0,k′

∣
∣
∣

2〉
∆k′

〈|Gk−k′G−k+k′|2〉
∆k

|f1(σ, l.U − σ′)|2 ∆k
′ ���&( � 	 !

�%���K�!&�$*�H;��!$

〈f1(σ, l.U − σ′)f1(σ,−l.U + σ′)〉 =
πt

2σ2
δ [σ′ − (σ + l.U)] +O(1),

����( � =�!
�e;����*�

δ
��$f"/;��V�!���.�C���;�
����$*����� � ��� �!�@����$d"/�*��6���" ����� � ����*����A" � �e;��
� �e"/;��V�!�*-�� �
���#"\��$ �
��� � (

�4� �[�A��-P"/;��b&��/�J�="0� �6����( � 	 ! �e;����
∆k → 0

�!���]�<;��,��-�����-��!�,� �'�,6�&��
$ �E� ���
(k′x, k

′
y)

"/�



� �!� ���������
	���
 $

(σ′, θ′)
R[����&A��$

FΦ
1,1(t,k) =

πt

2σ2

∫

θ′

∫

σ′

∣
∣
∣M+(k,k′)

∣
∣
∣

2
FΦ

1,1(k
′)FB(k−k

′)
k′

C ′
g

δ [σ′ − (σ + l.U)] dσ′dθ′+O(1),����( � D !
�%��&AR(" ;��%"/�
� �
$ �E��� �e;����<;

σ′ = σ + l.U
���!�F" � �A6���"/�c"/�9" ;��%���#" ��-�� �!& ( �@;F��$

M s(k,k′) =

M(k,k′) � �e�A" ;

M(k,k′) =
[

gk − σ2 tanh(kH)
] k

′ · k
k

cosh(kH)

cosh(k′H)
,

=
gk.k′

cosh(kH) cosh(k′H)
.

����( � ��!
�c$*����-Q" ;��H� �
&'�," �����P67�
" �>���
� �!��&��[���="`RP27�!"/�
�#"/�'�,&f�!���j�!�."/�A����-��/�!���h6#R ���&( ��� ! � �!���j�.�,� �
&����,"/�A��-�"/;��B�A�#"/��-!�/�!& �>�!���

σ′ � �����K�!6�"<�!�A��$

N1,1(t,k) =
πt

2

∫

θ′
M2(k,k′)

N0,0(k
′)

σσ′
FB(k − k

′)
k′

C ′
g

dθ′ +O(1).
����( � B !
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� �����!��$*���>�B;�� ���D�����J2��M"/���O�����B$ ���
��������� �����@������� -,Rb"/�
� � � �>�K��� � ;�� ���B" �H�����8�
2���" �K�!&�&)�!"/;��
�@$ �
�����������*�����@"/�
� �
$@��� ����( � � !>"/�H��6M"<�!�A�b"/;��D$ �!&/�,�!6��A&��A"`R(�
�������="/�A��� ( �@;���$
� �
UF�����*��$e$ ��&+�[����-8�E���W" ;��D$ ���
��������� �����e2)�,"/���#" �'�!&

φ2 � "/;��,"e��$e�H$ �!&���" �����Q���

∇2φ2 +
∂2φ2

∂z2
= 0 for −H ≤ z ≤ 0,

���&( ��� !

∂φ2

∂z
= −h∂

2φ1

∂z2
− h2

2

∂3φ0

∂z3
+ ∇φ1 · ∇h + ∇(h

∂φ0

∂z
) · ∇h at z = −H, ����( 	�: !

"/;��,"e$ �/�J2�&A�/*��
$W67���T�,��$ �K�M��� �!���d"/�����!&X���
� �/�,�," �/�!��$@���
φ0

�!� � �
��� �J�,"
z = −H �

∂φ2

∂z
= −h∂

2φ1

∂z2
+ ∇φ1 · ∇h at z = −H, ����( 	 � !

�!���

∂2φ2

∂t2
+ g

∂φ2

∂z
= i

∑

k,s

2sσ
∂Φs

0,k

∂t
ei(k·x−sωt) +NL3 at z = 0.

����( 	 � !
�@;��D$ �!&���" �����

φ2

�A$@-��/�!����6FRL"/;����E��&A&�� �e����- �E��� � �
φ2 = φns

2 +
∑

k,s3=−1,0,1

[

cosh(k(z +H))

cosh(kH)
Φs3

2,k(t) +
sinh(k(z +H))

cosh(kH)
Φsi,s3

2,k (t)

]

eik.x.

����(�	 � !
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3 � ���� ������� 
�� � 
Z
 � 
 � 	������ 
 � ��$

�@;��(�������C$*"/�,"/�A�����!�*�A"`R�"/���#�
φns

2

��$B���.*����
�^�!$%" ;��($ ��&A��"/�A�������Z"/;��($ �
������� ���*�����D�
U[��� �
"/�A����$3�E�!� ���
�P6#RP����&ARO"/;�� *�� $d"%"/�
� � ���P"/;���� �A-�;#"#�`;��!���_$*�����9���3����( 	 � !e�!�����A$1-��+���
�P6#R
0 � (�.���&A&�� �e����-(" ;����
�
" ;��[�+��$*���h�,"5*��*$*"%�!� ���
� � $ ��6�$*"/�="/��" �����+���5����(�	 � !W���+" ;��967�!"*"/���
6)�!�������!�dRQ���!�����A" ����� ����( 	 � !Y&����!��$W" � � �E��� s = ±1 �

Φsi,s
2,k (t) = −

∑

k′

k
′ · k
k

cosh(kH)

cosh(k′H)
Φs

1,k′(t)Gk−k′eil·Ut.
���&(�	�	 !

03� "/�
�1���!&��
��&'�," ������$@���
"/�!��&A���_�A�/0c2�27������� % � �I$*��� 
+�!-���� � :�: =8�E���5�E���*"/;����V���
"/�!��&A$ ! �
φ2

R[����&A��$W"/;�� �E�!&�&�� �e�A��-9�
���#"/� �A6���" �����Q"/�H" ;�� �W� ���0�!�."/���!� �
N2,0(k) +N0,2(k) = − πt

4σ

∫ 2π

0
M2(k,k′)FB(k − k

′)
N0(k)

σσ′

k′

Cg

Cg + k.U

C ′
g + k′.U

dθ′ +O(1),���&(�	 =�!
��� �e;��A�<;

σ′ = σ − l.U � σ′2 = gk′ tanh(kH)
�!���

C ′
g = σ′(1/2 + k′H/ sinh(2k′H))/k′

(

�������
	 � � 
�� � 
 � 
 �
� ��� ��
 
 ��� � ��� � 
 � � �

�@;����*��&/�,�!6��A&��="`R_�
�������="/���!���E�!�D" ;���� 27���
" �/�!& �Y�>�!�b�!�."/�A���N�S"��*���
�����^���*�����K�;�
27��� ���
"/;��S"Y�,&�&�� �
����&��!�\"/���#���Z�T�,�����
& ( �c�
-�&��
�
"/�A��-D"/;��9*����d"Y�!� ���
�>�
�����*-!R
�����#"/�*��6��M"/���!�

S1

-��/�!���
6#R ����( � � ! � �!�������*����-

N(k) = N0(k) [1 +O(η)]
�����D;���� �

dN(k)

dt
= Sbscat(k),

����(�	�� !
�e�A" ;O" ;���� 27���."/�/�,& �!�
" ������� �!��� �
�D" ���#� �
Sbscat(k) =

π

2

∫

θ′

M2(k,k′)

σσ′
FB(k − k

′)



N(k′)
k′

C ′
g

−N(k)
k′2 (kCg + k.U)

kCg

(

k′C ′
g + k′.U

)



 dθ′,

���&(�	 ��!
�e;����*�

σ′ = σ + l · U �!���
k = k

′ + l
( �@;������A�#"/��� �!�
" �����]�*��&�� �W���(�,&�� ���!��RN-��/�!���]6#R

� ��� 6#R � ������� !:( �@;�������&=R �Y� �����D" ;��,"1�T�!�P�A�#"/��� �!�
"�� ;��,� �9" ;�� �/� �J�9�!6�� �!&���" � �E� �
UF�������.R
ω = σ+k · U = σ′+k

′ · U (�.����?�@-��/�!���
k

�!�����e�="/;����M" �����*� ���#" � �*�!� �!���!�#" �W� ���
�F� ��67�����
�!� �B���!� �
� �A6)�
��6#RQ-!�����
�
" � ���c2�� �!2)�
�*"/�A�!� � "/;��B�*�!�*�����!�#"

k
′
�!���

l
&����c���O���A� ��&A�!� �"� �
�T0 ��!:(

�@;��h�����*� �
�F"#� &A��-�;#" &AR �J�[���+*��!�b" ;����Q-��
���
�
"/�*���P2�� ��27���d"`R�(M.����
U << Cg

"/;��h�
��� �
&����
6)�
�����
�B��&A&��A2�� ��� �$� �
� 0c2�27������� % � !:(

. �!�Y�9-!�/���
� �,�!&����c���
ω � ����� �J� R
��6M"<�!�A�J"/;���� �!��� �
�1"/�
� � ���#"/�
-��/�S"/���L� �!���@�,&�& �����*���:�

"/�A����� �
Sbscat(ω) =

∫

θ
kSbscat(k)

∂k

∂ω
dθ

���&(�	 � !



����� ���������
	���
 $

=
∫

θ

∫

θ′

π

2

M2(k,k′)

σσ′
FB(k − k

′)

[

k′k

C ′
g

∂k

∂ω
N(k′) − k′k

Cg

∂k′

∂ω
N(k)

]

dθ′dθ.

�@;�� �>�:%�2�� �!� � �A���Q��� �E��&A&AR��dR�� �
�
"/�*���V�!���J���\"/;F���>�����<;��!��-���� �e;��
�
θ

�!���
θ′

�!�*�c�:%M�<;��!���
-��
� (��@;[� �

Sbscat(ω)
� �Y��� ��6��*" �/�!�."/���!�L���)" �Y���
UF���!&�"/�
� ��� � � �K"/;��," �E���>�!�#R(67�!" " ��� �!���

�Y�>�!��� 27���
" �/�
Sbscat(ω) = 0

(��`���,"/;��
� �Y�!� ��� � "/;�� � � ����� ���%" ���#���M���W� �,"/;��
�@�!� � �.%M�<;��!��-!�
"/�
� ��� � �!��������� � ���"�����f"/;�� �W� ���W�!�
" �����9�,"4���!�<;(�!6��*��&��M"/� �E� ��UF���
���
R�(��@;�� �3�
����� �
�#�,�," ������� �
���!��� � �*"/�
�#" �e�A" ;
" ;��1-!�����
�/�!& �Y�>�!�B�!�."/���!�J�
����� �
�#�,�," �����("/;��
��� �-� 2�� �>���
�b6#R 01�����*� � � �

+�	�`�F"`R[�*��� ��� � � ! � �e;����<;��d"<�," �!�f"/;��,"4" ;����*�@���4��� ,���%����7�!�
" �����0"/;��*����-�;(�!�9����27���*" ��� 67���
67���������,�*R �E;����*�D" ;��D6)�," "/���'!:(

Sbscat

�J�TRb67�K�*�.� �e� �A"*"/�
���A���8�E�!� � �
&����*�%"/�H"/;��S"c�A� 0 � �
Sbscat(k) =

∫

θ′
K(k, k′, H) cos2(θ−θ′)FB(k−k

′)



N(k′) −N(k)
k′C ′

g (kCg + k.U)

kCg

(

k′C ′
g + k′.U

)



 dθ′,

����(�	 � !
�e�A" ;

K(k, k′, H) =
4πσkk′3

sinh(2kH)[2k′H + sinh(2k′H)]
.

����( =;: !

.4�����!&�&=R � �>�2�L�TRD�!& � � �e� �="/�:"/;��>�.����&A��"/�A���D��UF���," ����� �E���X"/;�� �Y� ���Y2 � ������� � �
���
���#"/� �
M

w = ρwg
∫

kN(k)dk
�"� ��� 0c����� � � � � 
+�	�`�#"`RM�*� ��� � � 6 ! � �e;��
� �

ρw

���>"/;��B���
��� �="`RQ���
� �����Y�,"/�
�)(�.���� � &A� � �J�
����� � �!��� �Y� ���5*���&A� �,�!� ���,"/�A����� � "/;��,"Y���0���,"Y�A�F" ���"�E��� � �e�A" ;
" ;��
� ���," " ���*����-Q2��*�M�
�!� � � �:%��
��2�"K6#RP2�� ��6��,6�&AR�� �
�����
����-b" ;���� ���"�I�!���:�`67�!" " ��� 6����*2)�
�
"/�*� �

Z ������D;�� �c�,���:%["/��� � ���!�+���3"/;��B�
UF���,"/�A��������
:;��A&�&A��2���� ��� � ��!
∂Mw

α

∂t
+

∂

∂xβ
[(Uβ + Cgβ)Mw

α ] = T bscat
α −Mw

β

∂Uβ

∂xα
− Mw

α

kα

kσ

sinh 2kD

∂D

∂xα
,

����( = � !
�e�A" ;Q"/;��K��� � �9Rb�A�����A���!�

α
�!���

β
�������,"/����-
��� � �0RQ;����*� ���!�F"/�!& �
���J27�����
�#" � � �,����" ;��

� ���," " ���*����- �*" � �����9�����."/��� �
Tbscat = ρwg

∫

kSbscatdk.
����( = � !

�@;�� ���d"/� �����J;����
���;�
�����*����� �
� � �E���*���O2)�
�J�����A"
&��
��-!" ; �!��� ���!� � ��� 27�������
"/�h"/;�� �E���*���
���
���!� �/�!�dR�"/�N�����
2)�
���/�S"/� �E�!�J"/;��P���/�!���*-������
�P���B" ;�� �Y�>�!��2�� �
����� � �J���J�
�F" � � ,���% (
� ���*��� ���j" ;��(� ��� ��&=" �D��� �X����-����
""� �V��-�-��A��� � ��� ����!%�,�����c�!�/� � 
����3� ����� ��!c"/;������E���*���
���[�!�0���!"��
���#"/�*��6���" �J" �+"/;�� �
�T�!� ,�� � �
UF����&A��6��*��� � �e�="/;N�_6��!&��!�����
���W" ;��b� �!���'�S"/���!�
�*" � ����� ���@���/�!���*-������
�16#RJ&�����- �Y�>�!�!� �E��� �Y� ��� �*�
""�`��2b�A���d"<�," �������,�*RH�
�������="/���!��� !:�����#" �/�!�dR
"/�]" ;��h�����="/�'�,&c2��*��27��� �="/���!�a��� 
���� � ����� =�!.( �@;����$�E���*���h���b" ;F���+2�� �>�[�����
� 6#R ���J���!�
2��*�!���*��� �O���^" ;��b67�!" " ��� "/;��,"6�����*"H�!� � � � �E�*��� "/;��b2�� �!� � ���*�O�������
�H2��!�*" �'�!&��*"/�!�����A��-
�Y�>�!�!�c&��[� �!�������O2�;���� � �e�A" ;Q"/;��D67�!" " ��� ��������&'�S"/���!���)(
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Z
 � 
 � 	������ 
 ��� �

��� � � ��� � � � � � � � 
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 � � �����	� �

� �-�E���*�D�������*�����
� �A��-H"/;����E��&A& �����J2�&A�.%M�A"`RL���?"/;�� ��� �Y�>�!�.�C6)�!"*"/��� � �T�S" "/�
� �A��-J�A�Q2�� �:�
� �
�����D���?����� � �
�#" � �>� *����*"e�:%����J�A���1" ;��B6)�
;�� �[�����W� �3" ;�� � ����� ���%" ���#� ���b" ;��B�T� � �D��� � �
� �A�[� � ���A���!& � ���!67�����-( 
/0 � , ;�� ���b�A� ���!�d"/�A-#�,"/�
� " ;��L�,2�2�&��A�T�!6���&��="`R_&A�;�
�A"��%���W" ;����*�����*���
"/�
� � �e�A" ;

U = 0 � ���*����- 2
� "/�!�d"4����� ���)( �@;��
R �*;�� �Y�
��"/;��," �E��� �#�L�!&A&#6)�," "/��� ���
2�&��="/�������

"/;�� � �!��� �
�9"/�
� � R[���
&����c�!���
���/�S"/�9�*�-,��
�
" �����+�!�*" �;�J�,"/���c�.���
���E���e&��[�T�!&A� ���
��� �T�S" "/�
� �
���)( �C"
���@"/;F���V�.%M27���."/���P" ;��,"e"/;����V�!&��*�(;���&�� �9�E�!�

U 6= 0 � �,����" ;��,"e"/;��02��*�!�*���#"1" ;������dR�� ;��!��&��
�������E��� � "/� � �A� 6#R � � � ������� !>"/;��
���*RQ�A�Q"/;��D&��/�J�="Y� � �#�L�!&A& �*�-,��
�
"/�A�������[���
���A���#" �-(

��� 
 ��
 � � � � ����������
���� 
 ����� � 
���� 
 � 

2 �

� �>�������*�����
�f;��
� �W� �*"/���!��R��W� �!� *���&A�9���0" �Y�%���;�
�����*�������e�A"/;0�����
�����
�#":�!���9� �-,����
" ���
�W� �!�!��2��*��2��!-��,"/�A��-O�!&��!��-Q"/;��8% � � %M���-( � � � ;��!&�&\���!��� �A�����D���j2��!�d"/�A����&��!�%"/;��(����� �J���

m
� �A�[� � ���A���!& 6��,���e���4���J2�&��A" �����

b
�!����;����A-�;#"

2b � ���.*������+6#R �
h(x) = b sin(ml0x) for 0 < x < L

����( = � !
h(x) = 0 otherwise.

�@;���� �E��� � � �J�A�����#"/�A�T�!&e"/�j"/;��S"b���%" ;��P67�!" " ��� 2��*��*�&��+�<;����*���a6#R � �A� 6#R � ������� !(6���"
���/4)��� � � �E��� 0 < x < L � 6FR+�

π/2
2�;����*� � ;��/� "5�E� ��� " ;��967�!" " ��� 2��*��*�&��K�<;����*����6#R 
+���

� ����� =�!.(��@;��K6)�!"*"/��� � 27���."/� � � ���W"/;F���

FB(lx, ly) = FB2D(lx)δ(ly),
���&( = 	 !

.����W"/;�� �@2��!�d"/���
��&'�,�Y67�!" " ���

FB2D(l) =
(

1

2π

∫ ∞

−∞
h(x)e−ilxdx

)2

=
2b2l20
πL

sin2(lL/2)

(l20 − l2)2
,

���&( =�=�!
�e�A" ;

FB2D(l0) =
nb2

4l0
=
b2L

8π
.

���&( =���!

:&��T� � �j���!"/�h"/;��,"O"/;�� �+� �+�i������6�&��:� � �A����� � 27���."/�*� � � �e�="/; �!��&ARa;��!&/�0����" ;�� 67�!"*"/���
�,�!� ���!�����(�
���#"<�!�A�����^�A�j" ;��L� �!��-��

l > 0
(�.����K�+-!�����
� ���
67�!" " ��� � �E�!� �e;����<;

h(x)
���[�!�

���!"@-!��"/� ���
� �
�,"@�A� *����="`R � "/;�� �*2)�
�
" � � � � �W��6�"/�!�������Q���*����-��d"<�!�����!� ��� 27���."/� �!&X�!���,&AR � � �
�J�."/;��[� � �E���b�:%�� �J2�&A� � �E� ��� "/;��Z. �!��� �A���J" �/�!� �#�E���#� ���D" ;��P67�!" " ��� �,��"/� �C���>�,�!� ���!���
�
�E�����."/���!� �"� �
� 
K0 � , !.(

.4��� �*" � � �
2�&'�!�
����-$����( = 	 !\��� ���&(�	 ��!Z� �-�J�>�!�!�@"/;��D�,��-���&��!�Y�A�F" ��-�� �!& � �X"/;�� �*����� �
�B"/���#� (



� $�� ���������
	���
 $

�3���F����-
k = (k, 0) � �>�0;�� �!�

ly = −k′y � �!���

Sbscat (k, x) = K(k′, k,H)
FB2D(k − k

′)

k′

[

N(k′) −N(k)
k′C ′

g

kCg

kCg + k.U

k′C ′
g + k′.U

]

.
����( = ��!

�M�
������� � �����*� �
����-%��� �i" ;��," �Y� ���!�\2��*��2��!-��,"/�W�!��&AR0�!&A����-1" ;��
x
� � %�� � � "/;�� �Y� ��� � 27���."/� �!&

���
��� �="/�����V�!� �B���?"/;�� �E�!� �

N(kx, ky) = N2D(kx)δ(ky).
����( = � !

�`�#"/�
-��/�," ����-K�>���
�
ky

� �-�J�>�����Z" ;����*����-!��&'�!�*�A" ���!�4���
ky � �!���L�����*� �J�A��-0� �d"/�T�,��R��*"<�S"/�V�����

��6�"/�!��� � �
[

kx

k
Cg + Ux

]

∂N

∂x
(kx, x) = Sbscat2D (kx, x) ,

����( = � !
�e�A" ;

Sbscat2D (kx, x) = K(k′, k,H)
FB2D(k − k

′)

k′

[

N(k′x, x) −N(kx, x)
k′C ′

g

kCg

kCg + k.U

k′C ′
g + k′.U

]

.����( �@: !

.4�����!&�&=R � �E�����
�����[�<;�� ���J�," ��� �Y� �����j" ;��i�����
�����
�F" �Y� ��� � 27���."/� � � ���
N(k, x) =

N(x)δ(k − k0)
�!���P"/;��9� �.,����."/�
� �Y� �����*2)�
�
"/�*� � � �

N(k′, x) = N ′(x)δ(k′ − k′0)
( �@;��

� ��� ��&="/�A��-H�-�!��&���" �����O�
U[���,"/�A���O��� � ���J�=" " ����-9" ;��T:�� ��6��*���*��2�"��c���
k

�!���
k′ �

[

kx

k
Cg + Ux

]

∂N

∂x

= K(k′, k,H)
FB2D(k − k

′)

k′

[

N ′ k

k′
k′C ′

g + k
′.U

kCg + k.U
−N

k′C ′
g

kCg

kCg + k.U

k′C ′
g + k′.U

]

,

����( � � !
�e�A" ;_��� �/�J�A&'�!�>��UF���," ����� �E���

N ′ � �:%��<;��!��-��A��- Cg

�,���
C ′

g � �!��� k′ �!���
k � �E� ��� �e;����<;+�A"

���@�����*RQ" �8�����*�/� Rb" ;��,"@" ;��B"/�!"/�!&X�!�."/���!��� �@����� � ���"���
� (

.����@�H�����+�E��� � �J���!�Q���
2�"/;
H

�!���O67�!" " ��� �*2)�
�
" � � �
FB � ���@�
����� �A�����*���O;��
� � � " ;��

�*"/�,"/�A�����!�dR��-���!&���" �����P�
UF���,"/�A��������&=R�������2�&��!�c" �Y� �Y�>�!�(�����
2)�!�����#" �
N(k)

�!���
N(k′)

(
� �0"/;F���B;��>�!�H�L&A�������!� �*R �*" �)� � �:" �Y�Q���+4 �
� �
�F" �'�!& �
U[���,"/�A����� � "/;��,"��J�TR+67� �e�*�A"*"/���_���
�J�,"/�*�+% �E��� � �E���e�!�#R

k > 0 �
d

dx




N(k)

N(k′)



 = Q




N(k)

N(k′)



 ,
����( � � !
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3 � ���� ������� 
�� � 
Z
 � 
 � 	������ 
 ��$ �

�@;��D-��������/�,& � ��&A��"/�A���Q���W" ;[� �



N(k, x)

N(k′, x)



 = eQx




N(k, 0)

N(k′, 0)



 ,
���&( � � !

�!���L" ;��1�*�-,��
�
" �����b�
�M� �
�����
�#" �E���\"/;�� �Y� ���B�,�
"/�A���L� � �E�������b���*����-K"/;��%67���������!�*R
�
������� �
"/�A���O�.%M2�� �����*����-
"/;��0�!6��*�����
�0���4�����
���
����- �Y� ����� �E� ��� 6)�.R�������"/;��D6��,��� � N(k′, L) = 0 �-��/�[�A��- �

RN =
N(k′, 0)

N(k, 0)
= −

(

eQx
)

2,1
/
(

eQx
)

2,2
.

���&( �
	 !
0 � �.,����."/���!� �
�M� �
�����
�#"$�E���b"/;�� �
�[����&�� �b���D"/;�� �Y� ��� ���J2�&��A" ������2�� �
�����."/�
� 6#R�" ;��
� ����� ���B" ��� � ���W"/;F��� �

RS =

[

σ′N(−k′, 0)

σN(k, 0)

]1/2

= −
{

σ′
(

eQx
)

2,1
/
[

σ
(

eQx
)

2,2

]}1/2 ���&( � =�!

��� 
 ��� � 
 ��� ��
�� � ��� ����� �

�� � 
 � ���
U = 0

� �
U = 0

" ;����
k′ = −k � �!���

q = −Q1,1 = Q1,2 = −Q2,1 = Q1,1 = K(k,H)
FB(2k)

Cgk
,

���&( ����!
�e�A" ;

Qi,j

" ;��
(i, j)

�����
27�������#"J���
Q
(
Q

���
���!"L���'�,-������!&A� ���!6�&�� � �e;��A�<; �Y�!��&��a�,&�&�� �
� �*�;�
2�&�� �W�TR ���B�.�!�,&����," ����-h"/;�� �J�,"/�*�+% �.%M27�����
�F" �'�!&

eQ
( �c� �>�-�!���

Q2 = 0
� �N" ;��,"

eQx = (Id +Q) x � �e;����*�
Id

� �W"/;��D�������#"/�="`R'�J�,"/�*�+% ( �@;�� � �!&���" �����Q� �W"/;F��� � �/�J2�&=R �
N(k, x) = N(k, 0)

[

−q (x− L) + 1

1 + qL

] ���&( ����!

N(−k, x) = N(k, 0)

[

−q (x− L)

1 + qL

]

.
���&( � � !

01�a�:%�� �J2�&A�+� ��� 2��," �'�!&9�,�!� ���,"/�A��� ���B"/;�� �W� ��� �*2)�
�
" � � � �E� ���
x = 0

" �
x = L

���
� ;�� �e����� .4�A-����*� ��( � � �E��� U = 0

( �@;��D� �-,����
" ��� �W� �!�0�
�����*-!R��I�,"
k < 0

���'*�-���� � �&( � (g� !
�����
27����� �,"/���J"/;��_&������
���D�����
� -!R �A� "/;��+"/� �!���#�J�=" "/�
� �*2)�
�
" � � � � �,"

k > 0
�A� *�-!��� �

��( � (g6 !.(
0W"c�*�!�*�����!���
� � ���Q" ;��D&��;�
�A">��� � �J�!&�&)6��!�e���
2�&A�A"/�����!� ����( =�� !>R[���
&����

RS = (qL)1/2 +O(qL) =
k2bL

2kH + sinh(2kH)
+O(qL)

����( � � !
�e;����<;O� �W�����
�#"/�����!&)" � 
+��� � � � ����� =�!Z��UF���S"/���!� � � ( ��� !�� � � ( � � ! �E���W�:%��,�
"e� ��� �����!����� � ���b" ;��
&��/�J�="e���

qL � 1 � �!���h�!& � �b�
��� �����*-��!�D"/�J"/;��H�*�!� ��&A"B��� � � �[����� � �c�T�S"/;��
��� ;�� � � ����� 	 !
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������� ��( � � � �!"*"/��� � 27���."/�*� � �!���Q�.����&A��"/�A���b���?� �*���#�I�,���	�Y�>�!��� 27���
" � � � �!&��!��-H��*��
&��
��� � ���F���*�������!&f6��!� � �E�!�

U = 0 � b = 0.05
� � H = 0.156

� � � �O"/;��S"
b/H = 0.32 � �!���

l0 = 2π � n = 4 � � �
"/;��,"
L = 4 m

�E6)�," "/��� � ;�� �e�P�A� *�-���� � � !:( � � ! � UF���,� �K� �[�!"V���4" ;��
67�!" " ��� �*2)�
�
" � � � � �E6 !��!��� �E�>!0���!� �J�!&�� ����� � UF���!�*�Q� �[�!" �Y� ����� 27���."/� � � ��2 �W� �!� �I�,"
x < 0

!1�,���h��� �e� �Y� ��� � �,"
x > L

!1� �Z" ;��H6��!� � � �*�!� 27���."/�+����&=R�( �@;��
�A�����A�����#" �*2)�
�
" � � ��
k > 0

�S"
x = 0

!W��� � 27���
�/*��
��" �(6)� �e;��="/� �I��� �E��� � ��� �W� �!���F� ��67��� � !.(
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Z
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 ��$��

�E���>" ;��," �/���
�%&��/�J�=" (�.����>&'�!�*-��V6��!�W� �J2�&A�A" �����!� � �!���W�!���!&ARF"/�A�T�!& �*��&���" ����� � �E���Y�9�����+�E��� �
6)�," "/��� � 27���
" � � � � ;�� � " ;��,"V"/;��0� �.,����."/���!�P��� � �A-����+*��T�!�#"c�/�3"/;��06��!���c�M�
����2#R_�J&A����-!" ;
L

&A����-��
�>"/;��!�Q"/;��%&A�M���!&�� �T�," �����
&��
��-!" ;
1/q
(
�V� �Y�.����� � "/;��B�*�-,��
�
" �����O���[���
�
�����#" �E���>"/;��

�W� �!�����
2�&��="/�����%����&=Rb������� ����� ��� �e�="/;
L

���
[qL/(1 + qL)]1/2 � �e;��A�<;_� � � &�� �>���e"/;��,��" ;��

�.%M27�������#" �'�!&[���dR��
2�" �!"/�\-��+�����06#R 
+��� � ����� =�! �E��� � �A�F��� ���A���!&#6��,��� � �!���0"/;��,"?2�� �
�����."/���06#R
� � �
& �
����� ��� ���	� ������� ! �E���@��� �!������� 67�!" " ��� �E�*��� "/;��B&A� �>�!�d"#�C��� ���
�Y"/;������dR�( �%���W� � �D���
;���-!;����<�`���*�����Z�����*� �
�
"/�A���'�J�TRL67�c" ;�����-�;#"e� �Y"/;��1� ��2�� �!�*���#"<�S"/���!�Q��� ����&="/��2�&��e� �.,����."/���!���
"/;��S"@"/������" �J�A�����*�T���*�%"/;��D27�����."/�/�S"/���!��&A����-,"/;O���Q"/;��K� �!������� �J�
����� � (

0 ���
��27���3�������
���*"/�!�����A��-1� ��"/;���� UF���!�d"/���!����� 2��*� �[�A�����06FRD" ;��>�
���
2��!� � � ���D�����F� �J�
� � �
�T�!&M�!�d"/�;�J�," �������?����" ;��W� �.,����."/�A���H���[���
���A���#" �1�E���3" ;�� �Y�>�!�V���J2�&��A" �������

R
(;0�67�����<; �J�!� �

�!�d"/�;�J�," �����$�E���V&��A���T�!� �Y� �����B���V2�� �>�[�����
�_6#RO"/;����*" ��2�� �e��� � �J�[���
&?� � , �.R � ���
� =�!W��� �A��-
���#"/�
-��/�,& �J�,"/�<;�����-P�
�������="/�A����� �E�!�9"/;�� �E� ���L2�� ��2��!-#�," ����- �Y� �����J�,���^"/;��*���Q�.�!�,���!�*�����#"
�J�[�����%�,"c"/;�� �d"/�
2j67���������!� �A�!�-( �@;�� ���
�M���
&3� � �F��� �e��"/�b�
��� ���
� -���" �b"/;����:%��!�
" �*��&��&�
"/�A���P��� � �!2�&��!��� � �1��UF���," �����h�!���_"/;��H67���������!�*R+���!�����A" ����� �1���+"/;���&A�;�
�A" �K� �Z�!����� *����A" �
�F� ��67���(��� �*"/�
2��b�,��� �.�,�!���!�*���
�F" �J�[�����)( �W�!&A����&��,"/�A�����H�,� �O2)�
�#�E���#�J�
� ;���� � �e�="/;��@:
�*" ��2��-( �@;�� �J�F� �96)�
�J� �
�<;���� �
��6)�
�T�!� � �P�h&'�,� -��
�H�[� ��6)�
�J� � �*" ��2��J-��/�!�!�
���������*" ����-!���+�
� ;��,6�&��
� ��� ��&=" �K��� *�-���� � ��( � ( 01�N�!���!&=R[" �����!&f�.%M2��*�!� � ���!�

RMei

���D-��+���
�N6#R�
+��� � ����� =�!.(
01���

R
�E���W"/;��D2��*�!�*���#" �*�����!���+�!� ���
�e" ;����!�*RQ� �@-��/�!����6#R

RS

��� ����( ��=�!.(
� � �E���*" ;����D�
���J2��!� �H"/;��!� �J�!�d"/�;�J�," �!�%"/�O"/;��J�*�-,��
�
"/�A���j���[���
���A���#"

RS1,Mei

"/;��,"K� �
�����������
���E� ��� " ;��0�
�����*-!R��-�!��&���" �����+-��/�!���+6FR��c�!�/� � 
+��� � ����� ��!W��� �A��-("/;��9�!2�2��*�>%M� �
�L�S"/� � ��&A��"/�A�����\��� 
����7� ����� = � ;����Z��UF���S"/���!��� � ( � � � ( �
� !.( �%���5�L�TR(2��*�-�E���Z"/�0� �-�E�!� ����&��,"/�
"/;��Q�
�����*-!R^�.����&A��"/�A��� �E� ��� " ;��O���
2�&��="/�����J�-�!��&���" �����]�
UF���,"/�A������� � � ���*6#R � ������� !D6)�:�
�T�!� � �1;��1���*���O�0�
���#"/�A�[������� �Y�," ���W���
2�"/;

h = sin(ml0) � ��� �*"/���!�b��� 
+��� � �
h = cos(ml0)�!���

h = 0
�E���

x < 0
�!�
x > L � �e;��A�<;N���D��� � �
���#"/���F���!���9�S"

x = 0
�!���

x = L � (��Z�."
6)�,"/; 
+�
� � �(�!��� � ��� 6#R � �H��UF���," �������H&A�T�!� "/��"/;�� � ���
�b�����
� -!R^�.%M�<;��!��-!��67�
" �>���
� " ;��
�����
�����
�#"L�,����� �.,����."/�
�������
27�������#"��)( � �*����- 
+��� � � � ����� =�!����!"/�,"/�A����� � " ;��P� �J2�&A�A" �����!�
���\"/;��H�A�����A�����#" �Y� ���!� � � �-,����
" ��� �W� �!�!� � �!���j67�!"*"/��� ��������&��,"/�A�����1�!� �

A = 2σΦ+
0,k/g �

B = 2σΦ−
0,k/g � �!��� D = −2iG−2k � �!���O"/;�� � ����""�`��4 ���E� ��UF���
���
R�� �

Ω0 =
σkD

2 sinh(2kH)
.

���&( �@:�!
�@;��O�����
� -!RN�-�!��&���" �����]� � �Y� �����L2��*��2��!-#�S"/����-P�>�������*���F���*�������,&W6��!� �(�!&�����-_"/;��

x
�`� %M��� �

��� '�?0� � F=�	��?
���V������'���'�� !/���.�(��% �����-�G%G�$�	��
�F=��� F=��
#
4��
4��� �.�#
4?A���('�% �C� ���
)
�$��F ��� 2 � 8:��

�V'�

��?
��
��
1����
����(
4��

�V� ����

���(��HC?
���=+��(%,
4F�!��D?
����?
'����$���������

)
�������7
4��� �7Q��
���VU�W �V'�%�
4���	?
����%��=F=
4�������$� ?A���VB�

� 2 
�� ����(��
L
A����?A�<�.����'=�(����� ��8�� �$���	��?

�� ��
��V'��$������� H=����

�	F B�

�(� F=��
#
4��
4���<�(
��/
4?��(����� ?
��
�� ?A��

�V�(� 8:���

)
� B�
4� %�'�?0�

����������
4�7�$��F %D'�?0� ����� 2 

� ���/�$� ����
L�(
4�����/�$�V� )
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"/� �Y�!� � �
x > 0

���e-��+���
��6#R �c�!�/��� 
����2� ����� ��! �E���W" ;��D� �.,����."/��� �W� �!�0�
�����*-!RO���

∂

∂t

(
BB?

2

)

− Cg
∂

∂x

(
BB?

2

)

= S1,Mei =
, �

(iΩ0B
?A) ,

����( � � !
�e;��
� �

B?
�������,"/�!�Q" ;��h�����
2�&��:%��
�����*��-��,"/�h���

B
( �@;�� �Q���b�A���
�F" �����!&1"/� ����( � : ! �E���O�

2������ 4��	�
� 2 �����54c67�!" " ��� �:%M����2M"1"/;��,"@"/;��D�/�L�!-!�����!�dR
2��!�*"e�*��2�&��!���
�+6#RO�H�*�T�!&X2��,�*" (
� U[���,"/�A�������&( � � !fR[�A��&�� �W�0�
��� �*�!�*2)����������-0�����
� -!RJ� �.,����."/�A���L�
�M� �J�
���
�F" � -��+���
�L6#RJ" ;��

�E�/�,�
"/�A���Q���3�����
� -!RO&A���*"e6#Rb" ;��D�����
���
����- �Y� ����� �
RE,S1Mei = − 1

Cg

∫ L

0
S1,Mei(x)dx.

����( � � !
�M�/�J2�&A�B�!���,&ARF"/�A�T�!&)�.%M2�� �����*�������V�T�,�+67�B��6�"/�!�����
���,"e� ��� �����,����� � �e;���� � 
+�
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RE,S1Mei =
cosh 2τ − 1
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RS1,Mei = 2−1/2RMei.
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Hs: 0.98m
fp:0.1019 Hz
Mean dir. at fp: 315.00 deg
Spread at fp: 12.46 deg
Curr:  0.00 m/s
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Hs: 1.13m
fp:0.1018 Hz
Mean dir. at fp: 326.66 deg
Spread at fp: 36.06 deg
Curr:  0.00 m/s
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Hs: 1.09m
fp:0.1018 Hz
Mean dir. at fp: 313.19 deg
Spread at fp: 35.13 deg
Curr:  2.00 m/s
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Hs: 1.49m
fp:0.1120 Hz
Mean dir. at fp: 341.04 deg
Spread at fp: 33.91 deg
Curr:  2.00 m/s
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Hs: 0.81m
fp:0.1018 Hz
Mean dir. at fp: 301.46 deg
Spread at fp: 40.45 deg
Curr:  0.00 m/s
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Hs: 1.00m
fp:0.1226 Hz
Mean dir. at fp: 278.09 deg
Spread at fp: 32.11 deg
Curr:  2.00 m/s
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Hs: 1.17m
fp:0.1120 Hz
Mean dir. at fp: 324.03 deg
Spread at fp: 36.68 deg
Curr:  2.00 m/s
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d2f1

dt2
+ ω2f1 = eiω′t.
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f1(0) = 0
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df1/dt(0) = 0 � -��/�[����-�"/;���� �!&���" �����

f1(ω, ω
′; t) =

eiω′t − eiωt + i(ω − ω′) sin(ωt)/ω

ω2 − ω′2

�E���
ω′2 6= ω2,
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f1(ω, ω
′; t) =

teiω′t

2iω′
− sin′ ωt)

2iω′ω
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d2

dt2
+ σ2

)

Φs
2,k(t) = −gkΦsi,s

2,k − tanh(kH)
∂2Φsi,s

2,k

∂t2
,

����( � � !
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Φs
1,k′ � �����D��6�"/�!��� �

∂2Φsi,s
2,k

∂t2
=

−
∑

k′,k”

k
′ · k
k

cosh(kH)

cosh(k′H)
M(k′,k”)Gk−k′Gk′−k”Φ0,k”

∂2

∂t2

(

f1(σ
′,k′

U − sω”)eil.Ut
)

.
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Φs
2,k
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k” = k
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(

∂2

∂t2
+ σ2

)

Φs
2,k(t)
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=
∑

k′

∑

k”

MM(k′,k”)Gk−k′Gk′−k”Φ1,k”f1(σ
′,−l

′.U − sσ”)eil.Ut,
���&( � � !

�e�A" ;
l
′ = (k” − k

′) · U � �,���

M ′ =
k
′ · k
k

[

gk −
(

σ”2 − (σ′ + l.U)
2
)

tanh(kH)
] cosh(kH)

cosh(k′H)
.

���&( ��� !
�@;����*���
��������� ���
�e2)�!" ���#"/���!& 27�!"/�
�#"/�'�,&X���
2�&��="/�����3�����d"5�!���*�/� Rb" ;��D��UF���," �����

(

d2

dt2
+ σ2

)

Φs
2,k(t) =

∑

k′

∑

k”

M ′M(k′,k”)Gk−k′Gk′−k”Φ0,kf1(σ
′,−l

′.U − sσ”)eil.Ut,���&( ��� !
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(

d2

dt2
+ σ2

)

f2 = f1(σ
′,−l

′
· U − sσ”)eil.Ut.
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f2 = f2,a + f2,b,
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�e;����*�
f2,a = − te−isσ”t − sin(σ”t)/σ”

2isσ” [σ′2 − (l′.U + sσ”)2]
,
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f2,b = − 1

2σ′(σ′ − [l′.U + sσ”]))
×

[

e−i(σ′−l′.U)t

σ”2 − (σ′ − l′.U)2
− 1

2σ

(

eiσ”t

σ” + (σ′ − l′.U)
+

e−iσ”t

σ” − (σ′ − l′.U)

)]

.s
���&( � ��!
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FΦ
2,0,k = FΦ

0,2,k = 2〈φ+
2,kφ

−
0,−k〉.
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FΦ
2,0,k

∆k
=
∑

k′

∑

k′′

M2(k,k′)
〈Gk−k′Gk′−k′′〉

∆k′′

〈Φ+
1,kΦ

−
1,−k〉

∆k
〈f2e

iσt〉∆k
′′∆k.
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〈f2e
iσt〉 =

πt

8σσ′
δ [σ′ − (σ′′ − l

′′.U)] +O(1).
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θ′′
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∆k → 0 � �!�����!�#"/�A����2��,"/�A��-
" ;��,"1����&AR
k′′ = k
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�%R[����&A��� �
FΦ

2,0(t,k) = −
∫

k′

∫

k′′

πt

4σ′′
M2(k,k′)FB(k−k

′)
FΦ

0,0(k)

σ′
δ [σ′ − (σ′′ − l

′′.U)] dk′′dk′+O(1).����( ��� !
FΦ

2,0(t,k) = −
∫

k′

∫

θ′′

∫

σ′′

πt

4σ′′
M2(k,k′)FB(k−k

′)
FΦ

0,0(k)

σ′

k′′

C ′′
g

δ [σ′ − (σ′′ − l
′′.U)] dσ′′dθ′′dk′+O(1).����( � � !

FΦ
2,0(t,k) = −

∫

θ′′

πt

4σ′′
M2(k,k′)FB(k − k

′)
FΦ

0,0(k)

σ′

k

Cg

dθ′′ +O(1).
����( ��� !

FΦ
2,0(t,k) = − πt

4σ

∫

θ′
M2(k,k′)FB(k−k

′)
FΦ

0,0(k)

σ′

k′

Cg

(Cg + k.U)

(Cg′ + k′.U)
dθ′ +O(1).
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U << Cg
�c�������e"/;��K��� � � �
2�"/�A���

U << Cg � " ;��D� �!�*�����!�#"V���!�����A" ����� �

σ′ − σ = lxU = ∆σ,
�!��� ����( � =�!

k′ − k =
∆k

∆σ
∆σ +O(∆σ2),
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k′ − k = (k′x − kx)
U

Cg
+ k O





(

U

Cg

)2


 ,
����( � ��!

k − k′

kx − k′x
=

U

Cg
.

����( ��� !
� �D���.*���� � r = k′ � r0 = k � r cos θ = k′x � �e�A" ; �

r = r0 +
U

Cg
(r0 cos θ0 − r cos θ),

����( ��� !

r =
r0 + U

Cg
r0 cos θ0

1 + U
Cg

cos θ
,

" ;[� � ���&( � :@: !

r =
P

1 + e cos θ
,
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e � �e�A" ; � P = r0 + U/Cgr0 cos θ0 = b2/a�!���

e = U/Cg = c/a
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k
′
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l
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k = k

′ + l
(Q.����
� * %M���

k
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k
′
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l
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U = 0
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