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Zusammenfassung

Der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit liegt auf der Entwicklung effektiver adaptiver
Finiter Element Methoden fiir Konvektions-Diffusionsprobleme mit dominanter Konvek-
tion. Zunachst wird von einem stationaren Modellproblem ausgegangen. Fiir dieses
werden verschiedene Finite Element Methoden der Bubnov-Galerkin und der Petrov-
Galerkin Art, sowie Modifikationen davon, unter Verwendung linearer Ansatzfunktionen
auf Dreieckselementen dargestellt. Fiir das Modellproblem mit dominater Konvektion
schneidet im Vergleich das SU/PG-Verfahren als sehr praktikabel ab.

Zur Lokalisierung des Diskretisierungsfehler, z.B. im Bereich scharfer Schockfronten, wer-
den verschiedene Moglichkeiten zur a posteriori Abschétzung bereitgestellt. Neben der
Darstellung eines Fehlerindikators aus einer Mittelungstechnik werden ausgehend von
einer klassischen Formulierung eines residuellen Fehlerschatzers modifizierte Vorfaktoren
der Residuenterme entwickelt. Desweiteren wird ein Fehlerschatzer basierend auf einem
lokalen Konvektions-Diffusionsproblem mit Neumann Randbedingungen eingefiihrt. Nu-
merische Beispiele dienen dem Vergleich der verschiedenen Fehlerschéatzer und zeigen
deren Wirksamkeit.

Zur Durchfithrung einer anschlieBenden Verfeinerung des zugrundeliegenden Diskretisie-
rungsnetzes werden verschiedene Markierungsmethoden und Verfeinerungsstrategien ein-
ander gegeniibergestellt. Anhand von Beispielen wird ihre Wirkungsweise veranschaulicht
und ein Vergleich gefiihrt.

Eine weitere Anpassung des Netzes an die berechnete numerische Losung kann auch durch
die Optimierung der Plazierung der Netzknoten erfolgen. Zu diesem Zweck wird ein
Netzglattungsalgorithmus basierend auf Informationen eines a posteriori Fehlerschatzers
vorgestellt und dieser insbesondere an den eingefiihrten Neumann-Fehlerschéatzer ange-
palt. Beispiele zeigen, dafl diese Netzanpassungsmethode zur Minimierung des Fehlers
beitragt, dies jedoch nicht in vergleichbar starkem Maf§ wie eine weitere Netzverfeinerung.
Dennoch stellt diese neue Methode eine sinnvolle Erganzung zur Netzverfeinerung dar.

Den Abschluf3 der Arbeit bildet die Erweiterung der Betrachtungen auf ein instationéres
Modellproblem. Zur numerischen Losung wird dabei auf die raumliche Diskretisierung
des stationdren Problems zuriickgegriffen. Die Zeitdiskretisierung erfolgt mittels eines
f-Schemas. Zur Steuerung der Grofle der Zeitschritte werden Standardtechniken verwen-
det.

Informationen iiber den Diskretisierungsfehler konnen in jedem einzelnen Zeitschritt die
vorgestellten Fehlerschétzer liefern. Zur Anpassung des Netzes an die zeitlich verédnder-
liche Losung dienen unterschiedliche Vorgehensweisen, die u.a. auf Vergroberungstech-
niken und Delaunay-Triangulierungen basieren. Beispiele belegen die Effektivitat des
Verfahrens.
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Kapitel 1

Einleitung

Mathematische Modelle, die eine Kombination von Konvektions-Diffusionsprozessen be-
schreiben, gehoren zu den weitverbreitesten in den Natur- und Ingenieurwissenschaften.
Oft ist der dimensionslose Parameter, der die relative Grofie des Diffusionsanteils mifit,
sehr klein. Die Konvektions-Diffusionsgleichung nimmt dann einen vornehmlich hyper-
bolischen Charakter an und es konnen diinne Grenzschichten am Rand und im Inneren
des Gebietes, sowie scharfe Schockfronten auftreten. Im strengsten Sinne, d.h. im rein
hyperbolischen Fall, stellen Grenzschichten bzw. Schockfronten Diskontinuitaten in der
Losung dar, die mit zunehmender Diffusion ausgeschmiert werden.

Unter all diesen Umstanden wird man, anders als fiir elliptische und parabolische Pro-
bleme, mit Standardverfahren der Methode der Finiten Elemente auf numerische Sche-
mata kommen, die physikalisch unsinnige Ergebnisse liefern. Insbesondere wurde dieses
schlechte Verhalten fiir die oben genannten Falle beobachtet, in denen die exakte Losung
eines Problems von hyperbolischem Charakter nicht-glatt ist. Wenn die exakte Losung
z.B. eine Diskontinuitat in Form eines Sprungs aufweist, zeigt die Losung einer Stan-
dard Methode der Finiten Elemente i.a. grole Oszillationen, auch in weiter Entfernung
vom Sprung. Damit ist die approximierte Losung nirgends nah an der exakten Losung
und damit praktisch unbrauchbar. Da viele hyperbolische Probleme nicht-glatte exakte
Losungen besitzen, werden Approximationsverfahren mit hoherer Stabilitat benotigt.
In der jiingeren Vergangenheit gelang es, diese Schwierigkeiten durch die Konstruk-
tion neuer spezieller Verfahren fiir diese Problemklasse mit befriedigenden Konvergenz-
eigenschaften zu bewaltigen. In diesem Zusammenhang seien die SUPG- oder auch
Stromlinien- Diffusions-Methode und deren Shock-Capturing Modifikationen zu nennen,
die im Rahmen dieser Arbeit vorgestellt werden.

Bei der numerischen Behandlung partieller Differentialgleichungen haben sich adap-
tive Methoden als zusatzliche wertvolle Hilfsmittel erwiesen. In Fallen, in denen die
Genauigkeit der numerischen Approximation durch lokale Singularitaten, wie einsprin-
gende Ecken, Grenzschichten oder Schockfronten gestort wird, ist es sinnvoll, die Diskreti-
sierung dort zu verfeinern. Um eine optimale Genauigkeit zu erhalten, miissen die Re-
gionen, in denen die Losung weniger regular ist, identifiziert und entsprechend verfeinert
werden. Dabei mufl eine gute Balance zwischen verfeinerten und unverfeinerten Teil-
gebieten erreicht werden. Die Netzadaption umfafit somit die Behandlung von zwei
Problemstellungen: Zum einen muf} ein Verdichtungsindikator, der auf einer a posteriori
Abschatzung des Fehlers der numerischen Berechnung in einer geeigneten Norm basiert,
bestimmt werden. Zum anderen mufl ein Netzgenerator ausgehend von der Verteilung
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der Indikatoren die Diskretisierung in geschickter Weise so umstrukturieren, dafl der
lokale Fehler in den einzelnen Elementen reduziert wird.

Hinsichtlich der Abschatzung des Diskretisierungsfehlers stehen verschiedene Kategorien
von a posteriori Fehlerschatzer, z.B. residuelle Fehlerschatzer, Indikatoren aus Mit-
telungstechniken oder Fehlerschatzer basierend auf lokalen Hilfsproblemen zur Verfiigung.
Neben der h-Adaption, in der Verfeinerungstrategien und Markierungsmethoden eine
groe Rolle spielen, kénnen auch sogenannte Netzglattungsmethoden einen positiven
Beitrag zur Reduzierung des Fehlers der numerische Losung leisten. Im Verfeinerungs-
prozeB der h-Adaption entsteht eine Folge von hierarchischen Netzen, in denen die Po-
sitionierung der einzelnen Knotenpunkte und damit die Ausrichtung der Elemente vom
Ursprungsnetz abhangt. Die Verschiebung von Knoten unter Beibehaltung der Netz-
topologie zum Abschluf einer solchen Netzverfeinerung kann schon mit relativ kleinen
Positionsanderungen grofie Effekte erzielen.

1.1 Zielsetzung

Aus dem zuvor Gesagten ergibt sich zunachst die Forderung nach der Bereitstellung sta-
biler Methoden der Finiten Elemente mit zufriedenstellenden Konvergenzeigenschaften
zur Losung eines Konvektions-Diffusionsproblems auch mit dominanter Konvektion. Fiir
ein stationares Modellproblem sollen ausgehend von der Bubnov-Galerkin Methode ver-
schiedene spezielle Methoden diskutiert werden.

Das mogliche Auftreten von Singularitdten, in Form von Schockfronten oder Grenz-
schichten, 1488t den Wunsch nach effizienten adaptiven Methoden, welche basierend auf
Informationen iiber den Fehler eine Approximation gewiinschter Genauigkeit mit na-
hezu minimalem Aufwand liefern, aufkommen. Die bendtigten Informationen iiber die
Verteilung und Grofle der Fehlers sollen dabei mittels a posterior: Fehlerschatzer ermit-
telt werden. Insbesondere soll ein passender residueller Fehlerschatzer und ein Fehler-
schatzer basierend auf einem lokalen Konvektions-Diffusionsproblem entwickelt werden.
Zur eigentlichen Verfeinerung der Triangulierungen sollen verschiedene Markierungs- und
Verfeinerungsstrategien zur Auswahl gestellt werden.

Desweiteren soll ein Netzglattungsalgorithmus basierend auf Informationen eines a pos-
teriori Fehlerschatzers vorgestellt werden. Aufgabe dieses Netzglattungsalgorithmus ist
die Optimierung der Netzknoten einer aus dem adaptiven Proze hervorgegangenen Tri-
angulierung hinsichtlich des Fehlers. Sein Einflu} auf die Minimierung des Fehlers soll
diskutiert werden.

Abschlieflend soll die Erweiterung dieser Betrachtungen auf den instationdren Fall gefiihrt
werden. Zur Zeitdiskretisierung soll ein #-Schema verwendet werden. Die zeitlich ver-
anderliche Losung erfordert eine entsprechene Anpassung der Netze. Zu diesem Zweck
sollen verschiedene Vorgehensweisen vorgestellt werden.

1.2 Gliederung

Der Inhalt dieser Arbeit gliedert sich folgendermafen:
In Kapitel 2 werden zunéchst einige reprasentative Beispiele fiir Konvektions-Diffusions-
probleme vorgestellt und anhand des Stofftransports in einem Grundwasserleiter die



1.2. GLIEDERUNG 3

einzelnen Prozesse erlautert. Anschlieend wird das stationdre Modellproblem formu-
liert.

Die numerische Behandlung der betrachteten Differentialgleichung mittels Methoden
Finiter Elemente wird in Kapitel 3 vorgefiihrt. Insbesondere werden die Bubnov-
Galerkin Methode, die SUPG bzw. SDFEM, sowie Shock-Capturing Modifikationen
dargestellt. Anhand von Beispielen werden die Besonderheiten der einzelnen Methoden
beleuchtet.

Das Kapitel 4 ist iterativen Algorithmen zur Losung der aus den Diskretisierungen
durch Finite Elemente entstehenden unsymmetrischen Gleichungssysteme gewidmet. Be-
sonderen Platz nimmt dabei das BiCG-Stab Verfahren ein.

In Kapitel 5 werden verschiedene Moglichkeiten zur a posteriori Abschiatzung des
Approximationsfehlers bereitgestellt. Zentrale Punkte sind hierbei ein Indikator aus
einer Mittelungstechnik, ein klassischer residueller Fehlerschéatzer und ein Fehlerschatzer
basierend auf einem lokalen Neumann Problem.

Fiir die verwendeten hierachischen strukturierten Netze werden in Kapitel 6 verschiedene
Markierungsmethoden und Verfeinerungsstrategien zur Durchfiithrung einer Netzverfei-
nerung basierend auf den vorliegenden Indikatoren vorgestellt und anhand von Beispielen
verglichen.

In Kapitel 7 wird ein Netzglattungsalgorithmus zur Optimierung der Plazierung der
Knoten einer Triangulierung, die aus einem adaptiven Verfeinerungsproze3 gewonnen
wurde, prasentiert.

Schliefflich erfolgt in Kapitel 8 die Erweiterung der Betrachtung auf ein instationares
Modellproblem. Die Diskretisierung der Zeit erfolgt mittels eines #-Schemas. Die raum-
liche Diskretisierung wird aus der Behandlung des stationaren Problems tibernommen.
Die Anpassung der Netze an die zeitlich veranderliche Losung erfolgt mittels der vorgestell
ten Fehlerindikatoren und verschiedener Verfahren, die auf Verfeinerungs- bzw. Ver-
groberungsmethoden oder auf Delaunay-Triangulierungen basieren.
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Kapitel 2

Die Konvektions-Diffusionsgleichung

Zunachst soll die Vielfaltigkeit der Probleme aus Natur- und Ingenieurwissenschaften, in
denen Konvektions-Diffusions-Phanomene auftreten, anhand einiger Beispiele verdeut-
licht werden. In vielen Fallen treten Konvektions-Diffusions-Phanomene eingebettet
in einem grofleren Zusammenhang auf und werden deshalb haufig nicht unbedingt als
solche wahrgenommen. In anderen Fallen umfassen und beschreiben sie das Gesamt-
problem. Eine umfangreiche Zusammenstellung von verschiedenen Problemen sind in
48] zu finden.

Anschlielend an die Vorstellung einiger beispielhafter Konvektions-Diffusionsprobleme
sollen speziell anhand des Problems des Stofftransports in einem Grundwasserleiter die
Bedeutung und Problematik der Konvektions-Diffusionsgleichung sowie die auftretenden
Prozesse veranschaulicht werden. Vor diesem Hintergrund wird am Ende dieses Kapitels
ein stationdres Modellproblem vorgestellt.

2.1 Beispielhafte Probleme

Ein sehr anschauliches Beispiel fiir ein Konvektions-Diffusionsproblem ist die Verschmut-
zungsausbreitung in einer FluBmiindung. Man stelle sich eine FluBmiindung als zweidi-
mensionales Gebiet, wie in der folgenden, stark vereinfachten Abbildung 2.1 angedeutet,
Vor.

Verschmutzungsquelle

Abbildung 2.1: Flumiindung

Mit wu sei die iiber die Tiefe gemittelte Konzentration der Verschmutzung, z.B. Ab-
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6 KAPITEL 2. DIE KONVEKTIONS-DIFFUSIONSGLEICHUNG

wasser, chemischer oder radioaktiver Abfall oder auch eine Temperaturverteilung (z.B.
durch Kiihlwasser), bezeichnet. Dann hat die typische Gleichung zur Beschreibung ihrer
Ausbreitung die Form

afuij-Vu:V-(EVu)%—f.

ot
Dabei ist f die Quelle, die raumlich sehr begrenzt, aber mit der Zeit veranderlich sein
kann. Der Vektor b beschreibt ein gegebenes ebenes Geschwindigkeitsfeld, welches eben-
falls von der Zeit abhangen kann, z.B. aufgrund von Tidebewegungen. In den meisten
Féllen wird b als divergenzfrei (V - b = 0), d.h. das Fluid als inkompressibel angenom-
men, so daf man b - Vu durch V - (bu) ersetzen kann. Der Koeffizient € beschreibt die
Diffusivitat, welche die Mischung durch vertikale Bewegungen in gemittelter Form, sowie
turbulente und molekulare Diffusion berticksichtigt.
Die dimensionslose Peclet-Zahl Pe = |b|L/e gibt das Verhéltnis von Konvektion zu Dif-
fusion wieder. Fiir typische Dimensionen des Problems, Geschwindigkeiten von 0.5 bis
3m/sec, eine Diffusivitdt von 0.05 bis 5m?/sec und einer charakteristischen Langenab-
messung L von einigen 100m, nimmt die Peclet-Zahl Werte von 10 bis 6-10° an.
Eine repréasentative lineare Konvektions-Diffusionsgleichung erhélt man, wenn € als un-
abhangig von der Konzentration v angenommen wird.

Die Modellierung einer atmospharischen Verschmutzung, wie z.B. nach der Tschernobyl-
Katastrophe durch radioaktive Partikel oder nach dem Ausbruch des Vesuv in der An-
tike durch Asche, stellt ein komplexes dreidimensionales Problem dar. Aufiere Parame-
ter sind dabei die gemittelte horizontale Windgeschwindigkeit, als Quellen und Senken
fungieren z.B. der Abfall der Radioaktivitdt oder die Transformation der Isotope im
System. Desweiteren geht ein vertikaler Diffusionskoeffizient ein, der eine Funktion der
Hohe ist. Bemerkenswert an diesem Problem ist, dafi die Skalen in horizontaler und
vertikaler Richtung weit auseinanderliegen konnen. Insbesondere bei einer Verschmut-
zung wie nach Tschernobyl konnen in horizontaler Richtung die Langenskalen Tausende
von Kilometern betragen und Geschwindigkeiten von 10m/sec auftreten, wiahrend in ver-
tikaler Richtung die Skalen wesentlich kleiner anzusetzen sind. So kann die Bandbreite
von auftretenden Peclet-Zahlen von 1072 in atmosphérischen Grenzschichten bis zu 10
in freier Atmosphére reichen.

Anhand des Problems des Stofftransports durch einen Grundwasserleiter soll die Be-
deutung und Problematik der Konvektions-Diffusion-Gleichung im folgenden Abschnitt
etwas veranschaulicht werden.

2.2 Stofftransport im Grundwasser

Ein typisches makroskopisches phédnomenologisches Modell fiir den Grundwassertrans-
port einer Substanz in Losung in einem Grundwasserleiter mit der Konzentration u hat
die Form

O(neu)
ot

+ V- (nbu) —V-(n.(D"1+D)-Vu)—f=0
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Zur Erlauterung der Bedeutung und des Hintergrunds der einzelnen Terme soll etwas
weiter ausgeholt werden. Details zu den folgenden Ausfithrungen konnen in [43] nachge-
lesen werden.

Die Ausbreitung von Stoffen im Untergrund kann in Abhangigkeit von der Art des Stoffes,
der Art seiner Eintragung, dem Aquifertyp, dem Typ der Stromung etc. sehr unter-
schiedlich ablaufen. Die Prozesse lassen sich nach folgenden Kriterien klassifizieren:

1. Art des Grundwasserleiters

e Porengrundwasserleiter oder Kluftgrundwasserleiter
Ersterer ist insbesondere fiir die Trinkwasserversorgung wichtig.

2. Art der Stromung

e ungesattigte und gesattigte Verhaltnisse

In der gesattigten Zone vollzieht sich im wesentlichen die horizontale Ausbrei-
tung von Stoffen, wéhrend durch die ungeséattigten Zonen mit dem Sickerwasser
Stoffe i.a. in vertikaler Richtung bewegt werden. Durch das zugrundeliegende
Stromungsfeld ergeben sich i.a. Unterschiede zwischen dem Transport in beide
Richtungen und diese werden meist getrennt betrachtet. Innerhalb dieser Arbeit
sollen nur Stromungs- und Transportprozesse in gesattigten Zonen betrachtet wer-
den.

e mit Wasser nicht mischbare und mischbare/geloste Stoffe
Die nicht mischbaren Stoffe (z.B. Mineralolprodukte) stellen eine dem Wasser
gleichwertige Phase dar, da der Transport nach den Gesetzméfigkeiten der Mehr-
phasenstromung erfolgt. I.a. ist ein Transport iiber groflere Distanzen nur fiir
geloste Stoffe moglich und dieser soll im weiteren betrachtet werden.

e hydrodynamische aktive und inaktive Konzentrationen
Abhéngig von seiner Konzentration kann der Inhaltsstoff die Stromung, z.B. durch
Gravitationseffekte, Veranderung der Dichte und kinematischen Zahigkeit des Flu-
ids, beeinflussen. Bei hohen Konzentrationen kann also eine Riickkopplung des
Transportprozesses auf die Stomung erfolgen. Bei niedrigen Konzentrationen kon-
nen diese Einfliisse auf die Stomung vernachlassigt werden.

3. Art des transportierten Stoffes

e ideale Tracer und Stoffe mit Adsorption und chemischer Reaktion
Unter einem idealen Tracer versteht man einen Wasserinhaltsstoff, welcher die
Wasserbewegung mitvollzieht. Er erfahrt weder Adsorption am umgebenden Ge-
stein noch unterliegt er chemischem Abbau oder Zerfall und er liegt in hydrody-
namisch inaktiver Konzentration vor.

4. Art des Transportes

e Advektion und Diffusion, Dispersion
Fiir einen idealen Tracer gibt es in mikroskopischer Betrachtungsweise, d.h. das
Kontrollvolumen ist klein gegentiber einer Einzelpore, nur zwei grundlegende Trans-
portprozesse: Die durch das Geschwindigkeitsfeld der Grundstromung verursachte
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Konvektion, auch Advektion genannt, und die durch die Brownsche Molekular-
bewegung verursachte Diffusion, die eine Ausbreitung in Richtung abnehmender
Konzentration bewirkt.

In makroskopischer Betrachtungsweise (d.h. in grofleren Gebieten miissen zur Be-
schreibung des Transportes gemittelte Geschwindigkeiten beriicksichtigt werden)
werden alle Transporteffekte, welche in den Inhomogenitaten des Stromungsfeldes
begriindet liegen und deren Grofle unterhalb der des Mittelungsvolumens liegen, in
dem Begriff der Dispersion zusammengefaflt.

2.2.1 Konvektion, Advektion

Auf mikroskopischer Ebene stellt man neben dem Prozefl der molekularen Diffusion
die konvektive Bewegung von Wasserinhaltsstoffen in Richtung des Wassers mit dessen
lokaler Geschwindigkeit (Advektion) fest. An jedem Punkt des Wassers innerhalb einer
Pore 148t sich die Massenstromdichte des transportieren Stoffes infolge Advektion wie
folgt darstellen.

Nadvek =ub

Dabei bezeichnet u die Konzentration und b die lokale Geschwindigkeit.

2.2.2 Diffusion

Die molekulare Diffusion bewirkt einen Ausgleich von Konzentrationsunterschieden in
Richtung abfallender Konzentration und damit eine Vermischung von Wasser und Wasser-
inhaltsstoff. Dem diffusiven Anteil der Massenstromdichte liegt das Ficksche Gesetz
zugrunde:

Ndiff = —DmVu

mit der Diffusionskonstanten D™. Aufgrund der geringen Grofle der Diffusionskonstan-
ten ist die Vermischung zunachst nur auf der Ebene einer Einzelpore von Bedeutung. Um
den Transport iiber makroskopische Bereiche beschreiben zu kénnen, miissen Mittelwerte
des Massenstromdichtevektors betrachtet werden. Diese konnen entweder tiber den ef-
fektiven Porenraum oder iiber das Gesamtvolumen einschliellich der Gesteinskorner er-
mittelt werden. Durch die effektive Porositat n. sind die beiden Mittelwerte miteinander
gekoppelt.

NGesamtporem)olumen _ neNGesamtvolumen

Die beteiligten Groflen werden in ihren Mittelwert tiber den effektiven Porenraum und
die lokale Abweichung bzw. Schwankung zerlegt.

b+b
u = u+u
Man erhalt folgende Massenstromdichte nach der Mittelung

N =n.(ub—D"Vi+ub )
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Dabei sind die Terme, in denen die Schwankungsgroflen einfach enthalten sind, ver-
schwunden, wahrend Produkte aus diesen Groflien nicht im Mittelungsproze3 heraus-
fallen. Der erste Term beschreibt den Massenflufl aufgrund der mittleren Geschwindig-
keit und wird Konvektionsterm genannt. Der zweite Term gibt den Massenflufl infolge
Diffusion an und der dritte Term wird als Dispersionsterm bezeichnet.

2.2.3 Dispersion

Der Dispersionsterm beschreibt den MassenfluB}, der iiber den mittleren Wert @b hinaus
aufgrund der Geschwindigkeitsfluktuationen innerhalb des Mittelungsvolumens auftritt.
Die Grofle des Mittelungsvolumens legt einen Schnitt bei der Skalengrofle, bis zu welcher
Inhomogenitéiten des Stromungsfeldes noch explizit bekannt sind. Alle Transporteftekte,
die durch kleinerskalige Inhomogenitaten des Stromungsfeldes verursacht werden, werden
in der Dispersion zusammengefaflt.

In Analogie zur Diffusion wird der Dispersionterm i.a. durch einen Fickschen Ansatz
beschrieben:

u'b = -D- V.

Der Dispersionstensor D ist ein Tensor zweiter Stufe. I.a. ist die Dispersion in Stromungs-
richtung eine Grofenordnung gréfler als quer zur Richtung der Stromung. In die Koef-
fizienten gehen sowohl Aquifer- als auch Stromungseigenschaften ein.

Aus der Massenbilanz im Kontrollvolumen erhélt man die Transportgleichung, in welcher
der iiber die Berandung ein- bzw. austretende Massenstrom und die Quellen und Senken
innerhalb des Kontrollvolumens mit den Anderungen der Masse im Kontrollvolumen im
Gleichgewicht stehen miissen. Unter Beriicksichtigung der bisher betrachteten Prozesse
erhélt die Transportgleichung folgende Form:

d(neu)
ot

Die Zugabe bzw. Entnahme des Inhaltsstoffes, die nicht mit einer Zugabe/Entnahme
von Wasser verbunden ist, ist in der Grofle f gegeben, wobei mit f > 0 eine Quelle und
mit f < 0 eine Senke vorliegt.

Der spezifische Durchflufl ¢ = n.b des Grundwassers, der in der Transportgleichung den
konvektiven Term ausmacht, kann aus einem Grundwasserstromungsmodell der allge-
meinen Form

+ V- (nbu) — V- (n.(D"1+ D) -Vu)— f=0.

d(pne)
ot

berechnet werden, wobei p die Dichte ist. Eine Verallgemeinerung des Darcy-Gesetzes
stellt den Zusammenhang zwischen g und der aquivalenten Piezometerhohe her

+V-(pg) =0

g=-K Vo.

Hierin ist K die Matrix der effektiven hydraulischen Durchlassigkeiten und ¢ die aquiva-
lente Piezometerhohe, die als Funktion der Dichte p und der vertikalen Hohe z betrach-
tet werden kann. In diesem Zusammenhang soll auf die umfassenden Arbeiten von [5]
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hingewiesen werden. Die Werte fiir die Groflen in diesen Gleichungen konnen sehr stark
schwanken und sind haufig sehr schlecht zu bestimmen.

Zur Losung der Differentialgleichung des Stofftransports miissen sowohl Anfangswerte als
auch Randbedingungen gegeben sein. Sind Werte fiir die Konzentration auf dem Rand
vorgegeben, so spricht man von Dirichlet- Randbedingungen. Ist der Konzentrationsgra-
dient (und damit der dispersive Flu}) senkrecht zum Gebietsrand gegeben, handelt es
sich um sogenannte Neumann-Randbedingungen. Dartiberhinaus konnen auch gemischte
Randbedingungen vorliegen, die den gesamten Stoffflufl iiber den Rand spezifizieren, in
diesem Fall spricht man von Cauchy-Randbedingungen.

2.2.4 Adsorption

Unter Adsorption versteht man die physikalische oder chemische Bindung des gelosten
Stoffes an der Oberflache fester Stoffe oder Gesteinskorner. Die physikalische Adsorption
ist i.a. reversibel und lauft relativ schnell ab, die chemische hingegen ist i.a. irreversibel
und hat einen langsamen Verlauf. Haufig wird auch der Effekt, den 'dead-end-pores’ auf
das Transportverhalten ausiiben, als Adsorption bezeichnet, obwohl es sich dabei um
einen anderen Prozef3, z.B. die molekulare Diffusion in diese Poren, handelt.

In der Massenbilanz mufl nicht nur die adsorbierte sondern auch die geloste Substanz
berticksichtigt werden. Man kann von einem lokalen Gleichgewicht zwischen adsorbierter
und geloster Substanz ausgehen, wenn der Adsorptionsprozefl im Vergleich zur Zeitskala
der Stromung schnell verlauft. Die Konzentration u, der adsorbierten Phase stellt sich
dann als algebraische Funktion der Konzentration u der gelosten Phase dar:

Uq = f(u)

Die Funktion f(u) wird Isotherme genannt, sie beschreibt das Gleichgewicht bei konstan-
ter Temperatur. Im einfachsten Fall liegt sie als lineare Funktion der Konzentration vor,
man spricht von dem K p-Konzept, welches fiir kleine Konzentrationen immer verwendet
werden kann:

u, = Kpu.

Hieraus laft sich ein Retardierungs- oder Verzogerungsfaktor ableiten, der das Verhaltnis
von gesamter zu geloster Stoffmenge pro Volumeneinheit angibt. Bei einer Gleichgewichts-
adsorption werden die Abstandsgeschwindigkeit, die Koeffizienten des Dispersionstensors
und die aufleren Quellterme um den Retardierungsfaktor R vermindert. Dies wird als
Verzogerung der Ausbreitung beobachtet.

Weitere haufig benutzte Funktionen sind die Freundlich-Isotherme und die Langmuir-
[sotherme

kru
ul’ = bk ué:kgljtu
mit den Konstanten ki, ks. Nichtlineare Isothermen verzogern und deformieren die
Schadstoffverteilung, aulerdem fiihren sie Nichtlinearitaten in die Transportgleichung
ein, fiir deren Losung dann iterative Methoden herangezogen werden miissen.
Langsame Adsorptionsprozesse lassen sich nur durch Differentialgleichungen beziiglich
der Zeit erfassen. Der Einfachheit halber sollen diese hier nicht weiter betrachtet wer-
den.
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2.2.5 Chemische Reaktionen

Der Vollstandigkeit halber soll hier noch auf chemische Reaktionen hingewiesen sein,
diese werden im weiteren jedoch nicht berticksichtigt.

Chemische Reaktionen eines Wasserinhaltsstoffes werden in der Transportgleichung als
Quellen- bzw. Senkenterm eingebaut. Schnelle Reaktionen (Gleichgewichtsreaktionen)
lassen sich durch ein System von miteinander gekoppelter Differentialgleichungen fiir die
Konzentrationsverteilung und algebraischer Gleichungen zur Beschreibung der ablaufen-
den Reaktionen darstellen.

2.3 Modellproblem

Fiir die weiteren Betrachungen wird folgendes Modellproblem formuliert, ein stationéres,
lineares Konvektions-Diffusionsproblem mit Adsorption und zugehorigen Randbedingun-
gen:

-V-(D-Vu)+b-Vu+au = f in Q
u = Up auf I'p
n-D-Vu = tN aufFN

Der Notation des vorhergegangenen Kapitels folgend beschreibt u die unbekannte Skalar-
grofe der Schadstoftkonzentration, b = [by, bo] das gegebene Geschwindigkeitsfeld der zu-
grundeliegenden Stromung, o > 0 den Koeffizient einer linearen Adsorptionsisotherme,
f die Funktion der Quellen und Senken und n den Randnormalenvektor. D = D(x) ist
der zweistufige Tensor, in dem Diffusion und Dispersion zusammengefat wurden. Diese
mathematische Vereinfachung ist moglich, da beide Prozesse durch das Ficksche Gesetz
beschrieben werden und bei makroskopischer Betrachtung der Natur beide Phanomene
schwer auseinanderzuhalten sind. Der entsprechende Term kann als hydrodynamische
Dispersion bezeichnet werden, aber der Einfachheit halber soll er im folgenden als Dif-
fusion bezeichnet werden. Unter Vernachléssigung von Dispersion und fiir den isotropen
und homogenen Fall reduziert sich die Grofle D auf den skalaren Diffusionskoeffizient
e > 0. Das Modellproblem hat dann die Form

—eAu+b-Vu+aoau = f in
U = Up auf I'p
eVu-n = ty auf 'y .

Es wird von einem divergenzfreien Stromungsfeld ausgegangen, d.h. statt V - (bu) 148t
sich b - Vu schreiben. Auf dem Teil I'y der Gebietsberandung seien Neumann-Bedin-
gungen und auf dem Teil I'p Dirichlet-Bedingungen gegeben.

Die Differentialgleichung ist elliptisch mit mehr oder weniger hyperbolischem Charakter,
abhéngig von der Gréfle der Parameter € und b. Im Grenzfall € = 0 liegt eine rein hyper-
bolische Gleichung vor, wird € hingegen grof}, so nimmt sie mehr elliptischen Charakter
an.
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Insbesondere soll der Fall "¢ klein” betrachtet werden, d.h. die Gleichung ist von stark
hyperbolischer Natur und die zuvor beschriebenen Effekte sind von zunehmender Bedeu-
tung.

Die Schwache Form der Differentialgleichung erhilt man durch die Multiplikation mit
einer geeigneten glatten Testfunktion w, die Integration iiber das Gebiet 2 und die
partielle Integration des ersten Terms zu:

—(ty,w)ry + (D - Vu,Vw) + (b- Vu+ au,w) = (f,w)  Vw.

Mit (-, -) wird dabei das innere Ly-Produkt iiber €2 von skalaren oder vektoriellen Groien
bezeichnet

(g,h) = /Qg-th

(g>h)FN = g- hdr.

'y

Zur Abkiirzung wird eine Bilinearform a(-,-) und ein lineares Funktional [(-) fiir die
rechte Seite, welches die Daten enthalt, definiert

a(u,w) = (D-Vu,Vw)+ (b-Vu+ au,w)
l(w) == (f,w)+ (ty,w)ry.
Die Bilinearform ist fir u,w € H'(Q), dem Sobolev-Raum der Funktionen, die wie
auch ihre ersten Ableitungen tiber () quadratisch integrierbar sind, wohldefiniert. Die

Losung v mufl auf dem Dirichlet-Rand I'p gleich dem vorgegebenen Wert up sein und
die Testfunktionen dort identisch Null. Wir definieren

HL(Q) = {ve H(Q):v=up auf T'p}
Hp,(Q) = {ve H(Q):v=0auf I'p}.

Somit schreibt sich die Schwache Formulierung des Modellproblems wie folgt:

Finde u € H5(Q), so dafl

a(u,w) = l(w) Yw e Hp, (),

wobei a(+,-) und I(-) wie oben definiert sind.



Kapitel 3

Finite Element Methoden

Die grundlegende Idee aller numerischen Methoden zur Losung von Differentialgleichun-
gen ist die Diskretisierung und damit Algebraisierung des gegebenen kontinuierlichen
Problems, welches unendlich viele Freiheitsgrade besitzt. Das entstehende diskrete Prob-
lem bzw. das Gleichungssystem enthélt hingegen eine endliche Anzahl von Unbekannten
und kann mit Hilfe eines Computers gelost werden.

In der Finiten Differenzen Methode (FDM), als der klassischen numerischen Methode
fiir partielle Differentialgleichungen, werden die Ableitungen durch Differenzenquotien-
ten ersetzt. Die Werte der Unbekannten werden an einer endlichen Zahl von festgelegten
Punkten eingefiihrt, diese stellen einen Mittelwert iiber die entsprechende Gitterzelle
dar.

Der Diskretisierungsprozefl innerhalb der Methode der Finiten Elemente (FEM) verlauft
anders. Es wird von einer Reformulierung der gegebenen Differentialgleichung als aqui-
valentes Variationsproblem ausgegangen. Die unbekannte Grofle, in diesem Fall die Kon-
zentration, wird an jedem Punkt des modellierten Gebietes durch eine Interpolations-
funktion beschrieben. Die Stiitzstellen der Interpolationsfunktion bilden als Knoten ein
beliebiges Elementnetz, welches begrenzt durch den Rand I' = 99 das Losungsgebiet €2
iberdeckt.

Vorteile der FEM gegeniiber der FDM liegen in der relativ einfachen Handhabbarkeit
von komplizierten Geometrien, allgemeinen Randbedingungen und veranderlichen oder
nichtlinearen Materialeigenschaften. Auflerdem erméglicht die klare Struktur und Viel-
seitigkeit der FEM die Entwicklung von allgemeinen Softwarecodes fiir verschiedene An-
wendungen. Dartiberhinaus besitzt diese Methode ein starkes theoretisches Fundament,
welches weitere Zuverlassigkeit gibt und die Moglichkeit eroffnet, den Fehler in der ap-
proximierten FE-Losung mathematisch zu analysieren und abzuschatzen.

Zunachst wird das Bubnov-Galerkin-Verfahren als Standard Finite Element Methode
angewandt. Fir die vorliegende Konvektions-Diffusionsgleichung zeigen sich allerdings
bei dominierender Konvektion unphysikalische Oszillationen in der numerischen Losung.
Aus diesem Grunde wurden stabilere Methoden, die streamline upwind/Petrov-Galerkin
Methode [30] oder auch streamline diffusion Methode [36] u.a. entwickelt. Diese werden
im Anschlufl vorgestellt.

13
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3.1 Standard-Galerkin, Bubnov-Galerkin

Es sei 7;, eine Aufteilung des Gebietes €2 in beispielsweise dreieckige Finite Elemente,
Triangulierung genannt. Mit T oder €2, sei ein Element, mit h. sein Durchmesser und
mit T oder I, sein Rand bezeichnet. Sei H'(2) der Hilbert-Raum der quadratisch inte-
grierbaren Funktionen mit quadratisch integrierbaren Ableitungen erster Ordnung. Der
endlich dimensionale Unterraum H'" C H'(Q) ist definiert als der Raum, welcher durch
stiickweise polynominale C®—kontinuierliche Basisfunktionen iiber die Triangulierung 7,
aufgespannt wird

H'™ = {¢": " € C°(Q0), ¢"|r € Py, VT € T}

Mit Q ist der Gebietsabschlul bezeichnet und P, steht fiir die Polynome k-ter Ord-
nung. Innerhalb dieser Arbeit wird im wesentlichen k = 1 gesetzt, sofern nichts anderes
vereinbart wird. Damit werden im Zweidimensionalen lineare Dreieckselemente, die so-
genannten P1l-Elemente, verwendet.

Eine in H'* enthaltene Funktion kann als Linearkombination der Knotenbasisfunktionen
beschrieben werden

¢" (2. y) = 3 8N (,y),

wobei die Koeffizienten ¢; als Knotenfreiheitsgrade bezeichnet werden. Die lineare In-
terpolationsfunktion N;(z,y) nimmt an dem assoziierten Knoten j den Wert 1 an und
verschwindet an den anderen Knoten, d.h. es gilt N;(x;,y;) = d;; fiir jede Paarung von
zwei Knoten ¢ und j des Netzes, wobei ¢;; das Kroneckerdelta ist. Der Freiheitsgrad ¢,
ist also der Wert der Funktion ¢" im Knoten j, ¢; = ¢"(z;,y;).

In der Finiten-Element-Formulierung wird die Approximationslosung «” in entsprechen-
der Weise an den Knoten beschrieben, d.h. die Unbekannten des diskreten Problems
liegen als Knotengrofien vor.

Die Integral-Darstellung zur Ermittlung dieser Unbekannten wird als schwache Form
bezeichnet. Man erhélt sie aus der Wichtung der Differentialgleichung mit der Test-
oder Wichtungsfunktion w und anschliefendem Integrieren. Bezeichend fiir die Bubnov-
Galerkin Formulierung ist, daBl der Raum der Testfunktion mit dem der Approxima-
tionslosung bis auf die Randbedingungen iibereinstimmt. Dies bedeutet, dal die Wich-
tungsfunktion w eine kontinuierliche, stiickweise lineare Funktion ist. Auf dem Dirichlet-
Rand nimmt die Testfunktion den Wert Null an, w € H' mit w = 0 auf I'p.

Die gesamte Gleichung stellt sich wie folgt in der schwachen Form fiir das Standard-
Galerkin bzw. Bubnov-Galerkin Verfahren dar:
e @) 3) (4) (5)
/(D V") Vu dQ + / b- Vu'"w"dQ + a/ uMw" dQ :/ fw"dQ + / tyw™dl
Q Q Q Q Ty

Fiir die Testfunktion w”" und die Konzentration v bzw. deren Gradienten werden die
oben beschriebenen linearen Ansétze nach dem isoparametrischen Konzept gewahlt:

Nnod MNnod
wh:ZNkwk:Nw , uh:ZNkuk:Nu inT
k=1 k=1
MNnod Mnod
Vu" =Y VNuw,=Bw , Vu"=)> VNu =Bu

k=1 k=1
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Wobei n,,,q die Anzahl der Knoten pro Element sind. Insbesondere fiir lineare Dreiecks-
elemente (n,,q = 3) gilt dementsprechend

N., N2, N3 . o
N:[N1>N27N3]a BZ[N% N,2x N?]v w= | W , W= | U2
7y’ ’y’ 7y w3 us

Die Darstellung der Anteile der einzelnen Terme der schwachen Form erfolgt in Matri-
zenschreibweise:

(1) / (D- V")V dQ, -~  w' / B'DB dQ, u = w'ku
T T
—_——
k : symm

2) /b-Vuh Wt~ wt/Nthdﬁeu:wtgu
T T

N———
g : unsymm

(3) a/ uPwhdQ,  ~ 'wtoz/ N'NdQ, u = w'omu
T T

m : symim

(@0.06) [ futa+ [ tywtdl, o~ wl(f /N'aQ+ [ N'dL) = w'f
T I'n T 'nnT

f

In Anhang 1 ist eine kurze Darstellung sogenannter linearer Dreieckselemente und eine
Ubersicht iiber die zur Implementierung nétigen Elementmatrizen zu finden.

Der Zusammenbau der lokalen Gréfen, in ne; Elementen, zu den globalen Groflen erfolgt
formal mittels der Boolschen Matrizen und fithrt auf die Form:

Nel Nel
Uw' {k+g+am}u = [Jw'f
e=1 e=1

lokale Grofien

— W {K+G+aM}U = W'F VW
N e’

globale Groflen

Durch Zusammenfassen der Matrizen zu einer Systemmatrix A, die durch den Anteil G
unsymmetrisch ist,

A = K+aM+G=E+G

mit E = K + aM : symmetrisch,

G : unsymmetrisch

gelangt man auf das globale Gleichungssystem AU = F.
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Der EinfluB der Konvektion gegeniiber der Diffusion wird durch die dimensionslose
Peclet-Zahl wiedergegeben, Pe = |b|L /¢, wobei L eine charakteristische Ladngenabmessung
bezeichnet, auf die spéater noch eingegangen werden soll.

Die Standard-Galerkin-Methode arbeitet fiir relativ grole Werte von € (¢ > h) zufrieden-
stellend. Aber fiir kleine € bzw. groie Peclet-Zahlen, d.h. wenn ¢ — 0 und die Konvek-
tion dominant ist, treten in der berechneten Losung Oszillationen auf, sofern die exakte
Losung nicht glatt ist, z.B. Grenzschichten und Diskontinuitdten enthalt. Diese Oszil-
lationen werden zudem iiber das gesamte Gebiet mit der Advektion transportiert und
machen die numerische Losung wegen ihres unphysikalischen Verhaltens unbrauchbar.
Dieser Effekt begriindet sich aus der schwachen Stabilitat von Methoden vom Zentralen-
Differenzen-Typ fiir kleine Werte von e. Die Methode arbeitet nur dann gut, sofern die
lokale Netzweite derart verfeinert wird, dafl die Konvektion auf Elementebene nicht iiber
die Diffusion dominiert.

Eine Moglichkeit, die Stabilitdat von Festgitter-Methoden wie der FEM zu erhdhen,
besteht darin, kiinstliche Diffusion in das numerische Schema zu bringen. Die einfachste
Art stellt das Addieren eines Diffusionsterms —dAwu, mit § = h — €, auf der linken Seite
der Differentialgleichung dar. Danach wird auf die modifizierte Differentialgleichung die
Galerkin-Methode angewendet. Dies fiihrt auf stabile, aber tiberdiffusive Losungen, die
insbesondere starke ”Crosswind Diffusion”, d.h. Diffusion senkrecht zur Stromrichtung,
aufweisen.

2
Eine weitere Art, die Stabilitat zu sichern, besteht darin, einen Term —‘g—bg =: Owu,
wobei QU = b . Vu die Ableitung in Stromrichtung ist, hinzuzufiigen. Da das Origi-

nalproblem gestort wurde, fehlt es dieser Methode an Konsistenz und die beste zu er-
wartende Konvergenzrate liegt bei O(9) [22].

Ein anderer Ansatz lafit die Differentialgleichung unberiihrt und fiihrt numerische Diffu-
sion in die schwache Form durch Wichten des Konvektionsterms mit einer um einen Term
erweiterten Testfunktion ein. Diese Idee entstammt wiederum den Finiten Differenzen
Verfahren, wo eine nicht-zentrale Differenzen-Approximation unter Beriicksichtigung der
Flufirichtung fiir die erste Ableitung gewahlt wird. Fiir die FEM entspricht dies einem
Petrov-Galerkin-Verfahren, d.h. die Testfunktionen unterscheiden sich von den Ansatz-
funktionen. Allerdings sei betont, dafl bei diesem Vorgehen nur der Konvektionsterm in
dieser Art gewichtet wurde, was auch dort zu einem Mangel an Konsistenz fiihrt.

Um zu einer stabilen und konsistenten Methode zu gelangen, stellten Hughes & Brooks
1982 die streamline upwind/Petrov-Galerkin method (SUPG) vor [30], deren mathema-
tischer Hintergrund durch Johnson und seine Mitarbeiter beleuchtet wird [36]. In der
mathematischen Literatur wird der Name streamline diffusion method (SDFEM) fiir diese
im folgenden beschriebene Methode bevorzugt.

Der Ubersicht halber soll die Galerkin/least-square method nicht unerwihnt bleiben.
Diese Methode wurde durch Hughes und Mitarbeiter im wesentlichen fiir das Stokes-
Problem begriindet, fiir welches sich beweisen 1afit, da} die Babuska-Brezzi-Bedingung
mittels dieser Methode umgangen werden kann. Da aber diese Methode fiir das Kon-
vektions-Diffusionsproblem keine Vorteile gegentiber der SUPG-Methode aufzuweisen
scheint [11], soll in diesem Rahmen nicht weiter auf sie eingegangen werden.



3.2. STREAMLINE UPWIND/PETROV-GALERKIN, SDFEM 17

3.2 Streamline Upwind/Petrov-Galerkin, SDFEM

Die zugrundeliegende Idee der SUPG Methode entstammt dem wupwinding der Finiten
Differenzen Methode. Den Knoten, die stromaufwérts (upwind) liegen, wird mehr Ge-
wicht verliehen als denen, die stromabwarts liegen. Fiir die FEM wurde diese Idee zuerst
durch Christie, Griffiths, Mitchell & Zienkiewicz (1976) [8] im eindimensionalen Kontext
angewendet. Die Testfunktion wurde aus der Ansatzfunktion und der Addition einer
Modifikation héherer Ordnung gewonnen, siehe Abbildung 3.1(2) . Die Abbildung 3.1
zeigt die Ansatzfunktion N; und die Testfunktion W; des Bubnov-Galerkin Verfahrens
(1), sowie die modifizierten Testfunktionen W; nach Christie et al. (2) und nach Hughes
& Brooks (3) fiir den eindimensionalen Fall.

(1) (2) (3)
b
‘ W; NoW N,
S RS S <

Abbildung 3.1: Ansatzfunktionen und modifizierte Testfunktionen

Einen konzeptionell anderen Ansatz wihlten Hughes & Brooks [30]. Im Falle der SD-
FEM bzw. SUPG ergibt sich die Testfunktion aus der Addition der Ansatzfunktion
und der Ableitung der Ansatzfunktion, siehe Abbildung 3.1(3). Diese Methode hat sich
als generell sehr geeignet fiir hyperbolische Probleme herausgestellt. In dem hier be-
trachteten Fall ergibt sich die Testfunktion zu: w = v + db- Vv =: v + v, mit v der
iiblichen Testfunktion wie zuvor. Durch Wichtung der gesamten Differentialgleichung
mit der Testfunktion w ergibt sich folgende schwache Form:

—/ v-(D-vuh)ugd9+/(D-vuh)vvth+/ b Vul (v + o) dQ
Q Q Q
+ oz/uh(vh—i-v{f)dﬂz/f(vh—i-v{f)dQ—l—/ tyv™dl

Q Q 'y

Der erste Term auf der linken Seite ist so fiir FE-Funktionen " unsinnig. Er muf als

Summe der entsprechenden elementweisen Terme interpretiert werden

/Auhv{} dQ = > /AuhvfdQ.
Q Tez, /T

Zur Vereinfachung wird er aber wie zunachst oben dargestellt. Allerdings mufl v in dem
soeben beschriebenen Sinne interpretiert werden.

Die gesamte Gleichung stellt sich, unter Fortlassung der Kopfzeiger h, wie folgt in der
schwachen Form fiir das SUPG-Verfahren dar:

1) 2 3
/(D-Vu)Vde+/b-VudeJra/qudQ
Q Q
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(10 (20 (30)
- /v.(D-vu)ab.vudQ+/b.vuab.vvd9+a/ucsb-vvdn
Q Q Q

() (1) )
_ /fde+/f§b-Vde+/ tyvdl
Q Q INY

Der Term (2a) beschreibt zusétzliche Diffusion in Stromrichtung:

5 [b-Vub-Vvd2 =0
Q ——
2.Ableitung von u in Richtung b

Es werden wie beim Vorgehen mit dem Standard-Galerkin Verfahren lineare Ansétze fiir
die Konzentration u und die Testfunktion v bzw. deren Gradienten gewahlt:

Nnod
o= ZNkvk:N'v inT
k=1
Nnod
Vol = Z V Ny, = Bu
k=1
MNnod
v = b)Y VN, = bBo
k=1

Fiir die gewéhlten linearen Ansatzfunktionen verschwindet der Term (1la) (Au = 0). Die
Terme (1), (2), (3), (4), (5) entsprechen denen beim Standard-Galerkin Verfahren darge-
stellten. Die zusatzlichen Terme lassen sich analog wie folgt in Matrizenschreibweise
darstellen:

(la) / V- (D-Vu)éb-Vvdf)e ~»  verschwindet fiir lineare Ansétze
T

(2a) / b-Vudb-Vud, ~ o / SBB'BB A, u = v’k u
T T

k%P . symm.

(3a) @ / wob-VodQ, ~ ot / 6B N A9, u = v'adg'u
T T

adg’ : unsymm.

(4a) /chb-Vdee ~ vt/éBtbtfdQe:vthD
T T

fSD
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Im Anhang 1 befindet sich eine Zusammenstellung der entstehenden Elementmatrizen.
Der Zusammenbau der lokalen Gréflen, in n.; Elementen, zu den globalen Gréflen erfolgt
wie oben formal mittels der Boolschen Matrizen und fithrt auf die Form:

Nel Nel

th{k+g+am+kSD+a6gt}u = th{f—l—fSD}
e=1 lokale Groflen e=1
— VI{K+G+aM+K? +adG'} U = V'F vV

globale Gréflen

Die einzelnen Matrizen werden wiederum zu einer insgesamt unsymmetrischen Matrix
A zusammengefafit

A = K+G+aM+K? +afG'=E+M

mit E = K + oM + K5? : symmetrisch
M = G + dG' : unsymmetrisch.

Damit erhilt man das globale Gleichungssystem AU = F.

Die Arbeit zur mathematischen Analysis der SDFEM wurde von Johnson und seinen
Mitarbeitern geleistet. Sie zeigten, dafl es sich bei dieser Methode um eine Methode
hoherer Genauigkeit handelt, d.h. der Fehler ist O(h**1/2), wobei k die Ordnung des
approximierenden Polymons ist. Desweiteren wurde die Stabilitat fiir die Ableitung in
Stromrichtung gezeigt [34].

3.2.1 SUPG-Parameter ¢

Die explizite Wahl des Faktors ¢ ist nicht offensichtlich und in einer Vielzahl von Ver-
offentlichungen werden unterschiedliche Ansatze gewahlt. FEine umfangreiche Zusam-
menstellung findet sich in [12]. In einigen Verdffentlichungen wird der Parameter § als
‘intrinsic time scale’ bezeichnet.

Allen Definitionen ist gemeinsam, dafl der Faktor wéachst, wenn e fallt, und fir die Wahl
0 = 0 das SUPG-Verfahren in die Standard-Galerkin Methode tibergeht. Fiir den rein
konvektiven Fall (¢ = 0) wird in [36] der Wert § ~ h/|b| angegeben, dieser Wert wird
u.a. auch in [22] verwendet. In dem Buch [34] wird fiir den allgemeinener Fall (e > 0)
der folgende Vorschlag gemacht:

5 — che, wenn € < h,, mit ¢ > 0, klein
10, wenn € > h,
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Diese Vorgehensweise ist nicht geeignet, wenn |b| variabel ist und wenn nicht-quasi-
uniforme Triangulierungen 7, vorliegen. Fiir diese Fille empfiehlt sich

5 — C|Z|€ auf T € 7,, wenn € < h.|b|
‘ 0, wenn € > h,|b| .

Ein weiterer Ansatz wird in [35] von der Form

- ’Z’, 0}, mitzB.¢; =05 (siehe in Tab.3.1 Zeile 7)

gegeben. Es zeigt sich, dafl der Faktor ¢ ortsabhéingig ist, zum einen von der Ele-
mentgréffe und zum anderen von den lokalen Parametern wie der Geschwindigkeitsver-
teilung und Diffusivitdat. Insbesondere 1afit sich ¢ als Funktion der lokalen Peclet-Zahl

Pl = |b2|% als

- 20b|

5. ¢(Pe")

definieren. Wesentlich fiir die Wahl der Funktion ¢(Pe”) ist das vorausgesetzte asympto-
tische Verhalten fiir d,:

h

e = O(|T:|) ,  wenn Pe" — 0o
h2

Se=0(=%) , wenn P" —0

€

In dieser Form sind einige in der Literatur genannten Varianten fiir ¢(Pe”) in der Tabelle
3.1 zusammengefaflt.

Die Wahl der charakteristischen Lange h, ist nicht von unerheblichem Einfluf3 auf 9.,
[12]. Verschiedene Ansétze sind in der Tabelle 3.2 wiedergegeben.

Die erste Wahl entspricht der iiblicherweise in der Theorie getroffenen, namlich der
langsten Kante des speziellen Dreiecks. Der zweite Vorschlag geht auf Mizukami [46]
und Tezduyar [54] zuriick. Es wird die maximale Lénge des Schnittes zwischen dem
Dreieck und einer zum Geschwindigkeitsvektor b parallelen Linien durch den Schwer-
punkt berechnet. Dieser Ansatz eignet sich besonders fiir gestreckte Dreiecke. Die
dritte Definition entspricht dem Durchmesser eines flaichengleichen Kreises, wobei A,
den Flacheninhalt des Elements angibt. Verwendung findet diese Definition vorallem
bei isotropen Dreiecken. Der letzte Ausdruck stammt von Harari [24], wobei x; die
Knotenkoordinaten bezeichnet und xg die Schwerpunktkoordinaten.

Im Rahmen der Beispiele innerhalb dieser Arbeit wurde, sofern nicht anders angegebe-
nen, fiir die Funktion ¢(Pe") des Parameters ¢ die Variante 7 nach Johnson und fiir h,
die langste Kante gewahlt.

3.3 Shock-Capturing Modifikationen

Die SDFEM erzielt zwar stabile Losungen, aber ein Uber- und Unterschwingen der nu-
merischen Losung nahe von Sprung-Diskontinuitaten der exakten Losung kann auch
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’ ‘ C(Peh) ‘ Bezeichnung ‘ Literatur ‘
1. 2¢ s.o. Hansbo [22]
2. | 2¢, wenn € < h,|b|, sonst 0 S.0. [34]
3. coth(Pe’) — é optimal 8]

2
4. min{1, P%} doppelt asymptotisch [31]
Z
5. ] —EePeh Mizukami [46]
6. max{0,1 — PL} kritisch 8]
3
7. max{0,1 — ﬁ} Johnson [35]
P B2\ 7
8. 3 (1 + <§> ) Hughes ,Tezduyar | [26], [54]
—1/2
9. Pe" <1 + (Peh) 2) Tezduyar [55]

L he |
1 he =max h; , 1 =1,2,3
3.0 b
2. =151 N,
© 251

4A,
ey
™

3 1/2
4, h;1:4114 lgzm—wsﬂ
¢l i=1

Tabelle 3.2: Charakteristische Langen h,

durch diese Methode nicht vollig ausgeschlossen werden. Dies erklart sich aus der Tat-
sache, daf} diese Methode keine monotone und auch keine monotonieerhaltende Methode
ist. Eine monotone Methode erhalt von einem Zeitschritt zum nachsten die Vorzeichen
der numerischen Losung an allen Knoten des raumlichen Netzes. Im monotonieerhal-
tenden Fall wird die Monotonie der Anfangsdaten erhalten. Die Entwicklung einer
monotonen Methode hoherer Genauigkeit ist nicht trivial. Mit Godunovs Theorem
gelangt man zu einer linearen, monotonieerhaltenden Methode, die aber im besten Fall
von erster Ordnung genau ist [11]. Einen sinnvollen Weg, um hohe Genauigkeit in Regio-
nen mit glatter numerischer Losung zu erzielen und Oszillationen an Grenzschichten zu
vermeiden, stellt die Konstruktion einer nichtlinearen Methode dar, also eines Schemas,
das selbst von der numerischen Losung abhangt. Die grundlegende Idee dabei ist, die
Dissipation in der Nahe von Grenzschichten zu erhéhen.
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3.3.1 Shock-Capturing Modifikation nach Hughes

Die Oszillationen, welche bei der Benutzung der SDFEM beobachtet werden konnen,
liegen in Richtung normal zu dem Gradienten der transportierten Grofle bzw. der Kon-
zentration. Aus diesem Grund entwickelten Hughes und seine Mitarbeiter [47], [27]
eine Modifikation der SDFEM, die weitere Diffusion in diese Richtung einfiihrt. Dieser
neue Diffusionsterm wird in die Wichtungsfunktion eingearbeitet und als Discontinuity-
Capturing Modifikation bezeichnet. Um konsistent zu sein, mufl die neu eingefiihrte Dis-
sipation proportional zum Elementresiduum sein und zugunsten der Genauigkeit muf sie
schnell in den Gegenden verschwinden, in denen die Losung glatt ist und der konvektive
Term des Residuums klein ist. Bei Johnson und seinen Mitarbeitern wird sie als Shock-
Capturing Modifikation (SC) der SDFEM bezeichnet. Die theoretische Begiindung zur
Einfithrung der Shock-Capturing Modifikation sind in [53] und [41] gegeben.

Die Testfunktion nimmt mit dem modifizierten Term die folgende Gestalt an.

w=v+5b-Vo+db- Vo

Der zusitzliche Term in der Testfunktion kann wiederum als eine Form von kiinstlicher
Diffusion erster Ordnung betrachtet werden, wobei der Diffusionskoeffizient von dem
Residuum der FE-Losung abhangt. Die Robustheit der SDFEM wird insbesondere bei
der Prasenz von Diskontinuitaten, wie Schockfronten, erhoht, da die numerische Diffu-
sion dort eingefiithrt wird, wo das Residuum grof§ ist, aber nur kleine Werte in glatten
Gegenden gibt.

Das modifizierte Geschwindigkeitsfeld b stellt eine Projektion von b auf Vu" dar.

0 falls Vu = 0

b= h
b-Vu'gyr  falls Vi #0
‘Vuh

Abbildung 3.2: Modifiziertes Geschwindigkeitsfeld

Da b von der unbekannten diskreten Losung abhingt, fiihrt diese Modifikation auf eine
nichtlineare Methode, obwohl das zugrundeliegende Problem linear ist. Bei der Berech-
nung wird zunachst ein Schritt mit der SDFEM ohne die SC-Modifikation vorgenommen
und die ermittelte Losung fiir das Shock-Capturing verwendet. Die so gewonnene Losung
kann als Startwert fiir eine ”auflere” Fixpunkt-Iteration verwendet werden:

Startwert :  x; = f(x0)
Iteration i =1,n : Tip1 = f(xz)

Abbruch, wenn : |Tin1 — x| < tol.
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Es wird also solange iteriert, bis keine nennenswerte Verbesserung mehr erzielt werden
kann.

Die Wahl des modifizierten Faktors 6 kann analog zu der oben beschriebenen Wahl von
0 getroffen werden, wobei die modifizierte Geschwindigkeit zu berticksichtigen ist. Im
einfachsten Fall z.B.:

§=— oder §=ch
]
Das Geschwindigkeitsfeld b 1afit sich, wie oben dargestellt, in die Komponenten b und
b; = b — b zerlegen. Man erhalt die Beziehung

b-Vu"=b-Vu"

Bei der Diskretisierung entstehen der SC-Modifikation entsprechende Elementmatrizen
(mit &, b), diese sind ebenfalls im Anhang 1 aufgefiihrt.
Setzt man die um den SC-Term erweiterte Testfunktion in die schwache Form ein und
nutzt die obige Beziehung, so erkennt man, dafl durch die Modifikation eine verbesserte
Stabilitiit erreicht wurde [27]. Durch den Zusammenhang b - Vu” = b - Vu" erhilt man
unter dem Integral der schwachen Form u.a. die Terme:

b VU £ V-8 bbIVu + Vo -8 bb' V...

Der letzte dieser Terme gibt die Kontrolle tiber die Gradienten in Richtung von Vuh.
Bei der oben vorgeschlagenen Wahl fiir § ergibt sich bei b = b eine Verdopplung von
§ entlang der Stromlinien. Um dies zu umgehen, kann man die Komponente dbb’ in

Richtung von bb' durch die Wahl
§ = max{0,5(b) — 6(b)}

umgehen. Dabei wird schliellich das Maximum zwischen der durch die SDFEM und die
SC-Modifikation eingefiihrte Diffusion als Dissipation in Richtung der Stromlinie in die
Rechnung eingebracht.

3.4 Numerische Beispiele

In diesem Abschnitt soll anhand von Beispielen die Vorteile und Nachteile der zuvor
beschriebenen Methoden veranschaulicht werden. In allen Rechnungen wurden line-
are FE-Ansitze verwendet. Zur Losung der entstehenden Gleichungssysteme wurde
das im nachsten Kapitel beschriebene BiCG-Stab-Verfahren mit ILU-Vorkonditionierung
gewahlt. Die Netze entstanden aus uniformer Verfeinerung einer Ursprungstriangulierung
von 2 Dreieckselementen iiber mehrere Verfeinerungsstufen.

3.4.1 Gekriummte innere Schockfront

Als erstes numerisches Beispiel wird ein Konvektions-Diffusionsproblem auf dem Ein-
heitsquadrat € = (0,1) x (0,1) mit dominanter Konvektion, d.h. kleinem Diffusions-
koeffizienten € = 107°, ohne Adsorption o = 0 und Quellen oder Senken f = 0 betra-
chtet. Es seien auf dem Einflufrand Dirichlet-Bedingungen, I'p = {(x,y) € 0Qlx = 0
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oder y = 1}, und auf dem AusfluBrand homogene Neumann-Bedingungen, I'y = 0Q\I'p,
gegeben. Aufgrund des vorliegenden stationdren Stromungsfeldes b(z,y) = (y, —x) stellt
sich ein Konzentrationsplateau um den Koordinatenursprung ein.

Die folgende Abbildung zeigt oben die dreidimensionale Darstellung der numerischen
Losungen aus der Galerkin Methode und der SDFEM. Es wurde ¢(Pe”) nach Johnson
gewahlt und h, = max h;,2 = 1,2,3. Die untere Zeile zeigt Ergebnisse der SDFEM

mit Shock-Capturing, links wurde & entsprechend & gewihlt und rechts wurde fiir § die
angegebene maxz-Bedingung gefordert.
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Abbildung 3.3: Gekriimmte innere Schockfront
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Anhand dieses Beispiels sollen auch die verschiedenen Moglichkeiten zur Wahl des SUPG-
Faktors 0 verglichen werden. Es wurde wiederum uniform tiber 5 Verfeinerungsstufen ver-
feinert (=2048 Elemente). Die charakteristische Lange wurde zu h, = max h;,i = 1,2,3
fiir alle Alternativen von 0 gewahlt. Die folgende Tabelle 3.3 zeigt fiir die verschiedenen
Faktoren den globalen Fehler der numerischen Losung. Da eine analytische Losung fiir
das betrachtete Problem nicht vorlag, wurde als "exakte” Losung zur Ermittlung des
globalen Fehlers die Losung des hyperbolischen Grenzfalls (¢ = 0) herangezogen.

’ \ ) \ globaler Fehler
1. | h/2|b], wenn e < h|b] 0.068660
2. h/|b| 0.073945
3. hmin(h/e, 1) 0.071085
4. ¢(Pe™) : optimal 0.068656
5.1 ¢(Pe™): doubl. asy. 0.068660
6. C(Pe"): Mizukami 0.068656
7. C(Pe™) : kritisch 0.068656
8. ¢(Pe™) : Johnson 0.068658
9. ¢(Pe") : Hughes 0.068660

10. ¢(Pe™) : Tezduyar 0.068660

Tabelle 3.3: Vergleich der §

Der Vergleich der verschiedenen h., siehe Tabelle 3.4, erfolgte analog zum vorherigen
Vergleich mit der Wahl von 0 nach Johnson fiir alle Varianten von h,.

] \ he \ globaler Fehler
L] Pues 0.068653
2. | 0.Thmas 0.066399
3. | J(44.) /7 | 0.065254
4 hl 0.066455

Tabelle 3.4: Vergleich der h,

Die Wahl verschiedener Versionen fiir den Faktor ¢ zeigt, abgesehen von den sehr sim-
plen Varianten 2 und 3 verhéltnismaflig wenig Einflufl auf den Fehler der numerischen
Losung. Die Wahl der charakteristischen Léange h. hingegen beeinflulit die Grofle des
Fehlers weit deutlicher.
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3.4.2 Innere Schockfront und Randgrenzschicht

Auch dieses Beispiel ist auf dem Einheitsquadrat 2 = (0,1) x (0,1) gestellt. Es wird
wiederum ein Konvektions-Diffussionsproblem mit dominanter Konvektion, d.h.
107?, ohne Quellen oder Senken f = 0, aber nun mit einer Adsorption o = 1 betrachtet.
Es seien auf dem gesamten Rand Dirichlet-Bedingungen gegeben, auf dem unteren und
dem rechten Rand mit dem Wert v = 1, sonst u = 0. Wegen des Stromungsfeldes
b(z,y) = (2,1) stellt sich entlang der Stromlinien durch den Ursprung eine innere Schock-
front ein. Am rechten Rand tritt ein Grenzschicht auf. Dort springen die Werte von 0
auf 1.
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Abbildung 3.4: Schockfront und Randgrenzschicht
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Die Abbildung 3.4 zeigt oben die zweidimensionale Kontur-Darstellung der Losung der
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Bobnov-Galerkin Methode. Aufgrund der grofien auftretenden Oszillationen ist eine
andere Darstellung nicht moglich, bzw. nicht anschaulich. Darunter ist links die dreidi-
mensionale Darstellung der numerischen Losungen aus der SDFEM zu finden. Es wurde
¢ (Peh) nach Johnson gewahlt und h., = max h;,7 = 1,2,3. Unten rechts ist das Ergebnis
der SDFEM mit Shock-Capturing mit der Forderung der angegebenen max-Bedingung
fiir 0 ebenfalls dreidimensional dargestellt.

3.5 Zusammenfassung

Es ist deutlich zu sehen, daf fiir die vorgestellten Probleme mit dominanter Konvek-
tion Oszillationen in den Losungen aus dem Galerkin Verfahren auftreten. Die SDFEM
vermag diese bis auf leichte Uber- und Unterschwingungen nahe der Schockfronten zu
glatten. Die verschiedenen Alternativen fiir 4, abgesehen von den ungiinstigeren Vari-
anten 2 und 3, sind dabei, wie im ersten Beispiel gezeigt, als ungefahr gleichwertig zu
betrachten. Die Wahl der charakteristischen Lange h, hingegen zeigt etwas mehr Einflufl
auf den Fehler.

Durch Einfithrung von Shock-Capturing Modifikationen werden auch die leichten Schwin-
gungen in den Losungen aus der SDFEM eliminiert, wobei die zweite Variante der ersten
etwas iiberlegen zu sein scheint. Allerdings wird die Vermeidung von Uber- und Un-
terschwingungen mit einer leichten Ausschmierung der numerischen Losung an diesen
Stellen bezahlt. Auflerdem kann der Rechenaufwand mit vielen SC-Iterationen stark
zunehmen. Wenn der Diffusionskoeffizient nicht zu klein ist, € > 1072, d.h. die Kon-
vektion nicht stark dominant, und damit ein starkes Uber- und Unterschwingen der nu-
merischen Losung nicht zu erwarten, kann es praktikabel sein, auf ein Shock-Capturing
zu verzichten.
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Kapitel 4

Iterative Gleichungslosung

Bei der Diskretisierung partieller Differentialgleichungen treten meist sehr grofie Glei-
chungssysteme auf. Direkte Verfahren, welche nach endlich vielen Rechenschritten die
(bis auf Rundungsfehler) exakte Losung liefern, eignen sich wegen ihres relativ grofien
Rechenaufwandes, typischerweise werden n? Operationen benotigt, nur bedingt zur Lo-
sung solcher Gleichungssysteme. Zumal die Systemmatrizen, die aus einer Diskretisierung
entstanden sind, i.d.R. schwachbesetzt sind. Diese Gleichungssysteme eignen sich deshalb
besonders gut zur Losung mittels iterativer Verfahren.

Die erste Iterationsmethode fiir lineare Gleichungssysteme stammt von Carl Friedrich
Gauf. Seine Methode der kleinsten Fehlerquadrate fiihrte ihn auf groflere Gleichungssy-
steme, die mit der direkten Methode der Gauf-Elimination nicht mehr bequem berech-
net werden konnten. Das von ihm beschriebene Iterationsverfahren ist eine Variante des
GauB-Seidel-Verfahrens.

Seitdem elektronische Rechner zur Losung von Gleichungssystemen herangezogen wer-
den konnen, ist die Anzahl der Gleichungen um eine weitere GroBlenordnung gestiegen.
Die obigen Verfahren erwiesen sich als zu langsam. In den 30er und 40er Jahren expe-
rimentierte Southwell mit Varianten der Gauf3-Seidel-Methode. Durch eine wesentliche
Beschleunigung des Gauf-Seidel-Verfahrens mit der sogenannten SOR-Methode gelang
Young 1950 ein Durchbruch.

In der folgenden Zeit entstanden noch viele andere, noch effektivere Verfahren, wie das
Verfahren der konjugierten Gradienten und das Mehrgitterverfahren [21].

Das Verfahren der konjugierten Gradienten (CG) hat sich fiir positiv definite Matrizen
als sehr effizient erwiesen. Basierend auf ihm wurden Verfahren zur Anwendung auf
indefinite oder unsymmetrische Probleme verallgemeinert. Diese Verfahren liefern nach
spatestens n Schritten die exakte Losung und sind insofern als iterative Verfahren zu
verstehen, als daBl sie bereits nach wenigen Iterationsschritten gute Anndherungen an
die exakte Losung geben. Im Rahmen dieser Arbeit wird insbesondere das BiCG-Stab-
Verfahren Anwendung finden, da es auch auf indefinite und unsymmetrische Probleme,
wie das hier vorliegende, anwendbar ist.

29



30 KAPITEL 4. ITERATIVE GLEICHUNGSLOSUNG

4.1 Conjugate Gradient Verfahren

Gegeben sei ein lineares regulares Gleichungssystem Ax = b, wobei A € IR™" und b €
IR". Die Verfahren basierend auf dem CG-Verfahren arbeiten nach folgendem Schema:
Gegeben seien ein beliebiger Startvektor &y € R" und das zugehérige Startresiduum
ro = b — Axy. Im folgenden wird mit r; das Residuum b — Ax; bezeichnet.

Durch Aufaddieren eines Richtungsvektors p, auf die bisherige Iterierte @; wird die neue
Iterierte x; 11 gewonnen:

T = X + qyp;

wobei «; die Schrittweite bestimmt. Die Bezeichnung Gradientenverfahren folgt daraus,
dafB fiir symmetrische Matrizen A das Residuum r; = b — Ax; als Suchrichtung gewéhlt
wird, welches der Gradient der Funktion F(x) = 5(Axz, x) — (b, ) an der Stelle x; ist.
Wie sich zeigt, 10st die Minimalstelle von F' das Gleichungssystem Ax = b.

In dem Verfahren der konjugierten Gradienten sind die Richtungsvektoren beziiglich des
euklidischen Skalarprodukts konjugiert bzw. A-orthogonal, d.h. es gilt

(p;,Ap;,) =0, j=0,1,...i—1.

Fiir die Konvergenz des CG-Verfahrens ist die Positiv-Definitheit der Matrix A Voraus-
setzung. Dabei wird eine Matrix A als positiv-definit bezeichnet, wenn sie symmetrisch
ist und Az >0 Vx # 0 gilt.

Beziiglich der erzeugten Iterierten zeichnet das CG-Verfahren zwei Eigenschaften aus:

e sie werden durch eine Minimierungseigenschaft im zugrundeliegenden Krylov-Raum
charakterisiert,

e sie konnen mit wenig Aufwand und Speicherplatzbedarf pro Iteration berechnet
werden.

Es ware fiir ein CG-dhnliches Verfahren anwendbar auf indefinite, unsymmetrische Pro-
bleme wiinschenswert, wenn es eben diese Eigenschaften aufweisen wiirde. Dies ist, wie
in [16] gezeigt wird, nicht moglich. Meist wird nur eine der obigen Eigenschaften erfiillt.

4.2 BiCG-Stab-Verfahren

Das BiCG-Stab-Verfahren (Biconjugate Gradients Stabilized) ist ein auf indefinite, un-
symmetrische Probleme anwendbares, sogenanntes CG-ahnliches Verfahren. Es wurde
aus dem BiCG-Verfahren entwickelt, bei welchem die Minimierung des Residuums auf-
gegeben wurde. Bei der Entwicklung des BiCG-Stab-Verfahrens wurden Ideen des CGS-
Algorithmus (Conjugate Gradients Squared) genutzt, so daf§ nicht die Transponierte der
Systemmatrix benétigt wird, wie im BiCG-Verfahren. Allerdings besitzen beide Ver-
fahren die gleichen breakdown-Schwachstellen (breakdown: Abbruch des Iterationsver-
fahrens ohne Berechnung einer Naherungslésung, z.B. Division durch Null). Da im BiCG-
Stab-Algorithmus das Residuum lokal minimiert wird, glattet sich das unregelmaflige
Konvergenzverhalten der BiCG- und CGS-Algorithmen. Die exakte Losung wird nach
spétestens n Schritten berechnet [19]. Zum Abbruch der Iteration ist es sinnvoll, eine
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Gegeben seien b, z, € IR", eine beliebige Matrix A € R™"
und ein Prakonditionierer W € IR™*", W regular. Es wird
x € IR" mit Ax = b berechnet.

ro =b— Az, , 7 beliebig, so dal (ry,7) #0
po1 =01 =w_; =1
'U_l == p*l - 0

Iteration: ¢ = 0,1, .... (bis i > i4, oder ||7;]| < tol)

pi = (ro, ;) #0

Bi1 = % breakdown moglich
p; =7+ Bi1(p ) —wis1vi1)
y, = Wlp,
v; = Ay,
o = <7—q£ ivi> breakdown moglich
S;, =T, — ;U
zZ; = Wflsi
ti = AZZ‘
i — {t:,8:)
! t.ty)

Ty = T + oY, + Wiz
Tiv1 = 8 —wit;

Tabelle 4.1: BiCG-Stab-Algorithmus

Toleranz tol fiir das Residuum vorzugeben bzw. die maximale Anzahl der Iterations-
schritte zu beschranken.

Die Prakonditionierungmatrix W bewirkt eine Transformation, die auf ein Gleichungssy-
stem mit gleicher Losung fiihrt, dessen Eigenwertverteilung beziiglich der Konvergenzrate
iterativer Methoden jedoch glinstiger ist. Als Prakonditionierer kann man entweder eine
Matrix verwenden, die A approximiert, aber leichter als A zu invertieren ist, oder eine
Matrix W, die A~! approximiert, so dafl nur eine Multiplikation mit W benétigt wird.
Ersteres geschicht im allgemeinen mit den Iterationsmatrizen der (klassischen) linearen
Iterationsverfahren, letzteres durch die Auswertung eines Polynoms in der Matrix A.
Speicherplatzbedarf und Kosten eines Verfahrens, sowohl in der Initialisierung als auch
pro Iterationsschritt, konnen durch die Anwendung eines Prakonditionierers erhoht wer-
den. Aus diesem Grund sollte zwischen dem Aufwand zur Konstruktion und der An-
wendung eines Prakonditionierers und der Verbesserung der Konvergenzgeschwindigkeit
abgewogen werden.

Die Préakonditionierungmatrix W 1afit sich wie folgt aufspalten W = W;W,. Wenn
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W; = I, erhilt man eine Prakonditionierung von rechts, fir Wy = I eine Prakon-
ditionierung von links, und im allgemeinen Fall W; = L, Wy = U erhélt man eine
Prakonditionierung von beiden Seiten. In dem Schema spielen W; und W, keine ex-
plizite Rolle.

4.2.1 SSOR-Prakonditionierung

Da SSOR-Prakonditionierer direkt aus der Matrix A abgeleitet werden kénnen, bendoti-
gen sie weder Speicherplatz noch erzeugen sie Initialisierungskosten. Die urspriingliche
Matrix A wird zerlegt in A = D — L — U, wobei D der Diagonalanteil, L der untere
Dreiecksanteil und U der obere Dreiecksanteil von A sind. Der SSOR-Prakonditionierer
ist dann definiert als

W(A)(w) = j) (2—w) (D —wL) D" (D - wU)
mit dem Relaxationsparameter w, 0 < w < 2. Durch die optimale Wahl des Parameters
w kann die Ordnung des Verfahrens reduziert werden. Als gute Wahl hat sich w = 1.3
gezeigt. Eine eventuell vorhandene Symmetrie der Matrix A tiibertragt sich auf W.
Die Vorkonditionierungsmatrix W wird in der praktischen Anwendung nicht explizit
berechnet. Stattdessen wird ein Gleichungssystem Ax = g, approximativ mit einem
SSOR-Schritt bzw. 2 Halbschritten und dem Startvektor &y = 0 geldst. Durch

x +—— (D —wL) ' (wb — wUzx — (w— 1)Dx)

wird ein Iterationsschritt in Vorwartsrichtung definiert. Ebenso wird die Relaxation in
Riickwartsrichtung durch

x +— (D —wU) }(wb — wLx — (w—1)Dx)

definiert. Der erste iterative Halbschritt fiihrt mit dem Startvektor £y = 0 und b = g,
auf

x'/? = w(D — wL) 'g,.
Der zweite iterative Halbschritt liefert unter Beriicksichtigung der Relation

wg,, + wLa/? — Dzx'/? = 0
2! 550% = (2 — w)(D — wU) "D/,

4.2.2 ILU-Prakonditionierung

Mit dem GauBlschen Eliminationsverfahren erhalt man eine sogenannte LU-Zerlegung
(lower-upper): A = LU. Wenn A symmetrisch ist, vererbt sich die Symmetrieeigen-
schaft auf die Zerlegung A = LDL!. Bei grofien Systemen, wie sie haufig in der Praxis
der FEM auftreten, ist die Matrix meist diinn besetzt, d.h. in jeder Zeile sind nur einige
Elemente von Null verschieden. Diese Eigenschaft geht innerhalb des Gaufischen Elimi-
nationsprozefl bereits nach wenigen Schritten verloren. Die Matrix L ist also wesentlich
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dichter besetzt als A.

Um die Besetzungsstruktur zu erhalten, fithrt man bei der unvollstandigen LU-Zerlegung
(incomplete=ILU) den Prozefl nur nédherungsweise durch. Man unterdriickt im einfach-
sten Fall alle Matrixelemente fiir die Indexpaare, fiir welche A;; = 0. Damit erhalt man
eine Zerlegung A = LU+R, wobei in der Fehlermatrix R nur R;; # 0, sofern A;; = 0 ist.
Damit ergibt sich eine approximierte Vorkonditionierungsmatrix W = LU. Aufgrund
der Zerlegung mit schwach besetzter Matrix L sind Gleichungen der Form Wy = b
schnell auflosbar.

Die Qualitat eines solchen Vorkonditionieres hangt naturgemaf davon ab, wie gut W
die urspriingliche Matrix A approximiert. Fiir Spezialfalle wurde eine Verbesserung der
Konditionszahl bewiesen, x(W~'A) ~ \/k(A). Uber das beschriebene Vorgehen hinaus
gibt es modifizierte ILU-Verfahren, in denen die Diagonale abgeschwacht oder gestarkt
wird.

4.3 Gewahltes Verfahren

Eine allgemeine Regel dafiir, in welchen Fallen die Vorkonditionierung mit SSOR oder
ILU besser ist, scheint es nicht zu geben, aber in vielen Fillen wurde eine Uberlegenheit
der ILU-Vorkonditionierung beobachtet.

Bei ihrer Verwendung innerhalb des BiCG-Stab-Verfahrens mufl vor Beginn der Itera-
tion die Matrix W aufgestellt werden, was im Gegensatz zur SSOR~Vorkonditionierung
Initialisierungskosten verursacht und Anforderungen an Speicherplatz stellt.

Die in dieser Arbeit vorgestellten Beispiele wurden mit dem BiCG-Stab-Algorithmus und
einer ILU-Vorkonditionerung gelost, sofern nichts anderes angegeben wird.
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Kapitel 5

Fehlerschatzer

Adaptive Techniken haben sich als wertvolle Hilfsmittel bei der numerischen Losung
von partiellen Differentialgleichungen bewahrt. In der Methode der Finiten Elemente
werden diese Differentialgleichungen diskretisiert, d.h. die tatsachliche Losung wird in
einem endlich dimensionalen, auf einem Rechner gut zu handhabenden Raum approxi-
miert. An dieser Stelle sollen Methoden zur Abschatzung des durch die Diskretisierung
entstehenden Fehlers gezeigt werden.

Insbesondere in Fillen, bei denen die Genauigkeit der numerischen Approximation durch
lokale Singularitaten, wie einspringende Ecken, Grenzschichten oder scharfe Schockfron-
ten, gestort wird, d.h. wo die Losung weniger regulér ist, hat sich die Verfeinerung
der Diskretisierung dieser kritischen Regionen als sinnvoll erwiesen. Um eine optimale
Genauigkeit zu erhalten, gilt es, diese Regionen zu identifizieren und eine gute Balance
zwischen den verfeinerten und unverfeinerten Teilgebieten zu finden. Dariiberhinaus
ergibt sich das Problem, eine zuverldssige Abschatzung der berechneten numerischen
Losung angeben zu konnen.

Die Fehler, die nicht aus der Diskretisierung entstehen, sollen hier nicht betrachtet wer-
den. Der Modellfehler kann bei der Gewinnung des zugrundeliegenden Randwertpro-
blems entstehen, da es durch vereinfachende Annahmen die physikalische Wirklichkeit
nicht vollstandig wiedergeben kann. Ferner konnen Fehler bei der Losung des Gleichungs-
systems auftreten, z.B. als Abbruchfehler im BiCG-Stab-Verfahren.

Es sei eine partielle Differentialgleichung in dem Gebiet 2 mit der Losung u gegeben. Sei
ferner uy ), die Finite Element Losung der diskretisierten partiellen Differentialgleichung
korrespondierend zu einer Netzfunktion h(z) und stiickweise polynominalen Approxima-
tionen des Grades p.

Es soll eine Diskretisierung und eine diskrete Losung uy,, gefunden werden, fiir die mit
einer gegebenen Toleranz TOL und einer gegebenen Norm || - || die Fehlergrenze

lu —upypl| <TOL

erfiilllt wird, wobei moglichst wenig rechnerischer Aufwand nétig sein soll.
Das Finden eines Netzes mit minimaler Anzahl von Unbekannten ist ein komplexes Opti-

mierungsproblem. Es wird in der Praxis ndhrungsweise gelost. Hierfiir werden adaptive
Methoden herangezogen. Es gibt verschiedene adaptive Methoden, z.B.

35



36 KAPITEL 5. FEHLERSCHATZER

e adaptive Wahl des Netzes (h-Methode)

e adaptive Wahl des Grades der lokalen Approximation (p-Methode)
e Verschiebung von Knoten (r-Methode)

e Netz-Alignment, Netz-Orientierung, Netz-Stretching

e Kombinationen

In dieser Arbeit werden zunachst Aspekte der h-Methode betrachtet. In Kapitel 7 wird
zusatzlich ein Netzglattungsalgorithmus, welcher zur Verschiebung von Knoten unter
Beibehaltung der Netztopologie dient, vorgestellt.

Zur Verdichtung der Diskretisierung werden Informationen iiber die Verteilung des Fehlers
benoétigt. Diese werden mittels sogenannter Fehlerschatzer gewonnen. A priori Fehler-
schatzer benutzen dabei nur Werte der exakten, aber unbekannten Losung. Sie erweisen
sich oft als ungeniigend, da sie Informationen iiber das asymptotische Verhalten des
Fehlers geben und Anforderungen an die Regularitat der Losung stellen, die bei Auftreten
der oben genannten Singularitdten nicht unbedingt erfiillt werden konnen.

A posteriori Fehlerschétzer geben den Fehler in Termen der berechneten Losung und
der Daten des Ausgangsproblems an. An diese Schatzer werden die Anforderungen
gestellt, daB sie lokal sein sollen und auf zuverlassige obere und untere Schranken fiir den
tatsachlichen Fehler fiithren sollen. Globale obere Schranken garantieren, daf§ der Fehler
unterhalb einer vorgegebenen Toleranz bleibt und somit die Zuverldssigkeit gesichert
wird. Lokale untere Schranken sichern eine korrekte Gitterverfeinerung, so dafi die nu-
merische Losung bei nahezu minimaler Anzahl von Gitterpunkten die gegebene Toleranz
unterschreitet. Damit ist die Effizienz eines adaptiven Algorithmus gewéhrleistet.

Im Rahmen adaptiver Methoden sollen Fehlerschatzer die folgenden Aufgaben erfiillen:

1. Indikation:
Die Regionen, in denen grofie Fehler auftreten, sollen gefunden werden. Sei 7, ein
lokaler Fehlerschatzer, dann sichert die Ungleichung

Mok S CHU - uhm”lok , € > 07

daB ein lokaler Fehler existiert, wenn 7, einen lokalen Fehler indiziert.

2. Abbruchkriterium:
Als Abbruchkriterium fiir den Rechenprozefl kann ein Fehlerschatzer benutzt wer-
den, wenn die Abschétzung

||u - uh»P” S C(77glob ) C>0

erfiillt wird, wobei 740, die Abschétzung des globalen Fehlers ist und C' naherungs-
weise bekannt und nicht zu grof3 ist.

Ein Ma8 fiir die Effektivitat eines Fehlerschéatzers liefert der sogenannte Effektivitatsindex,
der das Verhéaltnis von geschatzem Fehler zu tatsachlichem Fehler angibt:

Nglob Niok

, .
€glob €lok
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Strebt dieser Index im Verlauf des adaptiven Prozesses gegen 1, so spricht man von einem
asymptotisch exakten Fehlerschitzer.

Neben den Fehlerschétzern gibt es die sogenannten Fehlerindikatoren. Sowohl die Fehler-
schatzer als auch die Fehlerindikatoren kénnen die Regionen, in denen grofie Fehler
auftreten, auffinden, aber nur Fehlerschéatzer treffen eine Aussage iiber die Gréfle des
Fehlers und koénnen somit als Abbruchkriterium dienen. Im allgemeinen sind Indika-
toren leicht und ohne grofien Aufwand zu implementieren.

Es 1afit sich eine Klassifizierung der a posteriori Fehlerschatzer bzw. Indikatoren folgen-
der Art treffen:

1. Residuelle Fehlerschatzer:
Der Fehler der numerischen Losung wird durch ihr Residuum in einer passenden
Norm mit Bezug auf die starke Form der Differentialgleichung abgeschéatzt, d.h.
es wird gleichsam elementweise kontrolliert, ob die Differentialgleichungen erfiillt
werden.

2. Fehlerschatzer basierend auf lokalen Hilfsproblemen:
Es werden lokale diskrete Probleme ahnlicher Form gelost, die aber einfacher als
das Ausgangsproblem sind. Die lokalen Losungen dienen in einer geeigneten Norm
der Fehlerabschatzung.

3. Hierarchische Ansatze:
Zunédchst wird das Residuum einer FE-Losung mit anderem FE-Raum (hohere
Ansétze, feineres Netz) berechnet und mit der Losung des Ausgangsproblems ver-
glichen.

4. Indikatoren aus Mittelungstechniken:
In diesem Fall werden lokale Extrapolation oder Mittelungstechniken verwendet.
Es sei bemerkt, daf§ diese sich im wesentlichen fiir lineare Probleme eignen.

An dieser Stelle sei auf das Buch [59] hingewiesen.

5.1 Notation

Die in diesem Kapitel verwendete Notation soll kurz vorgestellt werden. Die Losung des
analytischen Problems sei mit v und die des diskreten Problems mit u;, bezeichnet, der
aus den bekannten Daten abzuschétzende Fehler sei e = u — uy. 2 C IR",n = 2 sei ein
beschranktes zusammenhéngendes Gebiet, dessen Rand I' Lipschitz-stetig sei, d.h. er sei
stickweise glatt und die Eckpunkte der Seiten besitzen Tangenten, deren eingeschlossene
Winkel grofler Null sind. Im speziellen sei I' hier als polygonal angenommen und auf
ihm die oben eingefithrten Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen definiert.

Setze den Raum X zu

X :=H} (Q) = {u € H'(Q):u=0 auf FD}.
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Es werden die iiblichen Lo- bzw. H'-Normen

) 1/2
lalo = lulloar ={ [ uf o

1/2
lalls = Julhor = { [ Juf +|Vuf do}

sowie eine wie folgt definierte Energienorm

1/2

llull := {el Vulld + [[ull3}
benutzt werden.

Beziiglich der Diskretisierung sei 7;, eine Familie von Zerlegung von €2 in Dreiecksele-
mente. Viereckselemente werden im Rahmen dieser Arbeit nicht betrachtet. Sei T' ein
Element, hp sein Durchmesser, F eine Kante des Elements und hg die Lange dieser
Kante. Auflerdem sei ng ein Normaleneinheitsvektor auf der Kante £. Wenn die Kante
E auf dem Gebietsrand I' = 0€ liegt, so sei ng der duflere Normalenvektor an €. Der
Sprung einer Funktion u iiber die Kante E in Richtung der Normalen ng sei mit [u|g
bezeichnet, d.h.

[u]p(x) = tlirfou(w +tng) — tlirfou(w —tng) Ve e L.

Die Triangulierungen sollen die folgenden Voraussetzungen erfiillen:

1. Zulassigkeit
x €T, T € 7T, sei ein Eckpunkt von 7" und x € T"
=« ist auch Eckpunkt von 7"
Damit sollen hangende Knoten ausgeschlossen werden und die Stetigkeit der Funk-
tionen iiber die Rander gesichert sein.

2. Regularitat
Der kleinste Winkel der Triangulierung soll von Null weg beschrankt sein, d.h.
im Zweidimensionalen soll das Verhéltnis des Durchmessers des Umbkreises hy :=
diam T" = supg yer [ — y| zu dem des Innenkreis pr := max{hp : B C T": Kreis}
gleichméfig in 7' € 7, und h > 0 beschrankt sein

T
CT = sup sup — < Q.
h>0 T€T;, PT

Diese Bedingung erlaubt die Verwendung von lokal verfeinerten Netzen.

Fiir die Knoten, Kanten und deren Umgebung werden folgende Schreibweisen gewéhlt:

TeT,:
N(T) = {Eckpunkte von T} , &(T) = {Kanten von T'}
N = Urer, N(T) . Ep = Urer, E(T)
N =NpoUNwp UN, N , En=EaUE DUEN
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wr =Ugmypneanzo T we =Ugeer T we = Ugenm 1"

wr = Unmywayzo 1 wr = Un@wvayzo 1"
Abbildung 5.1: Umgebungen wr, wg, W,, 0, g

Abbildung 5.1 zeigt Definitionen verschiedener Umgebungen eines Knotens x, einer
Kante F bzw. eines Dreiecks T'.

Wegen der Regularitét gilt hy/hr < c(cr), VT,T', T NT'" # 0. Insbesondere kénnen
sich die Winkel innerhalb eines Gebietes w, nicht zu drastisch andern, und die Anzahl
der Elemente in w, bleibt beschrankt.

Desweiteren sollen die lokalen Abschneidefunktionen oder bubble functions eingefithrt
werden. Es sei 7' das Referenzelement mit den Eckpunkten (0,0), (1,0) und (0, 1) und
E =T nN{z =0} eine Referenzkante. Mit

by € Py; 0<bs<1; maxbs(z)=1; bs =0 auf 9T
el

sei die Abschneidefunktion b4 auf T, die gerade auf dem Rand des Referenzdreiecks ver-
schwindet, definiert. Fiir ein Dreickselement ergibt sich die Funktion aus dem Produkt
der Schwerpunktskoordinaten

bp(r,y) = 2Twy(1 — 2 —y)
bzw. in Flachenkoordinaten zu

Definitionen zu den Fléchenkoordinaten sind im Anhang 1 zu finden. Die Abschneide-
funktion b auf der Referenzkante E verschwindet auf J7', aber nicht auf der Referenz-
kante E :

by €Py; 0<by<1; maxbg(x)=1; by =0auf IT\E .
Tek
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Im Falle eines Dreieckselements hat sie die Form:
bp(z,y) =42l — 2 — y)

bzw. in Flachenkoordinaten fiir die Kante Ei, die zwischen den Knoten ¢ + 1 und i 4 2
liegt,

b, (A) = 4Nt Aigae

Die bubble-Funktionen haben fiir beliebige T' € 7}, bzw. E € &, die folgenden Eigen-
schaften:

9
eh2 < / br = —|T| < coh2
T 20

2
by = —h
[EE 3

1
esh? < /T b = || S eahy, VT Cuwp (5.1)

IVbrllozr < cshz |brllozr

IVbglloza < ceh' belloa VT' C wg,

dabei ist |T'| der Flacheninhalt von 7" und die Konstanten ¢y, ..., ¢g hingen nur vom klein-
sten Winkel der Triangulierung ab.

Py seien die Polynome mit einem Grad von hochstens k, k € N. Setze

Sk = fu:Q— R:ulr € P VT € T;}
st = ST ne@}, k>1
S',;’% = {uES,’f’O:u:OaufFD} k>1.

Durch I, : X — X}, sei der Interpolationsoperator nach Clément bezeichnet. Es seien
u € X und € N}, gegeben, dann stellt m,u die LQ(wx)—Projektion von u auf P; dar,
d.h.

/ uv = T LUV Yv € P.
We Wy

Iu ist dann eindeutig wie folgt definiert :
Lu(x) = (mu)(x) Ve e NyoUNyy,
Ihu(w) =0 Va € Nh,D‘

Fir den Operator I, gelten fir T € 7,, E € &, und v € X die folgenden lokalen
Abschatzungen:

crhr||ull1 20,
cnhi 20, (5.2)

|u = Thullo2r <
lu— Thullse <
Hieraus ergeben sich insbesondere die Abschétzungen [60]:
lu = Inullozz < crymin{hre 2, 1} {lulla,
cre YArmin{hge 2 1} V2 u)ls, (5.3)

et [lull oy

lu — Thul|2;m

<
Ihullr <

Dabei sind die Konstanten c;, unabhéangig von der Netzweite und dem Parameter e.
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5.2 Indikator aus Mittelungstechnik

Der hier vorgestellte Fehlerschatzer ist in der Ingenieur-Literatur als der Zienkiewicz-
Zhu-Schitzer oder Z2-Fehlerschitzer bekannt .

Sei u die exakte Losung des Problems und w;, die aktuelle numerische Naherung. Es
ist eine Abschitzung fiir ||Vu — Vuyljo2r gesucht. Es wird angenommen, dafl eine
Néherung G(uy) fir Vu durch Glattung oder Mittelung aus uy, konstruiert werden kann,
die genauer ist:

[Vu = G(up)llogr < v[[Vu = Vupllogr,  0<y <L
Es gilt
|G (un) — Vupllogr > | |Vu — G(up)llo2r — |Vu — Vugllozr |

fiir jedes Element T. Wegen 0 < v < 1 ergibt sich hieraus die Schranke

1 1
—— ||G(up) = Vugllozr < ||Vu — Vuglogr < —— [|G(un) — Vugloz;
T 1G (un) wllo2r < | nllozr < 4 — 1G (un) nllo2sr
Damit erhélt man eine Néherung fiir den Fehler und wéhlt ||G (uy,) — Vup||o2.r als Fehler-
schatzer

nzr = ||G(ur) = Vupllogr VT

Da Vuy, ein stiickweise konstantes Vektorfeld ist, kann man erwarten, daf die L*-
Projektion von Vu, auf ein kontinuierliches stiickweise lineares Vektorfeld die obige
erste Ungleichung erfiillt. Diese Projektion ist allerdings in ihrer Berechnung fast so
teuer wie das Losen des grundlegenden FE-Problems. Aus diesem Grunde ersetzt man
das L2-Skalarprodukt durch ein einfacheres.

Zur Erlauterung des Vorgehens soll ein wenig ausgeholt werden: Sei W), der Raum der
stiickweise linearen Vektorfelder und V,, := Wj, N C(,IR?). Mit (.,.), sei ein netz-
abhéngiges Skalarprodukt auf W), definiert, wobei |T'| der Flacheninhalt des Elements T’
sei:

T
(Sovvvb)h: Z |3’{ Z 90|T (m)¢|T (w)}v \V/QO,’I/)GW}“ TE,Z;U mENh,
TeT;, TEN,
mit

@ |r (z) = yag{nyeTSO(w)-

Die Quadraturformel
T
[~ S olw)
T 3 Ny,

ist fiir lineare Funktionen exakt, weshalb fiir ¢, 9 € W), und mindestens eine von ihnen
konstant gilt:

(%@/))h:/gcp-l/f-
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AuBerdem 148t sich nachrechnen, daf3

1

Z”‘PH%Q < (‘P,‘P)hg H‘PH(Z)Q, VCPEWh
1

(¥ = 3 3 kol (@) wle), Vepem
TeN;,

ist. Es sei nun G(uy) € V,, die (., .)p-Projektion von Vuy, auf Vj,

(G(un), en)n = Vun, op)n, Ve, € Vi
Die obigen Gleichungen implizieren, daf} gilt

T
G(“’h)(m) = Z ||Cd |‘vuh ’T (w) 5 T c Nh,
TCwy T
mit
Vuy, |r () = y_}%i}myeT Vuy(x).

G (uyp,) berechnet sich also aus der lokalen Mittelung von Vu,, wobei w, die Vereinigung
aller Elemente ist, die  als Knoten haben. Der Gradient des Elements T C w, wird
mit |7'|/|w.| gewichtet, dadurch finden die méoglicherweise verschiedenen Grofen von El-
ementen Beriicksichtigung [57]. Diese Methode stellt hohere Anforderungen an die Spei-
cherung als eine Berechnung des arithmetischen Mittels der Gradienten aller Dreiecke,
die « als Knoten haben, wie u.a. in [33] vorgeschlagen.

Der lokale Fehlerschatzer

Nzr = ||G(un) — Vugllozr

1/2
Nz ‘= { Z U%,T}

TET,

bzw. das globale Pendant

sind fiir beide Arten der Wichtung problemunabhéngig, d.h. sie nehmen fir jedes Mo-
dellproblem dieselbe Form an. In [59] wird fiir e = 1, b = 0 gezeigt, daB es sich bei 1z r
um einen Fehlerschatzer handelt, der Beweis sei dort nachzulesen.

5.3 Ein "klassischer” residueller Fehlerschatzer

Im Gegensatz zu dem vorherbeschriebenen Fehlerindikator wird in diesem Kapitel ein
problemabhéngiger Fehlerschétzer vorgestellt. Mittels eines residuellen Fehlerschatzers
wird der Fehler durch das Residuum der numerischen Losung in einer passenden Norm
abgeschatzt. Fir das betrachtete Modellproblem ergibt sich dieser residuelle Fehler-
schétzer schlielich in der Form:

1/2
R = (Z arl|Res(un)l§or + D ﬁE”ReSE(Uh)Hg;E) .

TeT, Ecgy
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Im Verlauf des folgenden Abschnittes soll auf die Bedeutung und den Ursprung der
einzelnen Terme eingegangen werden.

Zur Veranschaulichung der Herleitung eines residuellen Fehlerschatzers soll zunachst der
Einfachheit halber ein entsprechender Fehlerschétzer fiir die Poisson-Gleichung vorgefiihrt
werden. Im Anschlufl daran wird in analoger Weise der Fehlerschatzer fiir das gesamte
Modellproblem dargestellt.

5.3.1 Ein residueller Fehlerschatzer fiir die Poisson-Gleichung

Die elliptische Poisson-Gleichung (als Vereinfachung des Modellproblems ¢ = 1,b =
0, @ = 0) mit zugehdrigen Dirichlet und Neumann Randbedingungen lautet:

—Au = f in

u = Up auf I'p
ou
- = tN aufFN.
on

Das Gebiet € sei ein polygonal begrenztes Gebiet im IR? mit dem Rand I' = I'p U Ty,
I'p NIy = 0, wobei I'p eine positive Lange habe. Die Funktionen f und ¢y seien
quadratisch integrierbar in €2 bzw. auf I'y. Mit dem Standard Galerkin Verfahren erhalt
man folgende Finite Element Diskretisierung : Finde u;, € X}, so, dafl

ap(up,vp) = /QVuh -V, = /Qf U +/F ty vp =: lp(vp) Yo, € Xp.

Im folgenden soll zur Abkiirzung der Index P fiir das Poisson-Problem weggelassen wer-
den.

Zunachst soll eine variationelle Formulierung fiir den Fehler e = v — uy;, aus den For-
mulierungen des kontinuierlichen und diskreten Problems gefunden werden.

a(u,v) = I(v) Voe X
a(up,vp) = U(vp) Vo, € X"

Durch Einsetzen der Beziehung e = u — uy, in das kontinuierliche Problem erhalt man
direkt eine implizite Darstellung des Residuums:

ale,v) = a(u —up,v) = a(u,v) — alup,v)
= l(v) — a(up,v) Vv e X
bzw.
/QV(u—uh)~Vv:/va+ FNtNU—/QVuh-VU Yo e X. (5.4)

Die Bilinearform a sei stetig, d.h.
lae, v)| < Calle]lx[lvllx  Ve,ve X.

In die Konstante C, gehen Parameter des Problems ein, insbesondere der gréfite Eigen-
wert der Diffusivitatsmatrix. Auflerdem héngt die Wahl der Norm vom jeweiligen Prob-
lem ab.
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Damit 148t sich eine Abschatzung des Fehlers nach unten angeben:

sup [(v) — a(up,v)

vex\{0} vl x

< Callel|x-

Eine Abschatzung nach oben erhalt man aus der Forderung, da die Bilinearform die
in f-sup-Bedingung erfiille:
a(e, v) I(v) — a(up, v)

cllellx < sup = sup
vex\(o) [[Vllx wexyvior  llollx

Yo e X.

Der Faktor ¢, hangt, ebenso wie in C,, von den Materialeigenschaften etc. ab, hier aller-
dings vom kleinsten Eigenwert der Diffusivitatsmatrix. C, und ¢, messen die Empfind-
lichkeit des analytischen Problems gegeniiber Storungen und damit seine Stabilitat. Je
weiter sie auseinanderliegen, desto sensibler ist das System. Dem lait sich aber nicht
durch die Diskretisierung entgegensteuern. Bei a posteriori Abschatzungen geht die Sta-
bilitat des diskreten Problems nicht ein.

Da die obigen sup-Ausdriicke in dieser Form nicht berechenbar sind, ist es das Ziel,
berechenbare Ausdriicke zu finden.

Gilt X" C X, so ist der Fehler orthogonal zu X" :
a(e,v) = a(u — up,vp) =0 Yo, € X"

Die Konsistenz wird von der Standard-Galerkin Methode erfiillt.
Setzt man nun die entsprechenden Ausdriicke in die Beziehung fiir a(e, v) ein, erhdlt man
[(v) = alup,v) = / fo+ | tyv —/ Vuy, - Vo.
Q Ty Q

Die Integrale iiber das Gebiet €2 sind als Summe der Integrale iiber die einzelnen Ele-
mente zu verstehen. Wendet man den Gaufischen Integralsatz auf den Term

/Vuh-Vv:/ nT-Vuhv—/Auhv
T aT T

an und setzt dies wiederum ein, so nimmt die Gleichung unter Berticksichtigung von
Auy = 0 auf allen Elementen T' € 7, die folgende Gestalt an:

ale,v) = > /va+/FNtNU+ > {/TAuhv—/aTnT-Vuhv}

TGTh TET]—L
(5.5)
= Z /f’U+ Z / —[nEVuh]Ev—l— Z / (tN—’I’LEVUh)U.
TeTy T Eegh,ﬂ £ Eegh,N E

Um etwas mehr Ubersichtlichkeit zu gewinnen, werden abkiirzende Schreibweisen fiir die
residuellen Anteile aus den Elementgebieten und die aus den Anteilen iiber die Element-
kanten eingefiihrt:

ale,v) = > /TResT(uh)v—l— > /ER€SE(Uh)U,

TeTy, Ee€&y
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dabei sind

Resr(up) = f+ Auy,

—[ng-Vup|p , wenn E € &, q
Resg(up) = (tv —mgVu,) , wenn E € &, n
0, wenn E € &, p.

Der residuelle Anteil auf dem Elementinneren entspricht dabei der starken Form der
Differentialgleichung.

Diese variationelle Form fiir den globalen Fehler konnte man unter Anwendung des
iiblichen FE-Vorgehens mit Elemente eines hoheren Ansatzes als den zuvor angenom-
menen losen. Diese Verfahrensweise ist allerdings teuer, da ein Gleichungssystem gelost
werden mifite, das mindestens so grofl ist wie jenes, welches zur Gewinnung von uy,
diente. Der Vergleich einer z.B. durch lineare Elemente gewonnen Losung u; mit einer
Losung aus hoheren Elementansatzen entspricht dem Vorgehen bei hierarchischen Fehler-
schitzern, die aber aufgrund ihres hohen Rechenaufwandes im Rahmen dieser Arbeit
nicht beriicksichtigt wurden. Ein Ubergang auf sogenannte Patches oder einzelne Ele-
mente fithrt auf Fehlerschétzer, die auf der Losung lokaler Hilfsprobleme basieren. Diese
Fehlerschatzer sollen im nachsten Kapitel naher betrachtet werden.

Um zu einem expliziten residuellen Fehlerschatzer zu gelangen, wird die Galerkin Or-
thogonalitat ausgenutzt und der Interpolationsoperator I nach Clément eingefiihrt:

ale,v) = 1(v) — alup,v) = (v — Iv) — alup,v — Iv)

= / Resy(up){v — Iyv} + Z / Resg(up){v — Ihv}.

TeT), Ecé&y,

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

Loo<{ [} L[} = tollonslloas

und den oben angegebenen lokalen Abschétzungen (5.2) fiir I, gelangt man auf die
folgende Abschéatzung

a(e,v) < > [[Resr(un)llozr v = Inodloar + > [Resp(un)llze [{v = Inv}lozr

TeT), Eegy,
< Y |[Resr(un) o enhrllvllizer + Y. |Resp(un)llze cnhd’ vl zer
TeT, Ee&

< max{cp, ¢, } { > hrl|Resr(un) o2 |v]|2e0r

TET,

+ > hil? || Resg( Uh)||2EHU||12wE}

Eeé&y,

Eine Umordnung der Terme erlaubt wiederum die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Soab < > aP P> b,
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womit

1/2
ae,v) < max{cr,,cr, } { > hil|Resr(un)l§or + Y hE||R€5E(Uh)H§;E}

TeT, Eec&y

1/2
{Z HUH%,z;&TWL > HUH%,Z;QE} .

TET, Ee&),
Der letzte Klammerausdruck erfiillt die Ungleichung
1/2
{ Z ”U”iz;@T + Z ||’U||%,2;LDE} <ecrlvlh = erllv]x
TET, EE&y,

wobei ¢y vom kleinsten Winkel der Triangulierung anhangt. Die konstanten Faktoren
werden zu einem Faktor ¢ zusammengefafit, und die Ungleichung durch ||v||x dividiert.
Damit folgt

ale

<

1/2 1/2
’ ><c{ S 12 Resr(u)Bap + 3 hEuReszhw;E} ={ > 77} |

Jvllx — TET, E€&), TeT,

Die Norm der Testfunktion v taucht nun nicht mehr auf, und der Fehler kann durch die
residuellen Ausdriicke aus der berechneten Losung global nach oben abgeschéatzt werden

1(v) — alun,v) v
v) — alup, v
callellx < sup < { 3 n} |

veX\{0} vl x TET,

Fiir das vereinfachte Modellproblem der Poisson-Gleichung erhalt man den folgenden
Fehlerschatzer fiir ein beliebiges Element T' € 7},

1
NrRT = (h%HfT“gJ;T +§ Z hE”[nEVUh}EH;E

ECoTNQ

1/2
+ Z he||(tne —ng - Vuh)||§;E) .

EcCornl'y

Dabei sind fr und ty g fir T' € 7; und E € &, v definiert als

1 1
= , t ::—/t.
Jr |T|/Tf NE g I

Der Fehlerschatzer nr r enthalt neben den bekannten Daten f und ¢y und der Losung
uy, des diskreten Problems nur geometrische Daten der Triangulierung. In diesem Sinne
handelt es sich um einen a posteriori Fehlerschatzer. Die Integration der allgemeinen
Funktionen f und ¢y konnen sich in vielen Fallen schwierig oder gar unméglich gestalten.
Daher sollten sie z.B. durch eine passende Quadratur approximiert werden. Die obigen
Naherungen fr und ¢y g stellen dabei denkbar einfache Moglichkeiten dar. Sie ersetzen
f bzw. ty durch deren L?-Projektionen auf Raume stiickweiser konstanter Funktionen
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beztiglich 7}, bzw. &, n.
Unter Beriticksichtigung, dafl die Innenkanten doppelt gezahlt werden, und mit der Drei-
ecksungleichung folgt eine globale obere Schranke fiir den Fehler

1/2
|u —upll12 < C{ Yonhr+ Y half = frlfar+ D hellts —tN,EHg;E} :

TcT;, TeT;, Eeén N

Dabei sind die beiden letzten Ausdriicke Storungsterme hoherer Ordnung.

Um eine Abschétzung des Fehler nach unten geben zu konnen, wird zunéchst ein be-
liebiges Element T' € 7j, betrachtet und dafiir

wr = frbr
definiert. Mit (5.1) folgt
9 9
= T fr? = =l frl2 o
| frwr = (Tl el = <1 rll o

Da supp wr C T und die Gleichungen (5.4) und (5.5) giiltig sind, folgt

/TfTwT = /waT—i—/T(fT_f)wT
/QfwT—f-/FNthT—/QVuh-VwT+/T(fT—f)wT

- /Tv(u_uh)-VwT+/T(fT—f>wT

< Nu—=uplh 2 IVorllogr +11f = frllozrllwrlozr-

Unter Ausnutzung der Eigenschaften (5.1) folgt
/TfTwT <l —unlhgreshz | frlllbrllogr + 11f = frllogrl frlllbrllozr
X 1/2 1/2
< llu—wilhareshg 1ol { [or} 417 = frloarlfrl{ [ br}

9 _
= \/;HfTHO,ZT (C5hT1||u = tnlr2r +1f = fTHOQ?T) '

FaBit man die Gleichung und die Ungleichung fiir / frwr zusammen, so erhalt man
T

20 _
| frllozr <[5 (eshirtlu = unlhzr + 1 = frllozr) (5.6)

Als néchstes soll eine beliebige Innenkante E € &, o betrachtet werden. Man definiert
WE ‘= [TLE . V’LLh]EbE

Mit (5.1) gilt

2 2
[ unlsw = Shellng - Vusls? = 2l - Vuslsle
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Da supp wg C wg und die Gleichungen (5.4) und (5.5) giiltig sind, folgt
/[TLE'VUh]EwE = Z /wa—/wa—/ thE+/Vuh-VwE
E Tica T Q 'y Q
= Z /wa—/ V(u—uh)VwE
T wWE

T Cwg

< Hf||0,2;wEHwE||0,2;wE + ||u - Uh”lz;wEHVwEHo,sz'

Mit (5.1) und der Ungleichung (5.6) folgt

Lme - Vulsws < flozwslire - Vunlollbe oz,

+lu — unl|1 205 |[PE - Vur]glcshs |bE]0.2:ws

1/2
< Al fllo2wsl[ne - Vun]gl {/ bE}
wWE
1 1/2
+u — unll12wp|[nE - Vur]eleshy {/ bE}
WE
< V2al|lng - Vurgllare (hgz\|f’\o,2;wE +cohp " lu — “hHl’Q;wE)
< VZaling - Vurlslas (’”‘32 S0 = frrlloa
T'Cwg
-I—h}E/2 Z | frr o2 + cﬁhE/zHu - uh“l?;w)
T'Cwg
< ¢ ||[nE . VU}JEHQ;E (h115/2 Z ||f - fT’HO,Z;T’ + hEmHU - uhHle""E)

T'Cwg

mit

20 20
¢ = 2c4max{1—|— \/5 , 06+“9057g1§}3§hE/hT'}'

Kombiniert man die obige Gleichung und Ungleichung fiir / [ng - Vuy|pwg, so erhlt
E
man

2 _
(s - Vsl < 50 (h/ 5 nf—fT/no,z;T/+hE”2Hu—uhul,2;wE). (5.7)

T Cwg

Nun soll eine beliebige Kante auf dem Neumann-Rand E € &, y betrachtet werden. Man
definiert analog

WEg ‘= (tN,E —Ng - Vuh)bE

Mit (5.1) gilt entsprechend

2
/E(tN7E —Ng - Vuh)wE = gHtN,E —Ng - Vuh||§7E
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und
/E(tN’E —MNg - Vuh)wE = /E(tN — MNg - Vuh)wE + /E(tNE — tN)wE
= /wa+/ thE—/Vuh-VwE
Q Tn Q
—/ / wE—l-/(tN,E—tN)wE
wWE E

— /WEV(u—uh)-VwE—/UJEwa+/]E(tN,E_tN)wE

< itwe —ne - Vullae (Vecshs ™ llu = unll 2w,
2
Ve[ flozwe + \/;h}fnm - tN,Enz;E)
< élltwe —ng - Vunllap (hg?llu— a1 2w

RPN f = Frollozar + bty — tN’E”Q?E) ’

e (1 2) e B

Kombiniert man die Gleichung und Ungleichung fiir / (tnvg — g - Vup)wg erhilt man
E

wobel

3

It = np - Vanllss < 56 (' llu = willi 2w
+hi*|f = frollogr + 0 v — tvplzn) (5.8)

Mit den Ungleichungen (5.6), (5.7) und (5.8) gelangt man schliefllich auf eine lokale
untere Schranke fiir den Fehler

1/2
Nrr < C {HU —upl[fow, + D Wpllf = follior + D, helty - lﬁN,EHiE} :
T'Cwr EeE(T)NEr, N

die giltig fiir alle T' € 7, ist. Die Konstante ¢ hangt nur vom kleinsten Winkel der
Triangulierung ab. Die beiden letzten Ausdriicke sind Storungsterme hoherer Ordnung.

5.3.2 Ein residueller Fehlerschatzer fur das Modellproblem
Das betrachtete Modellproblem
—-V-(D-Vu)+b-Vu+au = f in Q

v = up auflp
n-D-Vu = ty aufly
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besitzt, wie bereits im Kapitel 3 beschrieben, fiir die Standard Galerkin Methode die
folgende Bilinear- und Linearform:

a(u,v) = /(D-VU)VU—I—/ b-Vuv+/ auv
Q Q Q
l(v) = / fo+ tyv.
Q Ty
Fir die stabilisierten Methoden lautet das diskrete Problem : Finde u;, € S;f:% so, daf}

a(g(uh, Uh) = l(g(uh) Y, € S}k;:OD

Dabei stellen sich die erweiterte Bilinear- und Linearform wie folgt dar:

a(;(uh,vh) = &(Uh,’l)h) + Z ) (—V . (D . Vuh) +b-Vu,+auy , b- V’Uh)T
TET,
L(un) o= lun)+ > 6(f, b-Vou)g.
TeT,

Bekanntermaflen geht diese SUPG Diskretisierung fiir 6 = 0 in die Standard-Galerkin
Approximation iiber.

Bei Anwendung eines Interpolationsoperators I, gilt fiir die Bilinearform a(e,v) mit
beliebigem v € X :

a(u —up,v) = alu — up, v — ) + alu — uy, IHv).

Die elementweise partielle Integration fithrt fiir alle v € X auf den Ausdruck

ale,v) = Z/Tfﬁ—l—/FNtNﬁ

TeT,

— Z{—/V-(D-Vuh)wr/b-vuh@+/auh@+/ ny-D - Vu,v}
T T T oT

= Y [+ V(D) b Vuy — aw) 0
TeT, T
+ Z /—[nEDVuh]ET)—I— Z /(tN_nE'D'VUh)@

= > /TResT(uh)TJ—l— > /EResE(Uh)?_f-

TeT, Ee&,

Dabei sind Resr(up) der residuelle Anteil aus dem Elementgebiet und Resp(uy) der
Anteil iiber die Elementkanten

Resr(up) == fn+V-(D-Vu,) —b-Vu, — auy,

(tv —mp-D-Vu,) , wennE € &, 5
0, wenn E € &, p.

—[ng-D-Vul, , wenn E € &, o
Resp(uy) =

Der residuelle Anteil auf dem Elementinneren entspricht dabei der starken Form der
Differentialgleichung.



5.3. EIN "KLASSISCHER” RESIDUELLER FEHLERSCHATZER o1

Setzt man nun v = v — [, beriicksichtigt (5.3) und mit der Annahme von isotroper,
homogener Diffusion, erhalt man unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

1/2
ale,v —Iw) < § > ofl|Resr(un)|§or + Y BellResp(un)llb.s
TeT, Ee&y
mit
ap = min{hpe /2 1}
Bp = e Y’min{hge /2 1}

Fiir die Bilinearform gilt

ale,vp) = — Z 5/TR65T(uh)b~Vvh

TeT,
fiir alle v, € S,lf:%. Ein einfaches Skalierungsargument zeigt fiir alle v;, € S,/f:%, daf} [60]
1B Vunllor < cellbllzeryhz! min{hre 2, 1} ol
Mit diesen Beziehungen und (5.3) sowie der Annahme, daf § < hr, folgt

1/2
mmmwbwmmwm4.

TeTy

Damit erhalten wir fiir den Fehler eine obere Schranke und einen Fehlerschatzer ng 7

HU”X TeT,, Ec&;, TeTy,

1/2 1/2
a(e,v
(k%Z%WMW%ﬁZ%WMM%}:%Z%*-

Die Herleitung einer unteren Schranke fiir das Modellproblem erfolgt in analoger Weise
zum Poisson-Problem (s. [60]).

5.3.3 Modifikationen

Im Falle von geringer Konvektion und Adsorption kann eventuell der Term des Ele-
mentresiduums vernachlassigt werden. Damit erhalt man eine Modifikation des Fehler-
schatzers ng r der Form :

1/2
1
WJ,TZ( > Bellne -D-Vulglhp+ Y BEH(tN_nT'D'vuh)Hg;E) :

2 ECOTNQ ECOTNI'y

Bei Verwendung anderer Interpolationsoperatoren in der Herleitung (s. (5.2)) kénnen
die Faktoren ap und Bg in ngr durch

ar = hT
Be = he.
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ersetzt werden. Dies ist die klassische Form wie sie fiir das Poisson-Problem hergeleitet
wurde. Die Annahme von isotroper, homogener Diffusion ist dabei nicht nétig.

Eine weitere Moglichkeit zur Bereitstellung eines Netzverfeinerungskriteriums stellt die
getrennte Verwendung der beiden Residuenterme dar

= ofl[Resr(un)5or + > BellResp(un)lp

EeoT
= () ()

Die Anteile werden unabhéngig voneinander als Verfeinerungsindikatoren benutzt und
in die spater beschriebenen Markierungsstrategien gespeist.

2
NrT

5.4 Fehlerschatzer basierend auf lokalen Hilfsproble-
men

Eine weitere Klasse von Fehlerschiatzern stellen diejenigen dar, die auf der Losung von
sogenannten Hilfsproblemen basieren. Es wird gepriift, inwieweit sich die Losung andert,
wenn die Ordnung der Ansatzpolynome erhoht wird. Dies geschieht in Riicksicht auf die
Rechenintensitat nicht auf dem gesamten Gebiet, sondern auf kleinen Teilgebieten oder
einzelnen Elementen. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, Hilfsprobleme zu stellen:

e Hilfsproblem mit Dirichlet Randbedingungen auf w,
e Hilfsproblem mit Dirichlet Randbedingungen auf wy
e Hilfsproblem mit Neumann Randbedingungen auf 7.

Generell werden dabei die folgenden Bedingungen an das Hilfsproblem gestellt:

1. Um Informationen iiber das lokale Verhalten des Fehlers zu erhalten, sollte das
Hilfsproblem auf einem moglichst kleinen Bereich gestellt sein.

2. Die Finite Element Methode fiir das Hilfsproblem sollte hinreichend genau sein, d.h.
genauer als die original gewahlte Methode (z.B. Ubergang von linearen Elementen
zu quadratischen).

3. Um die rechnerische Arbeit klein zu halten, sollte die FEM des Hilfsproblems
moglichst einfach sein, d.h. moglichst wenig Freiheitsgrade enthalten.

4. 7Zu jeder Kante und zu jedem Dreieck sollte mindestens ein Freiheitsgrad in min-
destens einem Hilfsproblem gehoren.

5.4.1 Neumann Randbedingungen fiir ein Hilfsproblem auf T

Dieser Fehlerschétzer geht auf Bank und Weiser [3] fiir die Laplace-Gleichung zuriick.
Er basiert auf der Losung eines lokalen, diskreten Hilfsproblems mit Neumann-Randbe-
dingungen auf Elementniveau, d.h. genau auf einem Element. Fiir jedes Element T" wird
mit Vr der Raum der bubble-Funktionen, die entweder im Schwerpunkt oder in einem
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Kantenmittelpunkt den Wert 1 annehmen und sonst auf dem Rand verschwinden, fiir
jedes Element T' € 7, definiert

Vi = span{br,bg : E € E(T)\Enp}-

Zu losen ist das folgende Hilfsproblem : Finde vy € Vi, so dafl

/GVUT~VU)+/ b-VUTw+/ owTw:/ResT(uh)w—i— Z /ResE(uh)w Yw € Vr.
T T T T E

EcCoTr

Dabei ist v die Finite Element-Approximation der Losung ur eines lokalen Konvektions-
Diffusionsproblems mit den Elementresiduen als Quellterm und Kantenresiduen als Rand-
flul

—eAur +b-Vur+aur = Resp(uy) inT
€ On,ur = Resgp(up) auf 0T\I'p
ur = 0 auf 0T NTp.

In der Energienorm bildet vy den Fehlerschatzer ny

1/2
mv = lorlla = {elVorlB o + allorl o)

Zur Berechnung von vy ist in jedem Element T" die Losung eines 4 x 4 Gleichungssystems
notwendig. Die entstehenden Elementmatrizen zur Losung des Hilfsproblems sind im
Anhang 1 zu finden.

5.5 Numerische Beispiele

Zur Durchfithrung der folgenden adaptiven Beispielrechnungen wurden im Vorgriff auf
das folgende Kapitel eine Markierungsstrategie (Strategie 2) und die regulére Verfeine-
rungsmethode verwendet. Aspekte dieser und anderer Markierungsstrategien und Ver-
feinerungsmethoden werden im Kapitel 6 eingehend betrachtet.

5.5.1 Laplace-Problem

Diesem ersten Beispiel liegt die Laplace-Gleichung zugrunde, d.h. ¢ = 1, b = (0,0),
a = 0. Betrachtet wird das Gebiet Q@ = (—1,1) x (—1,1), auf dessen gesamten Rand
homogene Dirichlet Bedingungen gelten. Die Funktion f der rechten Seite sei gegeben
mit

(202

G\ 2
Fiir dieses Problem ist die analytische Losung bekannt:

— (22 +44?)
ot

U(SL’, y) = C'26

Hier wurden C; = 1 und C; = 10 gewahlt. Fir die Diskretisierung wurde wegen der
fehlenden Konvektion das Standard-Galerkin Verfahren herangezogen. Die Verfeinerung
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erfolgt regulér mittels der Markierungsstrategie 2 (¢,ey = 0.5, p = 0.15), siehe Kapitel 6.
Die folgende Abbildung zeigt die verfeinerten Netze nach 5 Verfeinerungsstufen mit dem
Z%Indikator, dem residuellen Fehlerschitzer (min-Bedingungen fiir Vorfaktoren) und
dem Neumann-Fehlerschatzer.

Z*-Fehlerschaetzer Residueller Fehlerschaetzer

Neumann Fehlerschaetzer

Abbildung 5.2: Laplace-Problem : Verschiedene Fehlerschétzer

Fiir das vorliegende symmetrische Problem liefern alle drei Fehlerschatzer symmetrische
Netze. Mit 1884 Elementen bzw. 1856 Elementen sind die Netze des Z2-Fehlerschitzers
und des residuellen Fehlerschatzers erheblich dichter als das des Neumann Fehlerschatzers
(1136 Elemente). Die Netze von Z?- und residuellem Fehlerschitzer sind abgesehen von
wenigen Aussparung sehr nahe an dem entsprechenden uniform verfeinerten Netz (2048
Elemente).
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In den folgenden Tabellen 5.1-5.3 sind neben der Anzahl der Elemente und der Un-
bekannten jeweils der globale (e = ||u — uy||) und der geschétzte Fehler (n), sowie der
Effektivitéatsindex (n/e) iiber die einzelnen Verfeinerungsstufen angegeben.

’ Level \ Ng, \ Niree \ e \ n \ eff ‘
1 8 9 | 8.5014 | 7.61008239166 | 0.89516
2 32 25 | 7.2777 | 5.43261726004 | 0.74647
3 128 81 | 6.9520 | 2.93680193527 | 0.42244
4 500 | 281 | 6.8597 | 1.46561971817 | 0.21366
5 1884 | 1001 | 6.8403 | 0.74988228421 | 0.10963

Tabelle 5.1: Laplace-Problem : Z2-Fehlerschitzer

’ Level ‘ Ny ‘ Niree ‘ e ‘ n ‘ eff ‘
1 8 9 | 8.5014 | 21.5263459622 | 2.5321
2 32 25 | 7.2777 | 18.7983402689 | 2.5830
3 128 81 | 6.9520 | 10.8805481144 | 1.5651
4 488 | 273 | 6.8524 | 5.6910983291 | 0.8305
5 1856 | 985 | 6.8419 | 2.9250186560 | 0.4275

Tabelle 5.2: Laplace-Problem : Residueller Fehlerschétzer

’ Level \ Ne \ Niree \ e \ n \ eff ‘
1 8 9 | 8.5014 | 26.0881782385 | 3.0687
2 28 21| 7.2772 | 27.4596892361 | 3.7734
3 80 49 | 7.2793 | 21.6081740933 | 2.9684
4 296 | 165 | 6.9451 | 10.6712345064 | 1.5365
5 1136 | 597 | 6.8501 | 5.5379228759 | 0.8084

Tabelle 5.3: Laplace-Problem : Neumann Fehlerschatzer

Hinsichtlich der Abnahme der globalen Fehlers liefern alle drei Fehlerschatzer adaquate
Ergebnisse. Bemerkenswert ist dabei, dal hier der Neumann Schatzer mit ungeféahr zwei
Dritteln der Elemente der anderen Schatzern auskommt.

Die numerische Losung ist fiir alle drei Falle glatt und von entsprechender Form wie fiir
den hier beispielhaft dargestellten Fall des Neumann Fehlerschatzers, Abbildung 5.3.
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Neumann Schaetzer /$\

l
s n
Jﬁ

Abbildung 5.3: Numerische Losung des Laplace-Problems
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5.5.2 Gekrummte innere Schockfront

Das folgende Beispiel wurde bereits in Kapitel 3 beschrieben. Zur Berechnung wurde
die SDFEM mit den ebenfalls in Kapitel 3 angegebenen Parametern verwandt. Zur Ver-
feinerung der Elemente dienten die Markierungsstrategie 2 (c,.y = 0.5, p = 0.15) und
eine regulare Verfeinerung.

Die folgende Abbildung 5.4 zeigt die verfeinerten Netze jeweils nach 7 Verfeinerungsstufen
bei Verwendung des Z2-Indikators, des residuellen Fehlerschétzers (min-Bedingungen fiir
Vorfaktoren) und des Neumann Fehlerschétzers.

Z%-Fehlerschaetzer Residueller Fehlerschaetzer

Neumann Fehlerschaetzer

Abbildung 5.4: Gekriimmte Schockfront : Verschiedene Fehlerschatzer

Das Netz des Z2-Fehlerschitzers ist dem Verlauf der schmalen Schockfront am besten
angepafit und in diesem Bereich sehr dicht. Auch das Netz des residuellen Fehlerschéatzers
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folgt der Schockfront und ist im wesentlichen in deren Bereich verdichtet, allerdings er-
streckt es sich in groflerer Breite. Die Netzdichte des Netzes des Neumann Schétzers ist
deutlich geringer, aber der Verlauf der Schockfront wird wiedergegeben.

In Tabelle 5.4 ist die Abnahme des globalen Fehlers der numerischen Losungen bei Ver-
wendung der verschiedenen Fehlerschatzer zusammengefafit. Da eine exakte analytische
Losung fiir dieses Beispiel nicht zur Verfiigung stand, wurde die jeweilige numerische Ap-
proximation mit der bekannten Losung des hyperbolischen Grenzproblems verglichen.

’ Level \ 72-Fehlerschatzer \ Residueller Fehlerschatzer \ Neumann Fehlerschatzer ‘

1 0.24586 0.24586 0.24586
2 0.09333 0.08589 0.21612
3 0.09712 0.16400 0.21263
4 0.09799 0.11719 0.16784
5 0.06859 0.10670 0.12059
6 0.06142 0.07666 0.10712
7 0.05396 0.07023 0.07691

Tabelle 5.4: Globaler Fehler verschiedener Fehlerschatzer

Die deutlich besten Ergebnisse erzielt hier der Z2-Fehlerschitzer. Der Neumann Schitzer
ergibt beziiglich der Reduzierung des Fehlers e die schlechtesten Ergebnisse, allerdings
werden dabei weniger Elemente verwendet. Auflerdem zeigt er im Verlauf des Ver-
feinerungsprozefl ein stetig abnehmendesVerhalten, wahrend die beiden anderen in den
Schritten 3 und 4 Spriinge zeigen.

5.5.3 Innere Schockfront und Randgrenzschicht

Auch dieses Beispiel wurde schon in Kapitel 3 vorgestellt. Die Randbedingungen und
Parameter werden tibernommen, nur der Diffusionskoeffizient wird hier kleiner gewahlt,
e = 1071%.  Als Diskretisierungsmethode dient die SDFEM mit den iiblichen Parame-
tern. Zur Verfeinerung werden die Markierungsstrategie 2 (¢, = 0.5, p = 0.15) und die
regulare Verfeinerung benutzt.

Abbildung 5.5 zeigt die verfeinerten Netze nach jeweils 6 Verfeinerung unter Zugrundele-
gung der verschiedenen Fehlerschatzer.

In allen drei Fallen werden Elemente in den schmalen Bereich der Randgrenzschicht
gebracht, da dort die Losung von 0 auf 1 springt. Der Sprung innerhalb des Gebietes
nimmt wegen der Adsorption beginnend vom Ursprung ab, deshalb wird auch nahe des
Ursprungs verdichtet. Die Bedeutung des Gradienten der Losung innerhalb der Z2-
Abschéatzung wird hier sehr deutlich, da entlang der gesamten Schockfront verdichtet
wird. Der residuelle Fehlerschatzer und der Neumann Fehlerschatzer investieren in
diesem Bereich weniger Elemente.
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Z%-Fehlerschaetzer Residueller Fehlerschaetzer

Neumann Fehlerschaetzer

Abbildung 5.5: Z2- | Residueller , Neumann Fehlerschitzer, e = 10710

59
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Um Aussagen tiber die Groie des Fehlers der numerischen Losungen treffen zu kénnen,
wird eine Vergleichslosung auf einem uniform verfeinerten Netz berechnet. Die fol-
genden Tabellen 5.5-5.7 geben jeweils den globalen, den relativen (||u — ugl|/||w||) und
den geschétzten Fehler, sowie den Effektivititsindex (n/e) fiir die verschiedenen Fehler-
schatzer wieder.

’ Level ‘ Ny ‘ Ntree ‘ e e n ‘ eff ‘
1 32 25 1 0.12936 | 25.14039 % | 0.75749720713 | 5.8556
2 111 69 | 0.09336 | 19.63500 % | 0.95080713453 | 10.184
3 289 164 | 0.08232 | 18.25361 % | 1.23335058057 | 14.983
4 708 384 | 0.06452 | 14.62367 % | 1.59606775951 | 24.738
5 1714 902 | 0.04944 | 11.36505 % | 2.09245377921 | 42.320
6 3964 | 2055 | 0.03855 | 8.92580 % | 2.80376113890 | 54.274

Tabelle 5.5: Z2-Fehlerschitzer, e = 10710

’ Level \ N, \ Niree \ e € n \ eff ‘
1 32 25 | 0.12936 | 25.14039 % | 2.66614808028 | 20.610
2 83 53 | 0.14669 | 30.79115 % | 3.47223918942 | 23.671
3 192 113 | 0.11352 | 24.96747 % | 5.09567248880 | 44.887
4 460 257 1 0.11184 | 25.36955 % | 7.00795195195 | 62.662
5 956 521 | 0.08561 | 19.62437 % | 10.1384023411 | 118.42
6 1848 998 | 0.07114 | 16.46008 % | 14.4386484321 | 202.95

Tabelle 5.6: Residueller Fehlerschitzer, e = 1071

’ Level \ Ng \ Niree \ e e n \ eff ‘
1 32 25 | 0.12936 | 25.14039 % | 0.209065046017 | 1.6161
2 85 53 | 0.15704 | 33.57044 % | 0.154707933533 | 0.9851
3 211 121 | 0.10612 | 23.32342 % | 0.126631403459 | 1.1932
4 494 271 | 0.11106 | 24.98255 % | 0.090953655894 | 0.8189
5) 1098 587 | 0.08336 | 19.09005 % | 0.068287727824 | 0.8192
6 2308 | 1219 | 0.06034 | 13.95732 % | 0.049306174243 | 0.8171

Tabelle 5.7: Neumann Fehlerschitzer, e = 1071

Der globale Fehler e nimmt beim residuellen Schatzer in absoluten Zahlen am wenigstens
ab. Auferdem zeigt er wie auch der Neumann Schétzer ein unregelméafliges Verhalten,
wihrend der Z? stetig und stark abnimmt. Der geschitzte Fehler n des residuellen
Schitzers steigt im Verlauf der Verfeinerung ebenso wie der des Z2?. Der Neumann
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Fehlerschatzer hingegen schatzt den Fehler von Verfeinerung zu Verfeinerung kleiner.
Eine Erklarung fir das Verhalten des residuellen Schétzers mag dessen Anfélligkeit fiir
Schwingungen in der numerischen Losung sein. Da bei einer geringen Diffusion von
¢ = 10719 und der Verwendung der SDFEM in der numerischen Lésung Uber- und Un-
terschwingungen auftreten, soll noch der Fall € = 1072 betrachtet werden.

Die Abbildung 5.6 zeigt die verfeinerten Netze mit den verschiedenen Fehlerschitzern
fiir diesen Fall nach 6 jeweils Verfeinerungsstufen.

Z*-Fehlerschaetzer Residueller Fehlerschaetzer

Neumann Fehlerschaetzer

Abbildung 5.6: Z2 , Residueller , Neumann Fehlerschitzer, e = 1072

Alle drei Fehlerschétzer verdichten die Netze nahe des Ursprungs und insbesondere im
Bereich der Randgrenzschicht am Ausfluffrand, da dort die grofiten Spriinge vorliegen.
Dies entspricht dem Trend der Verdichtung im Fall von ¢ = 1071%. Wegen der deut-
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lich grofleren Diffusion und damit bedingten Ausschmierung der inneren Schockfront
verdichtet nun auch der Z2-Schéitzer nicht mehr sehr stark im Inneren des Gebietes.

Die Tabellen 5.8-5.10 zeigen die tiblichen numerischen Ergebnisse. Der residuell geschétzte

Fehler nimmt nun im wesentlichen im Verlauf des Verfeinerungsprozesses ab, ebenso wie
der des Z2-Schétzers .

’ Level ‘ Ny ‘ Ntree ‘ € ‘ 3 ‘ n ‘ eff ‘
1 32 25 [ 0.16393 | 30.27679 % | 0.73878185111 | 4.5066
2| 111 69 | 0.12345 | 23.16426 % | 0.87381793726 | 7.0782
3| 298| 170 | 0.09943 | 17.73874 % | 1.03808535258 | 10.440
4| 677 | 369 |0.07835 | 12.77379 % | 1.21716462291 | 15.534
511448 | 773 | 0.01554 | 2.36140 % | 1.40479326518 | 90.419

Tabelle 5.8: Z2-Fehlerschiitzer, € = 1072

’ Level ‘ N ‘ Ntree ‘ e ‘ 3 ‘ n ‘ eff ‘
1] 32 25 | 0.16393 | 30.27679 % | 2.63927065001 | 16.100
2] 83 53 | 0.21089 | 39.80078 % | 3.38819543665 | 16.066
3176 | 105 | 0.14058 | 25.55004 % | 2.48210865699 | 17.657
41418 | 236 | 0.17083 | 28.26516 % | 1.65998714821 | 9.717
51931 509 | 0.10116 | 15.54908 % | 1.17421126005 | 11.607

Tabelle 5.9: Residueller Fehlerschitzer, e = 1072

’ Level ‘ Ny ‘ Ntree ‘ e ‘ e ‘ n ‘ eff ‘
1 32 25 | 0.16393 | 30.27679 % | 0.840181015592 | 5.125
2 94 58 | 0.21570 | 40.98799 % | 0.812783113515 | 3.768
3| 218 126 | 0.17061 | 30.79727 % | 1.65851360959 | 9.721
4| 544 | 301 | 0.11899 | 19.61428 % | 1.12183582624 | 9.428
511278 | 685 | 0.05134 | 7.85728 % | 0.810633916634 | 15.788

Tabelle 5.10: Neumann Fehlerschitzer, e = 1072

Abschliefend zu diesem Beispiel soll Abbildung 5.7 das Auftreten von Uber- und Unter-
schwingungen bei der Verwendung der SDFEM im Falle von € = 1071° darstellen. Links
die numerische Losung auf dem durch den residuellen Fehlerschatzer verfeinerten Netz
fir € = 1071% und rechts entsprechend fiir e = 1072
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Residueller Schaetzerx/ﬂz Residueller Schaetzerx/ﬂz

epsilon=10"° v epsilon=10" Y

o

Ml

Abbildung 5.7: Losung fiir residuellen Fehlerschitzer: e = 10719, ¢ = 102

5.5.4 Dirichlet Randbedingungen mit Sprung

Bei diesem Beispiel handelt es sich um ein Konvektions-Diffusionsproblem auf dem Ein-
heitsquadrat mit konstantem Geschwindigkeitsvektor b = (1,0), ohne Adsorption und
Senken bzw. Quellen. Der Diffusionskoeffizient sei ¢ = 1073. Bezeichnend fiir dieses
Beispiel sind Spriinge in den Dirichlet Randbedingungen auf dem Einfluffrand

eOpu = 0, wenn x =1
y=0 und O<z<l1
up(z,y) = 0, Wenn{yl und O<z<1
r=0 und |y—0.5>0.05

up(x,y) = 1 sonst.

Die analytische Losung dieses Problems ist

u(,y) = 3 er@(n) = X (wpun(e) + Gupan(0) (),
k=1 1
wobet Ur(y) = sin(kmy)
inh 1 —
pute) = /TS
por(z) = e($—1)/(2e)m
mit o = 1 (k)2

(2¢)?
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Die Konstanten lauten

2
o= (cos(0.45km) — cos(0.55k))

™

1/(2¢) 1 h( )
B gre 1 cosh(gy
B = (sinh(gk)> / <26 + Ok sinh(gk)> '

Zur Diskretisierung diente die SDFEM. Die Verfeinerung erfolgte regular mit der Markie-
rungsstrategie 2 (¢,ef = 0.5, p = 0.10).

Z*-Fehlerschaetzer Residueller Fehlerschaetzer

Neumann Fehlerschaetzer

Abbildung 5.8: Dirichlet RB.: Z2-, Residueller, Neumann Fehlerschitzer
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Die Abbildung 5.8 zeigt die verfeinerten Netze unter Verwendung der verschiedenen
Fehlerschatzer. In der folgenden Abbildung 5.9 sind die zugehorigen numerischen Lo-

sungen dreidimensional dargestellt.

X Y

Z*-Fehlerschaetzer /$\ Residueller Schaetzer/;\

X Y

S AR

o
g

Abbildung 5.9: Dirichlet RB.: Z%-, Residueller, Neumann Fehlerschitzer

Bei diesem Beispiel handelt es sich wieder um ein symmetrisches Problem. Alle drei

Fehlerschatzer liefern symmetrische Netze. Die Netze aus der Verwendung des resi-

duellen und des Z2-Fehlerschitzers sind stirker im Bereich der Spriinge am Einflufirand
und am Ausflufrand verdichtet. Der Neumann Schétzer hingegen konzentriert mehr Ele-
mente in den mittleren Bereich des abfallenden Kammes. Aus diesem Grund ergeben
sich bei der numerischen Losung mit dem Neumann Schétzer leichte Uberschwingungen
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am Einflufrand. Diese schlagen sich in den Ergebnissen fiir den globalen bzw. relativen
Fehler nieder.

’ Level \ N \ Niree \ e e \ n \ eff ‘
1 32 25 1 0.055034 | 14.95694 % | 2.19249434065 | 39.839
2 106 65 | 0.027872 | 9.94667 % | 2.65469933061 | 95.245
3 252 141 | 0.077698 | 29.98419 % | 2.51171073768 | 32.327
4 521 273 | 0.034233 | 11.79560 % | 1.97089694995 | 57.574
5 1418 732 | 0.039016 | 13.21034 % | 1.49993032137 | 38.444
6 3670 | 1865 | 0.014987 | 5.01080 % | 1.17344575848 | 78.300
Tabelle 5.11: Dirichlet RB.: Z2-Fehlerschétzer
] Level \ Ny \ Niree \ e 3 n \ eff ‘
1 32 25 | 0.055034 | 14.95694 % | 0.006009265176 | 1.0919
2 80 51 | 0.054719 | 19.35733 % | 0.237140578900 | 4.3338
3 204 115 | 0.079759 | 30.74257 % | 0.249433934681 | 3.1274
4 510 273 | 0.025365 | 8.74507 % | 0.269606390863 | 10.629
5 1246 647 | 0.037014 | 12.53711 % | 0.196177329365 | 5.3000
6 3280 | 1675 | 0.014000 | 4.68091 % | 0.135536086535 | 9.6810
Tabelle 5.12: Dirichlet RB.: Residueller Fehlerschéatzer
] Level \ N \ Niree \ e \ 3 n \ eff ‘
1 32 25 1 0.05503 | 14.95694 % | 0.647019408060 | 11.757
2 104 62 | 0.22112 | 77.75015 % | 0.457711074707 | 2.0700
3 334 181 | 0.08887 | 34.11302 % | 0.393923489175 | 4.4324
4 766 401 | 0.12440 | 42.94433 % | 0.345887686771 | 2.7805
5 1714 879 | 0.04694 | 15.90435 % | 0.339364305857 | 7.2302
6 4542 | 2299 | 0.04896 | 16.39173 % | 0.284985751012 | 5.8211

Tabelle 5.13: Dirichlet RB.: Neumann Fehlerschatzer

Die Tabellen 5.11-5.13 geben in gewohnter Weise die numerischen Ergebnisse fiir den
globalen, den relativen und den geschéatzten Fehler sowie den Effektivitatsindex wieder.
Die numerischen Losungen wurden mit der entsprechenden naherungweisen analytischen
Losung verglichen, wobei die Summen bis £ = 100 berechnet wurden.

Der Z2-Fehlerschitzer zeigt die Tendenz den Fehler zu iiberschitzen, wiahrend sowohl
der residuelle Fehlerschatzer als auch der Neumann-Fehlerschatzer den Fehler deutlich
unterschatzen.
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5.6 Zusammenfassung

Dieses Kapitel soll ein Vergleich der vorgestellten Fehlerschéatzer und Indikatoren ab-
schliefen.

Der Z2-Indikator ist problemunabhingig und aufgrund seiner einfachen Struktur sehr
leicht in ein Programm zu integrieren. Der Z? beriicksichtigt den Gradienten der nu-
merischen Losung. Da dieser an Schockfronten und Grenzschichten entscheidend ist,
werden diese kritischen Regionen gut erfait. Die entsprechend verfeinerten Gitter liefern
gute Ergebnisse. Phénomene hoéherer Ordnung wie numerische Oszillationen an den
Grenzschichten, z.B. bei Verwendung der SDFEM, kénnen vom Z? allerdings nicht gese-
hen werden. Damit stellt sich die Frage, inwieweit Informationen bei sehr komplizierten
Problemen verlorengehen. Der Z? eignet sich als Indikator, aber eine quantitative Aus-
sage liber den Fehler kann er nicht geben.

Die Fihigkeit, das Auftreten von Unter- und Uberschwingungen in der numerischen
Losung zu lokalisieren, besitzen der residuelle Fehlerschatzer und der Neumann-Fehler-
schatzer. In ihrer Umsetzung in einem Programm sind beide aufwendiger, insbesondere
der Neumann-Fehlerschétzer, da fiir jedes Element der Triangulierung ein lokales Prob-
lem gelost werden mufl. Aber beide ermoglichen eine quantitative Aussage iiber den
Fehler.

Fiir dominierende Konvektion treten in der Approximation Oszillationen auf. Der resi-
duelle Fehlerschéatzer kann diese finden und berticksichtigen. Der Einflul der Oszillatio-
nen scheint sich im adaptiven Prozef3 zu verstarken. Dies zeigen die Tabelle 5.6, 1 steigt
im Wert, wahrend der Fehler e sinkt.

Zur Verteilung der lokalen Effektivitéatsindizes ist zu bemerken, daf fiir das dritte Beispiel
in den meisten Bereichen n/e &~ 1, aber entlang der Grenzschicht bzw. Schockfront
groflere Werte (von 3 bis zu 16) erreicht werden. Ebenso finden sich fiir die lokalen
Werte des Fehlerschitzers die grofieren Werte entlang der Fronten. Aus diesem Grund
wird auch dort verfeinert, wo die grolen Gradienten auftreten. Eine wesentliche Rolle
spielt dabei der Term ”b - Vuy”.

Nun noch eine Bemerkung zu der Minimum-Bedingung der Vorfaktoren des residuellen
Fehlerschiitzers ap = min{hpe 2,1} und Bz = ¢ /?min{hge*/2,1} : Abhingig von
der Grofle von e springen die Bedingungen im Verlauf des Verfeinerungsprozesses frither
oder spiter an. So fallt die Bedingung fiir oz bei € = 1071 erst bei hy < 107° ins
Gewicht, wahrend bei € = 1, nur Ay < 1 erfiillt sein mufl und somit die Bedingung sofort
giiltig ist. Insbesondere zeichnet sich das Anspringen der Bedingung in dem Abfall der
Werte von 77 ab. Der fehlende Einflufl des iiber die Verfeinerungen kleiner werdenden hyp
schlagt sich bei kleinen Werten € im Anstieg von 7 nieder.

Das letzte Beispiel zeigt deutlich die Problematik der Ausrichtung der Elemente. Im
ersten Beispiel des elliptischen Laplace-Problems, liegt keine Richtungsabhangigkeit im
Problem vor. Die Ausrichtung der Elemente verursacht dort keinerlei Schwierigkeiten. In
der Konvektions-Diffusionsgleichung des letzten Beispiels ist eine charakteristische Rich-
tung durch das Geschwindigkeitsfeld vorgegeben. Nicht in jedem Verfeinerungsschritt
werden die Element wegen der regularen Unterteilung der Elemente fiir die vorgegebene
Richtung geeignet plaziert. Dies schlagt sich in den schwankenden Werten des Fehlers
nieder.
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Kapitel 6

Verfeinerungsstrategien

Nach der Ermittlung einer Fehlerabschatzung fiir jedes Element einer Triangulierung ist
zu entscheiden, welche Elemente zu verfeinern bzw. zu vergrobern sind. Diese Prozedur
bezeichnet man als Markierungsmethode. Es gibt eine Vielzahl von Methoden, von denen
hier nur einige dargestellt werden sollen. Einen weiteren Teil der Verfeinerungsstrate-
gie stellt die eigentliche Verfeinerung bzw. auch Vergroberung der ausgewahlten Ele-
mente dar. Im Rahmen der stationaren Betrachtung werden strukturierte, hierarchische
Netze verwendet. Diese Netze werden durch regulare Verfeinerung, d.h. die Unterteilung
eines Dreiecks in vier, oder die Bisektion, d.h. die Teilung in zwei Dreiecke, aus einem
vorgegebenen Grundnetz entwickelt.

Mit diesen Bausteinen kann der Ablauf eines adaptiven Algorithmus fiir ein stationéres
Problem nach folgendem Schema erfolgen:

Anfangsnetz 7y, setze k =0

Lose diskretes Problem auf 7,

Berechne fiir jedes T' € 7} a posteriori Fehlerschatzer

Wenn der geschétzte globale Fehler hinreichend klein ist: STOP,
sonst Markierung der zu verfeinernden Elemente und konstruiere
neues Netz Ty, 1, setze k = k + 1 und gehe zu Punkt 2.

Ll e

Tabelle 6.1: Ablaufschema eines adaptiven Algorithmus

Bei instationdren Problemen miissen die folgenden Anderungen im Algorithmus Beach-
tung finden:

e Die Genauigkeit der numerischen Losung mufl problemabhéngig nach einigen Zeit-
schritten abgeschatzt werden, und eine Zeitschrittweitensteuerung mufl vorgenom-
men werden.

e Der Verfeinerunsprozel des raumlichen Gebiets sollte mit einer Zeitschrittkontrolle
gekoppelt werden.

e Stellenweise Vergroberungen des Netzes konnten nétig sein.

e Eine vollstandige Neuvernetzung konnte wiinschenswert sein.
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6.1 Markierungsmethoden

Den Fehlerindikator nr eines Elements 7" mit einer Konstanten zu vergleichen und das
Element zu verfeinern, falls der Indikator grofier als diese Konstante sein sollte, stellt eine
scheinbar einfache Vorgehensweise dar. Diese gestaltet sich aber nur dann als sinnvoll,
wenn eine solche Konstante in sinnvoller Weise gewahlt werden kann, was im allgemeinen
unmoglich ist.

6.1.1 Strategie 1 - Maximalwert-Methode, Globalfehler-Methode

Eine weitverbreitete Methode speichert wahrend der Berechnung des Fehlerindikators
oder Fehlerschétzers den maximal berechneten Wert unter allen Elementwerten. Dieser
Wert sei hier 7,4, = max{nr} genannt. Ein Element T" wird verfeinert, wenn es

nT Z CT’ef * nmam ) 0 < Cref < 1

erfiillt. Diese Strategie soll im folgenden Maximalwert-Methode (Strategie 1) genannt
werden.

Eine andere Strategie berechnet den globalen Fehler (3 72)/? und dividiert durch die
Anzahl der Elemente. Dadurch erhalt man einen gemittelten Fehler ny. Ein Element 7'
wird verfeinert, wenn es

nTzcref*ﬁT ) 0<cref

erfullt.

Wenn ein Fehlerschéatzer verwendet wird, kann man auch einen moglichst kleinen Satz S
von Elementen suchen, so dafl

1/2 1/2
(Z 77%) S Cref * (Zn%) ) 0< Cref <1.
T

TeS

Die Elemente in S sind fiir einen bestimmten Teil des globalen Fehlers verantwortlich.
Diese Strategie soll als Globalfehler-Methode bezeichnet werden.

In der Praxis verwendet man zunichst die Maximalwert-Methode mit einem festen
Crefo, Wobei man einen Satz Sy von Elementen erhalt, der nicht die Bedingung in der
Globalfehler-Methode erfiillen mufl. In einem solchen Fall wiirde man ¢,.¢o verkleinern
und fortfahren bis man schlieffllich einen Satz von Elementen findet, der die Bedingung
erfillt.

6.1.2 Strategie 2 - Sortierungsmethode

Um mogliche Ausreiler des maximal berechneten Wertes 7,4, zu umgehen, kann man
einen abgeschwachten Wert verwenden. Dazu wahlt man die folgende pragmatische
Vorgehensweise. Die berechneten Werte ny werden ihrer Grofle nach geordnet, so dafl

Nr: 2 Nry 2 ... 2 nry 2> 0,

N —
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wobei N, die Anzahl der Elemente in der Triangulierung 7j ist. In der Maximalwert-
Methode soll nun der Maximalwert 7),,,, durch den Wert ;. ersetzt werden, der sozusagen

eine untere Beschrankung der oberen 5 oder 10 Prozent der geordneten Elemente darstellt:
ko :=p* Ng mit z.B. p = 0.05 oder 0.1

Diese Vorgehensweise soll mit Sortierungsmethode (Strategie 2) bezeichnet werden.

6.1.3 Strategie 3 - Prozentsatzmethode

Wenn man in jedem Schritt nur eine sehr geringe Anzahl von Elementen zur Verfeinerung
auswahlt, so erwartet man, ein nahezu optimales Netz zu erhalten. Dies fiihrt allerdings
auf viele, moglicherweise teuere Iterationsschritte im Losungsproze und generell auf
lange Rechenzeiten. Wenn man hingegen sehr viele Elemente auswahlt, so erreicht man
wenige Iterationsschritte, aber eine sehr grofle Anzahl von Unbekannten. Man ist also
gezwungen, Kompromisse einzugehen, um eine optimale Zeit zur Losung des Problems
zu erreichen.

Um das erste Phanomen zu verhindern, kann man einen gewissen Anstieg der Anzahl der
Unbekannten nach der Verfeinerung fordern. Wenn mit der Maximalwert-Methode und
einem gegebenen c,.f der geforderte Prozentsatz nicht erreicht wird, muf ¢, verklein-
ert werden. Die Markierung ist dann erneut vorzunehmen. Wird die Globalfehler-
Methode verwendet, dann wird der Satz S von Elementen solange erhoht bis sowohl
die entsprechende Bedingung erfiillt, als auch der geforderte Prozentsatz erreicht ist.
Statt den Toleranzfaktor c,.; zu verkleinern kann man auch den entsprechenden Maxi-
malwert der Forderung nach einer Mindestanzahl von neuen Elementen anpassen. Wenn
der geforderte Prozentsatz nicht in einem ersten Schritt erreicht wird, wird unter den
verbleibenden, d.h. noch nicht markierten Elementen, deren Maximalwert bestimmt.
Anschliefend wird die Markierung erneut nach Strategie 1 vorgenommen. Auf diese Me-
thode wird spéter als Prozentsatzmethode (Strategie 3) zuriickgegriffen werden.

Ihr Ablauf gestaltet sich mit den gegebenen Daten 7 := maxrer, {nr}, Cres, 7; = T, wie
folgt

VT €T, -
& nr > crep ¥ — verfeinere 7' und T =T \T
Frage : N > (14 p)Ny 77

nein : 7 := Ij{lea;({nT} — goto
k

ja : akzeptiere 7,1 und verfeinere

6.1.4 Strategie 4 - Gleichverteilungsmethode

Eine weitere Strategie zum Finden einer Triangulierung 7;,; mit moglichst wenigen
Elementen, so daf}, mit gegebener Toleranz ToL,

1/2
{ > ?7%} < ToL

TeTy
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erfiillt wird, beruht auf der Idee der Gleichverteilung des Fehlers
Tol

nr ~ \/ﬁk

Es wird angenommen, dafl das Gitter optimal ist, wenn alle Elemente den gleichen
Beitrag zum Gesamtfehler leisten. Deshalb soll sie als Gleichverteilungsmethode (Strate-
gie 4) bezeichnet werden. Sie geht auf Babuska zuriick. Man hat Kriterien sowohl zur
Verfeinerung als auch zur Vergroberung, welche insbesondere bei transienten Problemen
wichtig sind:

Wahle 0<by<6, <1 :

61 Tol.

nr 2 \/ﬁk

02 Tol
nr <
\/ N

Ein in der Praxis haufig gewéhlter Wert fiir 6, ist 0.5. Die Wahl der Parameter erlaubt
die Einflufnahme auf den Charakter der Triangulierung. Fiir kleine Werte von 65/6;
erhélt man eher uniforme Netze. Fiir groBere Werte von 60y /60; wird der Gradient der
lokalen Netzweite h(x) steiler [1]. Die Toleranz Tol kann im Verfeinerungsprozefl adaptiv
gewihlt werden, derart, daBl sie in jeder Verfeinerungsstufe proportional zur Netzweite
Rynaz 1St.

—— verfeinere

— vergrobere

6.1.5 Strategie 5 - Prognosemethode

Es ist auch moglich eine Vorhersage iiber den Fehler auf dem néchsten Level durch lokale
Extrapolation zu treffen und daraus eine Entscheidung iiber die Verfeinerung zu fallen.
Dieses Vorgehen soll als Prognosemethode (Strategie 5) referiert werden.

Der Fehler in einem Element T' verhalt sich ungefahr wie ¢ h?, wobei ¢ und [ un-
bekannte Konstanten sind. Mit berechneten Fehlerschatzern fiir zwei verschiedene Tri-
angulierungen 7, und 77, die eine sei z.B. durch regelméfige Verfeinerung aus der anderen
entstanden, lassen sich die Konstanten bestimmen. Damit 148t sich anschliefend eine
Aussage iiber den Fehler in einem Element 7™, das durch eine weitere Unterteilung von
T gewonnen wird, treffen. Es gilt also

Daraus kann man die lokal gleichen Konstanten zu

In (T]TO>
ﬁ _ U

In2

C = Nny h;oﬂ
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berechnen und mit ihnen nun eine Prognose iiber den zu erwartenden Fehler bei einer
weiteren Verfeinerung angeben

N, = ¢ h% =c 4_Bh§~0 = 4_B77T0

Die Verfeinerung wird tatsachlich vorgenommen, wenn der prognostizierte Wert folgende
Bedingung erfiillt

Ny < Ny

bzw. der Faktor 3 einen Wert nahe Null animmt.

6.2 Verfeinerung

Nach der Markierung stellt sich die Frage nach der Durchfithrung der Unterteilung der
entsprechenden Elemente. Dabei ist zu beachten, dafi das Gitter geometrisch reguléar
sein soll, d.h. der kleinste Winkel von Null weg beschrankt ist, und dafl das entstehende
Gitter zuverlassig sein soll, d.h. es sind keine sogenannten hangenden Knoten erlaubt.
Diese Knoten grenzen an Dreiecke, die nicht entsprechend unterteilt wurden.

Abbildung 6.1: Hangender Knoten

An diesen Punkten werden die Kompatibilitatsbedingungen fiir FE-Diskretisierungen
verletzt. Dem kann man entgehen, indem man entweder die Unbekannten an diesen
Knoten als unechte Freiheitsgrade einfithrt und ihre Werte als passende Interpolation
der Unbekannten an den Nachbarpunkten annimmt oder man unterteilt weitere Elemente
derart, daf3 die hangenden Knoten auflost werden und die Regularitatsanforderung an
das Netz erfiillt werden.

Bei Dreieckselementen gibt es 3 Moglichkeiten zur Unterteilung, wobei die neuentstehen-
den Knoten sich in den Kantenmittelpunkten befinden. Die reguliare Unterteilung, auch
als rote Unterteilung bezeichnet, verbindet die drei Kantenmittelpunkte und erzeugt so
vier Dreiecke in der nachsten Generation. Dieses Vorgehen fiihrt auf geometrisch ahnliche
Dreiecke und das Verhéltnis hr/pr &ndert sich nicht, die Winkelbedingung wird also
erfiillt.

Bei der Bisektion, auch grine Unterteilung, wird ein Kantenmittelpunkt mit dem gegen-
iiberliegenden Knoten verbunden. Dadurch bleiben zwei Winkel erhalten und sowohl
spitzere als auch stumpfere Winkel werden eingefiihrt.

Die blaue Unterteilung verfahrt wie die griine, es wird aber zusétzlich eins der neu ent-
standenen Dreiecke nochmals griin unterteilt, indem der beim ersten Unterteilen be-
nutzte Kantenmittelpunkt nun als Knoten mit der gegeniiberliegenden Kante verbun-
den wird. Die blaue Unterteilung ist insbesondere beim Auflésen bzw. Vermeiden von
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hangenden Knoten von Bedeutung. Die folgenden Abbildung stellt die verschieden Arten

der Dreiecksunterteilung beispielhaft dar.

Abbildung 6.2: Rote, giine, blaue Dreiecksunterteilung

Zur Verfeinerung von Triangulierungen bieten sich verschiedene Vorgehensweisen an:

e Regulédre Verfeinerung
Bei der regularen Unterteilung werden die markierten Elemente nach der roten Art
verfeinert. Die eventuell in Nachbarelementen entstehenden hangenden Knoten

werden mittels Zusatzregeln aufgeldst:

1. Ein hangender Knoten

2. Zwei hangende Knoten

3. Drei hangende Knoten

Dabei konnen in angrenzenden Dreiecken durchaus weitere hangende Knoten entste-
hen, die wiederum aufgelost werden miissen.

e Bisektion
a) Teilung der ldngsten Kante
b) Teilung der markierten Kante

In beiden Fallen hat das Ursprungsdreieck genau eine Kante, die halbiert wird. Fol-
gendes Bild zeigt, wie die Markierung von einem Level auf den nachsten tibergeht.

Fir die Behandlung der hangenden Knoten wird nach den obigen Zusatzregeln
vorgegangen.

Sowohl die reguldare Unterteilungsstrategie als auch die auf der Bisektion basierende
fithren mit den Zusatzregeln auf die geforderten zulassigen und geometrisch regularen
Triangulierungen.
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6.3 Vergroberung

Die lokale Vergroberung von Netzen erfolgt in umgekehrter Weise zur Verfeinerung,
d.h. die Vergroberung entspricht dem Zuriickgehen im binaren Baum, der durch den
Prozefl der Verfeinerung entstanden ist. Im Falle der Bisektion verschmelzen bei der
Vergroberung also zwei Elemente der aktuellen Generation wieder zu dem Element der
vorherigen Generation, aus dem sie hervorgegangen waren.

Um die Vergroberung auf lokale Gebiete zu beschréanken, sind einige Vorschriften zu
beachten. Im folgenden wird die Vorgehensweise bei der Bisektion betrachtet werden.
Zunachst einige Definitionen:

1. Ein Element T" € 7 hat das Niveau [, wenn es nach [ Verfeinerungsschritten ent-
stand.

2. Ein Element T hat das lokal feinste oder hochste Niveau, wenn alle seine Nachbarn
ein geringeres oder gleiches Niveau haben.

3. Sei T' € 7 und T* das Eltern-Element von T'. Der Knoten, der zur Bisektion von
T eingefiigt wurde wird ” Vergroberungsknoten” von 1" genannt.

4. Sei K eine Kante der Triangulierung 7 und K* die zugehorige Eltern-Kante mit
dem Mittelpunkt Q. Setze G := {T € T : TN K* # (}. Wenn @ der Ver-
groberungsknoten aller 7' € G ist, dann heifit G "auflosbares Patch”.

Die Abbildung 6.3 zeigt ein Beispiel fiir ein ”auflosbares Patch”.

K*

Abbildung 6.3: Auflosbares Patch

Man sieht leicht, daf}, wenn G ein auflosbares Patch ist, alle T' € G vergrobert werden
konnen, ohne dafl davon andere Elemente der Triangulierung auferhalb von G' beeinfluf3t
werden. Auflosbare Patches sind also die Konfiguationen, die vergrébert werden diirfen,
da damit garantiert ist, daf§ die Vergroberung lokal begrenzt bleibt.

Die Auskunft iiber die Notwendigkeit der Vergroberung bzw. auch Verfeinerung einzelner
Element liefert die Markierungsstrategie 4. Nach der Markierung der Elemente wird die
Zugehorigkeit der zuvergrobernden Elemente zu einem auflosbaren Patch gepriift. Diese
Patches diirfen dann aufgelost werden, wenn

1. kein Element T im Patch enthalten ist, das verfeinert werden soll,

2. mindestens ein Element T' vergrobert werden soll.
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Im instationaren Prozel wird nur die Triangulierung des aktuellen Zeitschrittes ge-
speichert und die h-Methode auf jeden Zeitschritt angewendet. Damit gestaltet sich
die Markierungsstrategie 4 mit gegebenem 7ol im k-ten Zeitschritt wie folgt:

Wihle 0<b, <0, <1

0 1 Tol.

WTE\/E

92 Tol.
Ny,

—— verfeinere

nr < — vergrobere

6.4 Beispiele

6.4.1 Gekrummte innere Schockfront

Dieses Beispiel entspricht dem in Kapitel 3 und Kapitel 5 beschriebenen (¢ = 107°).
Zur Berechnung wurde wiederum die SDFEM ohne Shock-Capturing verwendet. Die
Abschatzung des Fehlers in den Elementen erfolgte mit dem im letzten Kapitel dar-
gestellten residuellen Fehlerschétzer. Die folgende Abbildung 6.4 zeigt die verfeinerten
Netze nach Anwendung verschiedener Markierungsmethoden und regularer Verfeinerung.
Die ersten beiden Bilder zeigen Ergebnisse der 1.Markierungsstrategie, links mit einer
Verfeinerungsschwelle ¢,.; = 0.25 und rechts mit ¢,y = 0.5. Das dritte Bild ist das
Resultat der 2.Strategie, bei der die Werte sortiert und die obersten 15 Prozent aus
der Betrachtung entfernt wurden. Die folgenden Bilder demonstrieren das Verhalten
der 3.Strategie, links wurde die Verfeinerung von mindestens 25 Prozent der Elemente
gefordert und rechts 40 Prozent. Die letzten Bilder zeigen schliellich Netze aus der
Verwendung der 4.Markierunsstrategie. In beiden Fallen wurden 6; = 0.5 und 6, = 0
gewahlt, links wurde eine Toleranz 7ol = 0.015 und rechts Tol. = 0.05 vorgesehen.

Strategie 1 Strategie 1

C,~0.25, 7 Level, 646 Elemente C,~0.5, 7 Level, 357 Elemente
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Strategie 2

C=0.5, p=0.15, 7 Level, 4228 Elemente

Strategie 3
Strategie 3

pp=0.40, 6 Level, 1762 Elemente

pp=0.25, 6 Level, 1419 Elemente

XK
%4

Strategie 4 Strategie 4

t,=0.5, t,=0, tol=0.015, 6 Level, 3950 EI. t,=0.5, 1,=0, tol=0.05, 6 Level, 3068 EI.

Abbildung 6.4: Verschiedene Markierungsstrategien
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Die zwei ersten Netzen der Strategie 1 zeigen die Schwierigkeit der Wahl einer passenden
Toleranzschwelle ¢,.; ohne Vorabkenntnisse. AuBlerdem verdeutlichen sie den Einflul des
Maximalwertes. Diese Schwierigkeit wird durch die Strategie 2 umgangen. Das Resultat
ist ein gut an den Verlauf der Schockfront angepafites Netz. Die Netze der Strategie 3
liefern abhangig von dem gewahlten Prozentsatz zu verfeinernder Elemente dichtere oder
weniger dichte Netze. Gleichmaflen beinflult die Wahl der Toleranz bzw. der Parameter
f; und 6, in Strategie 4 die Dichte der Netze. Auffallend ist hier, daf} die Netze sehr
homogen im Bereich der Schockfront verdichtet werden.

6.4.2 Dirichlet Randbedingungen mit Sprung

Dieses Beispiel ist aus Kapitel 5 bekannt, es handelt sich um ein Konvektions-Diffusions-
problem auf dem Einheitsquadrat mit konstantem Advektionsvektor b = (1,0), ohne
Adsorption und Senken bzw. Quellen. Der Diffusionskoeffizient sei € = 1073. Bezeich-
nend fiir dieses Beispiel sind Spriinge in den Dirichlet Randbedingungen auf dem Ein-
flurand. Die Diskretisierung erfolgte mit der SDFEM. Zur Fehlerabschatzeung diente
der residuelle Fehlerschitzer. Die Markierung wurde mittels der Strategie 2 (¢,.y = 0.5,
p = 0.15) vorgenommen. Anhand dieses Beispiels soll die unterschiedliche Wirkung von
regulérer Verfeinerung und Bisektion betrachtet werden.

Die folgende Abbildung 6.5 zeigt die verfeinerten Netze aus reguldrer Verfeinerung und
Bisektion nach 6 bzw. nach 12 Verfeinerungsstufen.

regulaere Verfeinerung Bisektion

Abbildung 6.5: Regulédre Verfeinerung, Bisektion

Sowohl bei der regularen Verfeinerung als auch bei der Bisektion werden Elemente an den
Spriingen am Einfluirandes konzentriert. Im Bereich des Ausflufirandes wird allerdings
deutlich starker durch die regulare Verfeinerung verdichtet.

In Abbildung 6.6 sind die zugehorigen numerischen Losungen dreidimensional dargestellt.
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regulaere Verf.

Bisektion

Abbildung 6.6: Regulédre Verfeinerung, Bisektion
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’ Level \ N, \ Niree \ e e \ n \ eff ‘
1 32 25 | 0.055034 | 14.95694 % | 0.06009265176499 | 1.0919
2 92 57 | 0.054748 | 19.36774 % | 0.237144515991 | 4.3315
3| 274 | 151 ]0.079797 | 30.74938 % | 0.249538499604 | 3.1272
4| 588 | 313]0.024018 | 8.28194 % | 0.267043616952 | 11.119
511626 | 839 | 0.037185 | 12.56145 % | 0.183247890123 | 4.9281
6 | 4040 | 2055 | 0.013908 | 4.64835 % | 0.130328602534 | 9.3706

Tabelle 6.2: Reguldre Verfeinerung

In den Tabellen 6.2 und 6.3 sind die Anzahl der Elemente, die Anzahl der Unbekannten,
der Fehler e, der relative Fehler e, der geschatze Fehler n und der Effektivitatsindex fiir
den Fall der regularen Verfeinerung und der Bisektion angegeben.
Hinsichtlich der Genauigkeit liefern beide Vorgehensweisen ungefahr gleich gute Ergeb-
nisse (siehe Level 11 bei Bisektion und Level 5 bei reguldrer Verfeinerung). Allerdings
sind bei der Verfeinerung nach regularer Art wesentlich weniger Verdichtungsstufen notig,

um eine gewisse Zahl von Unbekannten zu erhalten.
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’ Level ‘ Ny ‘ Ntree ‘ e e ‘ n ‘ eff ‘
1 16 13 | 0.24221 | 59.06570 % | 0.025936906484 | 0.1071
2 22 17 | 0.24153 | 58.63605 % | 0.024862696531 | 0.1029
3 50 33| 0.17553 | 56.84863 % | 0.276358038725 | 1.5744
4 76 49 | 0.19347 | 64.30006 % | 0.059658185103 | 0.3084
51 130 77 1 0.21029 | 72.07293 % | 0.060409568355 | 0.2873
6| 242 135 | 0.12612 | 47.23609 % | 0.423651819427 | 3.3592
7 296 164 | 0.07875 | 30.06099 % | 0.269092425983 | 3.4173
8| 436 | 235 0.11061 | 39.34059 % | 0.222167886902 | 2.0086
9] 624 | 329 0.11121 | 38.65626 % | 0.167542167653 | 1.5065

10| 974 | 507 | 0.04138 | 14.09040 % | 0.261820023961 | 6.3275
11 | 1732 | 890 | 0.03516 | 11.89259 % | 0.193053747642 | 5.4903
12 1 3076 | 1565 | 0.05032 | 16.83742 % | 0.133209850452 | 2.6472

Tabelle 6.3: Bisektion

6.5 Zusammenfassung

Anhand der gezeigten Beispiele ist der enorme Einflul der Auswahl der Markierungsstra-
tegie auf die Gestalt des Netzes offensichtlich. Bei den Strategien 1 und 4 tritt die
Problematik der Wahl einer passenden Verfeinerungsschwelle bzw. Toleranz zutage. Die
Wahl erfordert entweder viel Fingerspitzengefiihl oder einige Testrechnungen. Bei Strate-
gie 3 bedarf die Wahl des mindest zu verfeinernden Prozentsatzes von Elementen ebenso
grofler Sorgfalt. Wird dieser zu grofl gewahlt, werden zu viele Elemente verfeinert. Als
besonders praktikabel erwies sich Strategie 2, da mit ihr ohne viele Vorabrechnungen
sehr gute Ergebnisse erreicht wurden.

Das zweite Beispiel zeigt den Unterschied zwischen Bisektion und regularer Verfeinerung.
In Hinblick auf die Netzverdichtung wird mit der regularen Verfeinerung zusatzlich zum
Einfluigebiet auch stark im Bereich des Ausfluffrandes verdichtet. Bei der Verfeinerung
nach regularer Art sind aufgrund der Teilung eines Elementes in vier Elemente wesentlich
weniger Verdichtungsstufen notig, um eine gewisse Zahl von Unbekannten zu erhalten.
Beide Methoden liefern beziiglich der Genauigkeit vergleichbar gute Ergebnisse.



Kapitel 7

Netzglattung

In diesem Kapitel soll ein Algorithmus zur Optimierung der Plazierung der Knoten einer
Triangulierung nach [2] vorgestellt werden. Dabei soll eine Triangulierung 7y, die durch
lokale Netzverfeinerung gewonnen wurde, mit fester Konnektivitatsstruktur der Knoten
gegeben sein. Desweiteren seien eine lokale Abschatzung des Fehlers und die zugehorige
Finite Element Losung wy, beziiglich dieser Triangulierung bekannt. Der folgende Al-
gorithmus bestimmt die Position, d.h. die Koordinaten der Knoten so, dafl der Fehler
minimiert wird. Es wird also eine Triangulierung 7, mit derselben Topologie wie 7T,
ermittelt, so dal der Fehler in der Losung u;, auf dem geglatteten Netz minimiert wird.
Der vorgestellte Glattungsalgorithmus ist nicht auf die Anwendung eines speziellen Fehler-
schatzers beschrankt. Im Falle der Verwendung von linearen Elementen, wird lediglich
gefordert, dal der Fehlerschatzer eine lokale Aussage iiber den Fehler in Form eines
stiickweise quadratischen Polynoms gibt. Die grundlegende Strategie ist, die so gewinn-
baren lokalen Abschatzungen der 2.Ableitungen der exakten Losung wu als konstant
anzusetzen und lokale Minimierungsprobleme fiir die Plazierung der Netzknoten zu l6sen.
Sollte diese Methode auf stiickweise Polynome der Grades p verallgemeinert werden, so
wiirden Fehlerschatzer, die auf stiickweise Polynome des Grades p + 1 fiihren, benotigt
werden.

Bemerkenswert an dieser Methode ist, dal dariiberhinaus keine Details der Berechnungen
der Differentialgleichung oder der Fehlerschatzer benotigt werden. Es werden lediglich
Ergebnisse vorangegangener Berechnungen benutzt. Damit ist diese Methode vielseitig
anwendbar.

Im Rahmen von Netzadaption ist diese Methode nicht als grundlegende oder universelle
Methode zu verstehen, da sie nicht in die Topologie bzw. Konnektivitat der Trian-
gulierung eingreift. Dies ist aber in vielen Fallen, wie in den vorhergehenden Kapiteln
gezeigt, entscheidend fiir den Erfolg einer Netzanpassung. Vielmehr stellt die Netz-
glattung in diesem Zusammenhang eine sinnvolle Erganzung dar. Das in Kapitel 6
gezeigte Vorgehen der Netzverfeinerung basierend auf der reguldren Verfeinerung eines
Elements in 4 gleichartige Elemente kann zwar gut Schockfronten und dergleichen auf-
losen, aber die exakte Postion der Knoten héngt von der Geometrie des Elementes der
letzten Generation, und damit von der Struktur der Ausgangstriangulierung ab. Im allge-
meinen resultiert daraus kein Problem, aber in Féllen von z.B. sehr scharfen Schockfron-
ten kann schon eine geringe Verschiebung von Knoten an der Front bzw. die Ausrichtung
des Netzes dort den Fehler deutlich reduzieren. Daher sollte man zunachst Methoden
zur Verfeinerung bzw. Vergroberung wahlen, um ein Netz mit ausreichender Dichte der

81
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Knoten und sinnvoller Topologie zu gewinnen, und anschlieSend zur "Feineinstellung’ eine
Netzglattung nachschieben. Die Knotenpunkte werden i.a. nicht sehr weit gertickt und
schon einige wenige Iterationen konnen mit geringen Veranderungen einen drastischen

Effekt liefern [2].

7.1 Bemerkungen zur (Geometrie

Mittels des Fldcheninhaltes A und der Kantenvektoren l; (siehe Anhang 1) kann die
Qualitat eines Dreieckes T, d.h. seine Regelmafligkeit in Form eines Quotienten

4V3A

U+ )+ (s

q(T)

angegeben werden. Fiir gleichseitige Dreiecke nimmt der Quotient den Wert 1 an. Bei
Dreiecke mit sehr kleinen Winkeln strebt ¢(7) gegen 0.

Der Flacheninhalt A berechnet sich bei Knotennumerierung im mathematisch positiven
Sinne wie folgt:

2A = (x9 —x1)(yzs —y1) — (23 — 1) (y2 — Y1)-

Andert sich die Orientierung der Numerierung, z.B. im Verlaufe der Knotenoptimierung,
so erhalt die Flache ein negatives Vorzeichen und kennzeichnet so die Umorientierung.

Im Prozefl der Netzglattung ist es wichtig zu wissen, welche Bewegungsmoglichkeiten
oder Freiheitsgrade jeder einzelne Knoten besitzt. Dazu werden die Knoten in 3 Gruppen
aufgeteilt, jene mit 0, 1 oder 2 Freiheitsgraden. Eckknoten besitzen keinen Freiheitsgrad,
d.h. sie diirfen nicht verschoben werden, da die zugrundeliegende Geometrie des Gebietes
davon beeinflut werden wiirde. Randknoten bestimmen ebenso die duflere Gestalt des
Gebietes, aber sie diirfen entlang der vorgegebenen Gebietsbegrenzung bewegt werden,
sie besitzen somit einen Freiheitsgrad. Alle anderen Knoten sind sogenannte innere
Knoten, die in alle Richtungen bewegt werden konnen und deshalb mit 2 Freiheitsgraden
charakterisiert werden.

7.2 Netzglattung basierend auf a posteriori Fehler-
schatzern

Es soll eine Methode zur Knotenplazierung dargestellt werden, die auf auf der naherungs-
weisen Minimierung von

: 2
%E/QIV(U up)|” da (7.1)

basiert. Dabei ist F eine Familie von Triangulierungen von {2 mit gleicher Konnektivitat.
Fiir die einzelnen Mitglieder von F gelten die gleichen Bedingungen an die duflere Be-
grenzung des Gebietes. Sie unterscheiden sich untereinander nur durch die Position der
Knoten, aber nicht durch die Struktur der Knotenzusammenhange. Der Fehler u — uy,
wird durch einen a posteriori Fehlerschatzer wie in Kapitel 5 vorgestellt approximiert.
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Mit M7 sei die 2 x 2 Matrix der 2. Ableitungen von u auf T" gegeben

1
N
2| Ugy Uyy

Es wird angenommen, dafl die Matrix My auf T konstant sei. Mit b; seien bubble-
Funktionen auf den Kanten bezeichnet, die von denen der Standarddefinition durch einen
Faktor 4 abweichen

bi(z,y) = Nix1(z,y) Niva(7, ).
Auf einem Element 7" hat der a posteriori Fehlerindikator die Form
er = erby(x,y) + eba(a,y) + eshs(x,y),

mit den Werten e; an den Knoten. In bezug auf den Glattungsalgorithmus ist eine
Darstellung als

er = U Mpliby + UMploby + UM plsbs

sinnvoll. Setzt man die Koeffizienten der letzten beiden Gleichung gleich und nutzt man
die Definition von My, so erhalt man ein Gleichungssystem mit 3 Unbekannten

(3 — 22)* 2(x3 — 22)(ys — y2) (Y3 — y2)? Ugy el
(1 —23)* 2(x1 —23) (1 —y3) (1 — y3)? Ugy | = —2| €9
(22 —21)* 2(z2 —21)(¥2 — 1) (Y2 — ) Uyy €3

zur Bestimmung der Elemente von My. Dieses Gleichungssystem kann leicht gelost wer-
den, sofern das Dreieck T" nicht degeneriert ist, d.h. ¢(T") # 0 ist. Die Matrix My wird
als konstant angesehen und daher wahrend der Netzglattung nur einmal berechnet.

Es ist an dieser Stelle nicht unbedingt sofort ersichtlich, warum die Matrix M iberhaupt
berechnet wird. Wie spater zu sehen sein wird, geht der Ausdruck l;Mle in das zu
minimierende Funktional ein. Diese Grofe ist iiber die e; des Fehlerschatzers bekannt.
Wiirde man die e; direkt nutzen wollen, so ware man gezwungen, diese fiir jedes ver-
formte Element bereitzustellen, d.h. aktuell den Fehler auf dem entsprechenden Element
abzuschétzen. In diesem Sinne fungiert l;Mle mit der aus den e; berechneten Matrix
M7 als kostengiinstiges Modell fiir die T-Abhéangigkeit des Fehlerschatzers.

Es 1aft sich zeigen, dafl

/ IV (u — up)*dz = s'Bs,
T

wobei
1! Myl -
s= | LMyl und By = / Vb; - Vb; da.
1Myl 4
Durch direktes Ausrechnen erhalt man
L[ B+ T+ Bl 21t1, 201,
B= A 2051, Ul + U, + 15 20515

2141, 2141, 1+ 150, + 1l
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Die Matrix B ist positiv definit und spektral aquivalent zu ihrer Diagonalen. Die
Diagonaleintrige von B sind konstant und kénnen durch 1/(4v/3¢(T)) ausgedriickt wer-
den. Mit dieser Naherung ergibt sich

(IEMpl,)? + (15Myply)? + (15Mpls)?
4V3¢(T)

/Q IV (u—up)?dz =~

Dabei fungiert die Qualitdtsfunktion ¢(7") als natiirliche Schranke, die verhindert, daf
das Dreieck T degeneriert, wenn Knoten der Triangulierung bewegt werden. Abkiirzend
wird fiir den Zahler die Funktion

s(T) = (I'Mqply)? 4+ (I5Myly)? + (I5Mypls)?

definiert. Sie enthélt Informationen iiber die Gréfle und Richtung der zweiten Ableitun-
gen.

In dem Glattungsalgorithmus wird zur Losung von (7.1) eine Gau$-Seidel dhnliche Itera-
tion angewendet, d.h. es wird iiber alle Knoten iteriert, indem die lokale Plazierung eines
Knotens optimiert wird, wahrend alle anderen Knoten festgehalten werden. Fiir jeden
Knoten der Triangulierung muf} also ein lokales Optimierungsproblem gelost werden. Die
Knoten werden wie oben beschrieben nach ihren Freiheitsgraden unterschieden. Es seien
zunachst die inneren Knoten betrachtet, fiir die Randknoten ergibt sich ein analoger
Algorithmus mit entsprechenden einschréinkenden Bedingungen.

Das lokale Problem fiir den Knoten x; = (z;,y;) lautet somit

_ s(T)
min .
T4,Yi Teo, q(T)

Dabei bezeichnet €2; die Menge der Elemente, die den Knoten @; enthalten, in der Nota-
tion von Kapitel 5 entspricht dies wg,. Da angenommen wurde, dafi My konstant sei, ist
s(T') ein quadratisches Polynom von z; und ;. Und ¢(T) ist eine rationale Funktion von
quadratischen Polynomen. Das lokale Minimierungsproblem kann mit einem gedampften
Newton Verfahren gelost werden. Im Anhang 2 sind die Zusammenhénge zur Losung
der lokalen Minimierungsprobleme aufgefiihrt.

7.2.1 Neumann-Fehlerschatzer aus Kapitel 5

In Kapitel 5 wurde ein Fehlerschétzer basierend auf einem lokalen Neumann-Problem, zu
dessen Losung eine weitere bubble-Funktion im Inneren des Elements verwendet wurde,
vorgestellt. Um diese zusatzliche Information im Netzglattungsalgorithmus nutzbar zu
machen, bietet sich eine Fehlerquadrat-Minimierung fiir die Berechnung der Matrix My
an.

Fiir den oben zugrundegelegten Fehlerschatzer nach Bank gilt mit den bubble-Funktionen
bii=1,2,3

er = 6151(% y) + 6252(%9) + 6353(1779)'
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Der Fehlerschitzer aus Kapitel 5 sei hier entsprechend mit e bezeichnet. Er 18t sich
mit den bubble-Funktionen b;,7 = 1,2, 3,4 als

6¥ = eivbl(a:,y) + eévb2<x7y) + 6?()3(1’, y) + 651\[1)4(1‘, y)

darstellen. Die bubble-Funktion b, entspricht dabei derjenigen, welche ihren Maximal-
wert im Schwerpunkt des Dreieck annimmt. Damit gestaltet sich die Fehlerquadrat-
Minimierung beziiglich My wie folgt

1 2
/Ti(eT—eQN) dA — MIN

bzw.

/T (eT - eg) 881\/IGTT dA = 0.

Um daraus einen leicht berechenbaren Ausdruck zur Bestimmung der Matrix My zu
entwickeln, wird von der Beziehung zwischen e und My ausgegangen

er = 81[_)1 + 821_)2 + 831_73,
dabei steht s;,7 = 1,2, 3 abkiirzend fiir

Mit der Anordnung der Elemente der Matrix Mt in einem Vektor m und der Definition
eines Vektors L; zur Darstellung des dyadischen Produkts

Uz lii
m = Ugy ) Lz - QZm'lyz
2
Uyy lyi
148t sich s; als
S; = Lz -m

und damit e als
er = (l_)lLl + BQLQ + Eng) -m=A-m

darstellen. Mit diesen Bezeichungen folgt fiir die Stationaritatsbedingung, wobei der/0My
in der/0m = A {ibergeht,

/ er (l_)lLl + EQLQ + Z_)ng) dA = / 67]Y (Z_)lLl + BQLQ + B3L3> dA
T T
/ erAdA = / N A dA
T T
/(A “m)AdA = / N A dA
T T
und schliefllich der sehr tibersichtliche Zusammenhang
/A®AdA-m - / N A dA.
T T

Damit ist wiederum ein 3 x 3 Gleichungssystem zur Bestimmung von My zu losen. Die
Integration bedeutet keinen grofien zusétzlichen Aufwand, da analytische Losungen zur
Verfiigung stehen.
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7.2.2 Andere Fehlerschatzer aus Kapitel 5

Bei einer Netzglattung ausgehend von Informationen eines residuellen Fehlerschatzers
konnen die Werte e;, @ = 1,2, 3 gleich, d.h. entsprechend dem Wert des auf dem Dreieck
ermittelten Wert des Schatzers ngr gewahlt. Konzeptionell lassen sich die Werte aus
dem ZZ2-Indikator ebenso verwerten. Da die Motivation des Glattungsalgorithmus durch
den Neumann Fehlerschéatzer gegeben wurde, soll ein Beispiel unter seiner Verwendung
gezeigt werden.

7.3 Beispiel

Die Wirkungsweise des Netzglattungsalgorithmus soll ebenfalls am Beispiel der gekriimm-
ten Schockfront (¢ = 107°) veranschaulicht werden. In gewohnter Weise wurden die
SDFEM, der Neumann-Fehlerschitzer, Markierungsstrategie 2 (y = 0.5, p = 0.25)
und Bisektion verwendet. Das Ausgangsnetz fiir die Glattung entstand aus 11 Ver-
feinerungsstufen (1371 Elemente).

Fir die Wurzel der zu minimierende Funktion T und die Gesamtverschiebungen inner-
halb der iterierten Netze dz

s(T)

(o) P

lassen sich folgende Konvergenzverlaufe beobachten:

’ Iteration \ T \ dx ‘
1 24.5936280819 | 0.234231145989
2 23.2907499181 | 0.148909227680
3 22.5963720585 | 0.113596252294
4 22.0852539380 | 0.092940266308
5 21.6730730728 | 0.079018547824
6 21.3284694953 | 0.069091518959
7 21.0347936611 | 0.061452094610
8 20.7811948677 | 0.055268132378
9 20.5599194342 | 0.050099667595
10 20.3651624017 | 0.045688108570

Tabelle 7.1: Konvergenz von T und dx

Die folgende Abbildung 7.1 zeigt das Ausgangsnetz und die Netze nach einer, fiinf und
zehn Glattungsiterationen fiir ein Vorgehen mit Fehlerquadratminimierung und einma-
liger Bestimmung von Mt vor der ersten Netzglattung.
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Ausgangsnetz 1. Netzglaettung

KUK

R
DI
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5. Netzglaettung 10. Netzglaettung

Abbildung 7.1: Ausgangsnetz und geglattete Netze

Um eine Aussage tiber das Verhalten des Fehlers treffen zu kénnen, wurde nach jeder
Glattungsiteration das Problem auf dem modifizierten Netz gelost und das Ergebnis mit
der hyperbolischen Grenzfall-Losung verglichen. Die Matrix My wurde aber zunéachst
konstant fiir alle Iterationen gehalten.

Die Tabelle 7.2 zeigt die Werte des globalen Fehlers e und des relativen Fehlers e fiir
den Fall mit Fehlerquadratminimierung (links) und ohne. In der ersten Zeile ist der
entsprechende Wert nach der 11.Verfeinerungsstufe angegeben.

Es zeigt sich, dafl sich die Gestalt der Netze im Verlauf des Glattungsprozesses stark
andert. Daher ist es mitunter sinnvoll, die Matrizen My nicht wahrend des gesamten
Ablaufs konstant zu lassen, da diese lediglich auf den Informationen des Ausgangsnetzes
beruhen. Zur Veranschaulichung des Einflusses der Matrizen My auf die geglatteten
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’ Iteration H e ‘ e H e ‘ e ‘
0 0.072425 11.74856 % 0.072425 11.74856 %
1 0.070759 11.49128 % 0.071122 11.55016 %
2 0.069702 11.31020 % 0.070629 11.43295 %
3 0.069280 11.24171 % 0.072179 11.68298 %
4 0.068811 11.16159 % 0.070674 11.46509 %
5) 0.068373 11.08703 % 0.066251 10.69911 %
6 0.067995 11.02288 % 0.065202 10.54871 %
7 0.068253 11.07007 % 0.068861 11.14960 %
8 0.068004 11.02777 % 0.071872 11.64589 %
9 0.067814 10.99550 % 0.074242 12.02896 %
10 0.069015 11.19619 % 0.075101 12.14632 %

Tabelle 7.2: Fehlerdaten im Glattungsprozefl mit und ohne Fehlerquadratminimierung

Netze wurden sie nach jeder Iteration neu bestimmt. Die Abbildung 7.2 zeigt das Netz
nach fiinf und zehn Glattungsiterationen.

5. Netzglaettung 10. Netzglaettung

angepasstes M, angepasstes M,

Abbildung 7.2: Geglattetes Netz mit angepafitem My

In Tabelle 7.3 sind die Werte des deutlich verbesserten globalen Fehlers und des rela-
tiven Fehlers fiir dieses Vorgehen und unter Verwendung der Fehlerquadratminimierung
angegeben.
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’ Iteration ‘ e ‘ e ‘
0 0.072425 11.74856 %
1 0.070759 11.49128 %
2 0.069257 11.20801 %
3 0.066803 10.85728 %
4 0.065856 10.74264 %
5 0.063748 10.37783 %
6 0.063684 10.35382 %
7 0.062219 10.16229 %
8 0.060941 9.98131 %
9 0.059989 9.84450 %
10 0.061140 10.05245 %

Tabelle 7.3: Fehlerdaten im Glattungsprozef bei angepafitem My

Die Abbildung 7.3 zeigt links das Netz nach einer weiteren Verfeinerung im Anschlufl an
die Netzglattung mit angepafitem Mt und rechts das Netz nach einer normalen weiteren
Verfeinerung, d.h. nach insgesamt 12 Verfeinerungen, ohne irgendeine Netzglattung. Der
globale Fehler auf dem linken Netz mit 2261 Elementen betragt e = 0.070984, der relative
Fehler € = 11.54950%. Das rechte Netz enthélt 2223 Elemente der globale Fehler sank
durch die weitere Verfeinerung von e;; = 0.072425 auf e;o = 0.064563 und der relative
Fehler von e;; = 11.74856% auf €1, = 10.44160%.

12.Verfeinerungsstufe 12.Verfeinerungsstufe

nach Netzglaettung ohne Netzglaettung

XX

Abbildung 7.3: 12.Verfeinerungsstufe nach Netzglattung bzw. ohne Netzglattung
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7.4 Zusammenfassung

Anhand der Beispiele wird deutlich, daf§ die Netzglattung konvergiert, siehe T und dzx.
Der Fehler der numerischen Losung nimmt auf den geglatteten Netzen ab. Die Ab-
nahme des Fehlers ist insbesondere starker, wenn zur Bestimmung der Matrix My eine
Fehlerquadratminimierung vorgenommen wird. Der Fehler fallt im Verlauf der Net-
zglattung zudem schneller, wenn die Matrix My nicht nur zu Beginn der ersten Iteration
bestimmt und iiber alle weiteren Iterationen konstant gehalten wird, sondern wenn nach
einigen oder jeder Iteration auf dem geglatteten Netz eine Fehlerabschatzung vorgenom-
men wird und daraus My neu bestimmt wird. Dieses Vorgehen geht durch die Losung
des Problems auf einem verbesserten Netz einher mit hoherem Rechenaufwand. Dennoch
kann die Neubestimmung von M7 nach einigen wenigen Iterationen sinnvoll sein, da zu
Beginn der Netzglattung die groiten Verdnderungen am Netz zu beobachten sind. Die so
erzielbaren Verbesserungen sind durchaus mit der weiteren Netzverfeinerung iiber eine
Stufe zu vergleichen. Allerdings sind die Kosten durch die Losung des Problems auf den
geglatteten Netzen und das Aufstellen der My erheblich hoher.

In den vorliegenden Beispielen wurde eine Kopplung von Netzglattung und Netzver-
feinerung, d.h. ein Einbinden des Glattungsalgorithmus zwischen die Verfeinerungsstufen,
nicht gesondert dargestellt. Wenn man z.B. nach der 7.Verfeinerungsstufe eine Netz-
glattung vornimmt, 1afit sich beobachten, dafi sich die Losungen auf den geglatteten
Netzen dieser Stufe verbessern. Auf dem anschlieend verfeinerten Netz wird die nu-
merische Losung allerdings verhaltnismafBiig schlechter. Ebenso wird auch, wie oben
dargestellt, bei einer nachgestellten 12.Verfeinerungsstufe nach der Netzglattung die nu-
merische Losung schlechter. Dies begriindet sich aus den zum Teil sehr stark verformten
Elementen.

Zur Diskretisierung des Problems wurde in allen Fallen die SDFEM verwendet. Fiir
¢ = 1075 sind leichte Uber- und Unterschwingungen in der numerischen Losung vorhan-
den. Bei allen hier vorgestellten geglatteten Netzen zeigt sich deutlich eine Haufung der
Elemente in den Bereichen der auftretenden Uber- und Unterschwingungen.

Vor dem Hintergrund dieser Beobachtungen ist die Netzglattung in ihrer Form als nach-
geschobene Erganzung zur Netzverfeinerung als sinnvoll zu bewerten. Zudem bietet die
Netzglattung bei Beschrankung des Speicherplatzes, die eine weitere Verfeinerung nicht
zulassen wiirde, eine Moglichkeit zur weiteren Verbesserung der numerischen Losung.



Kapitel 8

Instationare Erweiterung

Im vorangegangenen Teil wurde ausschliefllich die stationare Konvektions-Diffusions-
Gleichung betrachtet. Das zeitabhangige Problem ist im Gegensatz zum stationaren
parabolisch, wenn der Koeffizient des Diffusionsterms positiv ist. Abhéngig von der
GroBe des Diffusionskoeffizienten nimmt die Differentialgleichung einen mehr oder weniger
hyperbolischen Charakter an. Die meisten FE-Methoden zur Losung dieses Gleichungs-
typs beruhen auf einer Semidiskretisierung. Die Knotenunbekannten werden als zeitab-
hangig angenommen und das vom stationaren Fall bekannte Vorgehen wird angewandst.
Dies fiihrt auf ein System von Differentialgleichungen mit Anfangsbedingungen, wobei
die Zeit meist durch Differenzenquotienten diskretisiert wird. Ebenso kénnen Finite
Elemente zur Diskretisierung der Zeit herangezogen werden. Ein Ansatz beruhend auf
einer FE-Diskretisierung in Raum und Zeit wurde in der jiingeren Vergangenheit unter
dem Namen Discontinuous Galerkin (DG) entwickelt. Bei dieser Methode diirfen die
Approximationslosungen in der Zeit diskontinuierlich sein. Die Kontinuitéit tiber die
Zeitstreifen wird nur im schwachen Sinne erfiillt. Diese Methode wurde durch Lesaint &
Raviart fiir hyperbolische Gleichungen erster Ordnung entwickelt und durch Johnson und
Mitarbeiter [36] zur Zeitdiskretisierung der Konvektions-Diffusions-Gleichung herange-
zogen. In [39] wird gezeigt, daf die Konvergenzeigenschaften dieser Formulierung denen
entsprechen, die fiir die SUPG-Methode im stationaren Fall erzielt werden, d.h. der
Ordnung A™+'/2 mit einer FE-Diskretisierung der Gréfe h und stiickweise polynomi-
nalen Interpolationen des Grades m.

Im Gegensatz zu anderen zeitkontinuierlichen Methoden mit Stabilitatsbedingungen, ist
die Diskontinuierliche Galerkin-Methode bedingungslos stabil. Dariiberhinaus weist die
Methode weitere Vorteile auf. Unstrukturierte Netze, sowohl in Raum als auch in der
Zeit, konnen leicht gehandhabt werden. Dadurch, dafl die Methode auf einer Integral-
form der Differentialgleichung basiert, sind einfachere Konvergenzbeweise und Fehlerab-
schatzungen moglich.

Die Nachteile von Schemata mit zentralen Differenzen, die im stationdren Fall beobachtet
wurden, wenn die ersten Ableitungen im Raum dominant waren, zeigen sich ebenso
im instationdren Problem. Diese konnen mit jedem der oben angedeuteten Verfahren
gehandhabt werden.

Verwendet man ein 2-Level-FD-Schema, so konnen mittels des Riickwérts-Euler-Ver-
fahrens, welches numerische Dissipation in der Zeit einfiihrt, die Oszillationen auf ein-
fachem Wege verhindert werden. Es sei bemerkt, dafl diese Methode nur eine Genauigkeit
erster Ordnung aufweist und die Ergebnisse gedampft sind.

91
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Yu & Heinrich [61] entwickelten einen in der Zeit kontinuierlichen Petrov-Galerkin FE-
Ansatz mit Wichtungsfunktionen, die ebenfalls von der Zeitdiskretisierung abhéngen.
Die erzielten Ergebnisse erweisen sich als sehr genau, aber der rechnerische Aufwand
erscheint unverhaltnismaflig hoch.

In der Discontinuous Galerkin-Methode werden zur Bewaltigung der Oszillationen diesel-
ben Mafinahmen wie fiir den stationaren Fall angewendet. Es wird im folgenden eine
Formulierung vorgestellt, deren Zeitdiskretisierung auf einem FD-Schema basiert. Dabei
handelt es sich um ein #-Schema oder auch die sogenannte generalisierte Trapezregel.
Diese einfache Form bietet trotz der genannten Einschrankungen einige Vorteile. Eine
hohe Genauigkeit 1ait sich in Gegenden glatter Losung leicht erzielen. Der Crank-
Nicolson-Algorithmus gibt Genauigkeit zweiter Ordnung, er ist leicht zu programmieren
und weniger kostspielig im Vergleich zu der linearen Zeitinterpolation der DG-Methode,
wenn vergleichbare Genauigkeit erwiinscht ist.

8.1 Modellproblem

Die Notation der vorangegangenen Kapiteln wird beibehalten. Sei [0, 7] ein gegebenes
Zeitintervall mit 7> 0 und t € I = (0,7T) ein bestimmter Zeitpunkt. Das als Modell-
problem gewahlte instationdare Konvektions-Diffusionsproblem gestaltet sich wie folgt:
Finde die Funktion u = u(x,t), so dafl

%—eAu%—b-Viﬁ—au = f in Q x (0,7)
u = wup aufl'px(0,7)
eg—% =eVu-n = ty aufl'yx(0,7)

v = u° in Q x {0}

Das Geschwindigkeitsfeld b, der Diffusionskoeffizient ¢ und die gegebenen Funktionen
f, up und tx konnen von der Zeit abhédngen. Der Einfachheit halber werden b und € als
konstant in der Zeit und b als divergenzfrei angenommen. Die Funktion u° stellt eine
gegebene Anfangsbedingung dar.

8.2 Diskretisierung im Raum

Das Vorgehen entspricht dem fiir das stationare Problem. Die schwache Form erhalt
man wie in Kapitel 3. Allgemein sei die Wichtungsfunktion hier mit w bezeichnet.

d
—uwde—e/Vu-deQ+/b-VuwdQ+a/uwdQ :/fwdQ+/ tywdl
o dt Q Q 0 Q Tn
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Fiir die Zeitableitung % = u wird ein linearer Ansatz entsprechend des isoparametrischen
Konzepts gewahlt.
Mnod
" = Y Ny, =Nu inT
k=1

Fiir die Galerkin-Methode fithrt damit der in der schwachen Formulierung hinzugekommene
erste Term auf den Beitrag

/uwdQ ~ 'wt/ NN dQ, & = w'mis
Q T

m : symm

mit einer symmetrischen Fundamentalmatrix der Ansatzfunktionen.

Bei der SUPG-Methode mit einer Wichtungsfunktion w = v + 0b - Vv und linearen
Ansatzen entstehen aus dem ersten Term, analog zu dem Vorgehen von Kapitel 3, die
Anteile:

[iwde = [awae+ Y [ idb-vvae.
Q Q T T

Dabei liefert der erste Term den Elementmatrizenbeitrag analog zum Galerkin-Verfahren
und der zweite den folgenden:

/ Wb -VudQ  ~ o / SB'ON A9, @ = w'dg'a.
T T

dg’ : unsymm

Durch den Zusammenbau der Matrizen ergibt sich schliellich ein globales System der
Form

Mu+ Au=F,

wobei A der in Kapitel 3 beschriebenen globalen Matrix entspricht und M die Anteile
M aus Galerkin Verfahren und zuséitzlich 0G* aus der SDFEM enthalt.

8.3 Zeitdiskretisierung

Die Zeitdiskretisierung erfolgt mittels eines -Schemas. Sei 6 € [0, 1] gegeben und At die
Zeitschrittweite der Partitionierung des Intervalls [0, 7]. Der Zeitschritt kann konstant
oder auch abhingig von dem Zeitintervall [t", "], mit n = 0,1,2, .(N—=1) und t¥ =T,
sein. Alle Terme, die zu dem Zeitpunkt ¢ = t" berechnet werden, werden mit einem
Kopfzeiger n versehen. In dieser Weise steht u” fiir die Approximation u”(#") unter
Fortlassung der Kopfzeiger h fiir das raumlich diskretisierte System.

Das #-Schema hat fiir obiges Modellproblem dann die Form

M——— + Au™’ = F"*
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Dabei sei
" = (1 —0)u" + ou™.
Mit kleinen Umformungen erhalt man
(M + AtOA)u" ™ = AtF"™ ™ + At(1 — )F" + (M — At(1 — 0)A)u”

bzw. abgekiirzt

~

Au"t! = F,

Die Eigenschaften dieses Algorithmus beziiglich Stabilitdt und Konvergenz sind bekannt
und konnen in vielen Biicher nachgelesen werden, z.B. im Zusammenhang mit Finiten
Elementen fiir das reine Diffusionsproblem in [25], [34] und fiir das Konvektions-Dif-
fusions-Problem z.B. in [7], [62]. Fehlerabschétzungen fiir das Diffusionsproblem unter
Verwendung der Galerkin-Methode sind in [34] angegeben.

Es ist weithin bekannt, daf§ der Algorithmus in der Zeit erster Ordnung genau ist,
sofern 6 € [0,1]. Genauigkeit zweiter Ordnung wird nur erzielt, wenn 6§ = 1/2, was
dem Crank-Nicolson-Schema entspricht. Der Algorithmus ist bedingungslos stabil fiir
0 > 1/2. Fiir kleinere Werte von 6 gelten hinsichtlich der Stabilitdt Zeitschrittweiten-
beschrankungen. Von besonderem Interesse sind neben dem Crank-Nicolson-Schema die
Félle 0 = 1 (Riickwérts-Euler) und # = 0 (Vorwérts-Euler).

Das implizite Riickwarts-Euler-Schema ist wie oben beschrieben uneingeschrankt stabil
und fiithrt numerische Dampfung ein. Diese Eigenschaft ist insbesondere wichtig, wenn
die Losung scharfe Gradienten im Raum-Zeit-Gebiet enthalt, denn diese werden dann
automatisch geglattet und somit Oszillationen ausgeschlossen. Die Verwendung dieses
Schemas empfiehlt sich besonders fiir die ersten Zeitschritte, denn, wie sich mit einer
Fourier-Reihenentwicklung zeigen 1a8t, besitzt die Losung des kontinuierlichen Problems
‘rapidly oscillating harmonics’ mit hoher Frequenz, die mit fortlaufender Zeit schnell
gedampft werden. Viele dieser harmonics konnen nicht mit der Zeitdiskretisierung re-
produziert werden, unabhangig davon wie klein der Zeitschritt gewahlt wird. Mit der
Wahl von 6 = 1 kénnen diese jedoch geddmpft werden [34].

Das Vorwérts-Euler-Schema, § = 0, ist explizit, in dem Sinne, daf}, wenn die Matrix M
durch eine Diagonalmatrix approximiert wird, die Losung der Gleichung trivial ist und
kein Loser fiir das algebraische System bendétigt wird. Allerdings sind hinsichtlich der
Stabilitat fiir dieses Verfahren Zeitschrittweitenbeschrankungen zu beachten.

Nun verbleibt noch die Diskussion der Wahl des SUPG-Parameters .. Eine Moglichkeit
besteht in der Ubernahme der Form aus dem stationdren Problem.

he
Je 2\be|C( €)

Eine andere Wahl beriicksichtigt die Courant-Zahl

bl
==
die ebenso auf jedem Element definiert werden kann. Statt d, wird nun

5t = Cy6,

o :
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gesetzt, wobei Cs von der Courant-Zahl abhangt. Fiir den eindimensionalen reinen Kon-
vektionsfall mit linearen Elementen wurde die beste Zeitgenauigkeit mit dem Ausdruck

o i 2a

gefunden [56]. Fir Cs = %5 und das Vorwirts-Euler-Schema wurde eine Phasenge-

nauigkeit vierter Ordnung erzielt [50]. Diese Wahl wurde auch fiir allgemeine transiente
Probleme z.B. in [6], [32] getroffen. In Fillen von Auftreten von Diffusion oder bei
Verwendung von quadratischen Elementen wurde festgestellt, daf§ die Wahl von Cs = 1
optimal ist, sofern der Fehler in der diskreten L?>-Norm gemessen wird [11]. Somit emp-
fiehlt sich die Verwendung der gleichen Testfunktion fiir das transiente Problem wie fiir
das stationare Problem.

Die Courant-Zahl kann auch als Kriterium zur Diskretisierung des Zeitschritts dienen.
In der Form

_ |b| At <1
S
wird garantiert, dafl wihrend eines Zeitschritts Atq, die Konzentrationsdifferenz in einem

Element nicht grofler werden kann als die durch advektive Stoffstrome. Ein weiteres
Kriterium zur Beschrankung des Zeitschritts stellt das sogenannte Neumann-Kriterium

Co

dar [44]. Es soll verhindern, dafl Konzentrationsgradienten in einem Element wéhrend
eines Zeitschritts Aty allein durch diffusive Stoffstrome umgekehrt werden. In der
praktischen Anwendung konnen beide Kriterien in sinnvoller Weise Niederschlag finden,
indem das kleinere At aus beiden Ausdriicken als Zeitschrittweite gewahlt wird [42]

At = min{Atc,, Atn.}.

Ist das zu berechnende Problem durch starke Konvektion gepragt, so wird i.a. das
Courant-Kriterium ausschlaggebend sein.

8.4 Netzanpassung

Bei instationaren Berechnungen mufl im Gegensatz zu stationdren Berechnungen davon
ausgegangen werden, dafl sich die Bereiche, in denen grofle Fehler auftreten, wahrend des
Rechenprozesses andern. Durchwandert z.B. eine Schockfront ein eindimensionales Ge-
biet, so wird bei der Verwendung einer reinen Verfeinerungsstrategie das gesamte Gebiet
gleichméBig verfeinert sein, wenn die Schockfront das Ende erreicht. Der Rechenaufwand
ist in diesem Fall unnotig hoch, da lediglich in der naheren Umgebung der Schockfront
kleinere Elemente gebraucht werden. Aus diesem Grunde ist es sinnvoll, zusétzlich zu
den Netzverfeinerungsstrategien der adaptiven stationaren Berechnung Vergroberungs-
strategien bereitzustellen.

Im folgenden sollen drei unterschiedliche Methoden zur Netzanpassung im instationaren
Rechenprozef3 dargestellt werden.
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8.4.1 Verfeinerung ausgehend von einem Grundnetz

Die erste Verfahrensweise umgeht die Forderung nach Vergroberungstechniken, indem
in jedem Zeitschritt ausgehend von einem relativ feinen uniformen Grundnetz iiber
eine vorgegebene Anzahl von Schritten adaptiv verfeinert wird. Dies entspricht fiir je-
den einzelnen Zeitschritt dem Vorgehen im stationaren Fall. Die Anfangsbedingungen
fiir jeden neuen Zeitschritt werden vom letzten verfeinerten Netz des vorhergehenden
Zeitschrittes auf das Grundnetz interpoliert. Da dieses im Vergleich zum verfeinerten
Netz des alten Zeitschritts relativ grob ist, konnen wichtige Informationen verloren gehen.
Somit stellt dieses Verfahren eine recht einfach aus dem stationaren Berechnungspro-
gramm zu verwirklichende Variante dar, wenn insbesondere keine Vergroberungsmetho-
den verfiighar sind. Allerdings mufl die giinstige Umsetzbarkeit mit einem Verlust an
Genauigkeit bezahlt werden.

8.4.2 Vergroberungsmafinahmen

Im Falle strukturierter hierarchischer Netze, wie sie bisher im Rahmen dieser Arbeit
betrachtet wurden, lassen sich einzelne Elemente mit Hilfe der in Kapitel 6 beschriebe-
nen Markierungsstrategie 4 und unter Beachtung des Vorliegens auflésbarer Patches auf
ihre Vorfahrenelemente zuriickfithren. Die Durchfiihrung von Vergroberungen inner-
halb eines FE-Programms bedarf allerdings einer geschickten Datenhaltung, da grofle
Netze, langsame konvektive Prozesse und Speicherplatzbeschrankungen Schwierigkeiten
bei der Bereitstellung von netzgeschichtlichen Daten bereiten konnen. Ein wesentlicher
Vorteil dieser Methode besteht darin, daf i.a. von Zeitschritt zu Zeitschritt, insbesondere
bei kleinen Geschwindigkeiten, nur wenige Elemente verfeinert bzw. vergrobert werden
miissen. Damit liegen die benotigten Anfangswerte fiir den jeweils neuen Zeitschritt
bereits an den meisten Netzknoten vor und nur wenige miissen interpoliert werden.

In dem im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Programm konnte eine Vergroberung tiber
eine Elementgeneration verwirklicht werden. Es zeigt sich allerdings, dafl dies mitunter
nicht ausreichend ist und eine tiefere Vergroberung, d.h. iiber mehrere Generationen
wiinschenswert ware.

8.4.3 Delaunay-Triangulierungen

Eine alternative Methode basiert auf der Nutzung unstrukturierter sogenannter Delaunay-
Triangulierungen. Abweichend von der bisher verwendeten Erzeugung hierarchischer
Netze werden Delaunay-Triangulierungen aus einem gegebenen beliebigen Satz von Kno-
tenkoordinaten entwickelt. Zur Verfeinerung einer Triangulierung werden in einem ent-
sprechend markierten Element zuséatzliche Knoten angeordnet. Bei der darauffolgen-
den Neuvernetzung der vorliegenden Knoten konnen neue Dreieckszusammenhange, ins-
besondere durch ”edge swapping” entstehen. In entsprechender Weise werden bei zur
Vergroberung markierten Elementen Knoten entfernt, die dann bei der Neuvernetzung
nicht mehr auftauchen. Details zum Konstruktionsalgorithmus von Delaunay-Triangu-
lierungen kénnen in [52] nachgelesen werden.

Zur Unterteilung eines Elements sind verschiedene Varianten denkbar, u.a.:
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1. Einfiigen eines neuen Knotens im Schwerpunkt des Dreiecks

3
>

2. Einfiigen neuer Knoten in den Kantenmittelpunkten

3
>

3. Einfligen neuer Knoten in den Kantenmittelpunkten und im Schwerpunkt

3
>

Zusatzregeln miissen dariiberhinaus nicht beachtet werden, da der Triangulierungsalgo-
rithmus die vorgegebenen Knoten selbstandig in eindeutiger Weise vernetzt.

Auch fiir die Vergroberung von einzelnen Elementen sind unterschiedliche Moglichkeiten
denkbar:

1. Wegnahme der drei Eckknoten und Einsatz eines neuen Knotens im Schwerpunkt
des Dreiecks

2. Wegnahme der Eckknoten ohne Einfiigung eines neuen Knotens unter Beachtung
einiger fixierter Grundknoten, die eine grobe Triangulierung garantieren

Im Fall der Vergroberung kann es sinnvoll sein, zu kontrollieren, ob ein zu vergroberndes
Element an ein zu verfeinerndes Element grenzt. Dann sollten die betroffenen gemein-
samen Knoten nicht durch die Vergroberung entfernt werden.

8.5 Beispiel

8.5.1 Rotierender Sinoid

Als Beispiel soll hier das folgende Konvektionsproblem in zwei Raum-Dimensionen mit
hinreichend glatter Anfangsbedingung dienen

ou

0 inQx(0,7)
u=up = 0 auf 99 x (0,T)
u = v’ inQ x {0}.

Das Problem ist auf dem Gebiet Q = (—1,1) x (=1, 1) gestellt. Das Geschwindigkeits-
feld b = r(—sin 6, cos ) beschreibt eine Rotation entgegen dem Uhrzeigersinn um den
Ursprung. Die Anfangsbedingung ist durch

u0—1<1+cos <57TR>) wenn R—\/m2—|—< —(—1>)2<

(G20 )
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gegeben. In den ersten 5 Zeitschritten wurde der Euler-Riickwarts-Algorithmus (6 = 1)
verwendet, danach das Crank-Nicolson-Verfahren (6 = 1/2).

Quasi-stationdre Behandlung und sukzessive Verfeinerung

Fiir jeden einzelnen Zeitschritt, mit konstanter Schrittweite At = 0.025, wurde ausge-
hend von einem uniformen Grundnetz in gewohnter Weise adaptiv mit dem Z2-Indikator
und reguldrer Verfeinerung (Markierungsstrategie 2, v = 0.5, p = 0.15) iiber 4 Stufen
verfeinert. Als Anfangsbedingung fiir den neuen Zeitschritt wurde jeweils die Losung
vom feinsten Netz des vorangegangen Zeitschritts auf das neue Netz interpoliert.

1. Zeitschritt 60. Zeitschritt

125. Zeitschritt 250. Zeitschritt

Abbildung 8.1: Rotierender Sinoid : verfeinerte Netze (quasi-stationér)
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Die Abbildung 8.1 zeigt die verfeinerten Netze nach dem 1. Zeitschritt, dem 60. Zeit-
schritt, gleichbedeutend mit einer Rotation um ungefahr 90°, dem 125. Zeitschritt und
dem 250. Zeitschritt, ensprechend den Rotationen um 180° bzw. 360°. Die zugehorigen
Losungen sind in Abbildung 8.2 dreidimensional dargestellt.

1.Zeitschritt %L__ 60. Zeitschritt iL_

]
[N
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0.6
0.4
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o o [S) o

125. Zeitschritt iL_ 250. Zeitschritt iL_

0.8
0.6
0.4
0.2
0.0 .
10 o 0
- [ (=} o

Abbildung 8.2: Rotierender Sinoid : Losungen (quasi-stationér)

Da diese Vorgehensweise auf einen grofien Verfeinerungs- und damit Rechenaufwand
fiihrt, soll nun eine Strategie zur sukzessiven Verfeinerung bzw. Vergroberung vorgefiihrt
werden. Im ersten Zeitschritt wird zunéachst bis zu einer gewiinschten Verfeinerungstiefe
verfeinert und nachfolgend basierend auf dieser Triangulierung in jedem weiteren Zeit-
schritt weiter verfeinert bzw. vergrobert.
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Fiir die folgenden Bilder wurde die Markierungsstrategie 4 mit #; = 0.7, #, = 0.0 und
TOL = 1073 und Bisektion der Elemente gewihlt. Die iibrigen Parameter wurden von
oben iibernommen.

1. Zeitschritt 60. Zeitschritt

Abbildung 8.3: Rotierender Sinoid : verfeinerte Netze (sukzessive Verfeinerung)

Abbildung 8.3 zeigt die verfeinerten Netze fiir den 1. und den 60. Zeitschritt, Abbildung
8.4 die zugehorigen Losungen in dreidimensionaler Darstellung.

Im Vergleich zu dem quasi-stationaren Vorgehen zeigt sich hier in der numerischen
Losung nach einer Viertelrotation keine Abnahme des Maximalwertes.

Durch die Wahl 6, = 0.0 wird in diesem Fall keine Vergroberung des Netzes vorgenom-
men. Nach einer vollen Rotation wird ein nahezu gleichmafig verfeinertes Netz vorliegen.
Da auch dies einen unnétig hohen Rechenaufwand nach sich zieht, ist eine teilweise Netz-
vergroberung unabdingbar.

Im verwendeten Programm wurde eine Vergroberung iiber eine Elementgeneration er-
moglicht. Fiir das vorliegende Beispiel zeigen sich bei einer Wahl von 65 = 0.05 keine
signifikanten Unterschiede in den Netzen. Um zu einer deutlichen Abnahme der Netz-
dichte in den Bereichen hinter den groflen Konzentrationen zu gelangen, ist eine tiefere
Vergroberung notig. Diese ist allerdings im verwendeten Programm nicht umgesetzt
worden.
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1. Zeitschritt L 60. Zeitschritt L
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Abbildung 8.4: Rotierender Sinoid : Losungen (sukzessive Verfeinerung)

Delaunay-Triangulierungen

Bei der Verwendung von Delaunay-Triangulierungen wird zunéchst im ersten Zeitschritt
ausgehend von einem Grundnetz, basierend auf einem kleinen Satz von Knoten, iiber
einige Stufen in gewohnter Weise verfeinert bzw. vergrébert. In dem feinsten Netz
des ersten Zeitschritts wird der Fldacheninhalt des kleinsten Elements A,,;, festgestellt
und gespeichert. Dieser dient spater zur Beschrankung der Verfeinerungstiefe. In den
folgenden Zeitschritten wird ein Element zur Verfeinerung nur dann markiert, wenn
der geschatzte Fehler in ihm die vorgegebene Toleranz tiberschreitet und zusatzlich sein
Flacheninhalt grofler als das Dreifache von A,,;, ist. Ohne diese Bedingung koénnten
extrem kleine Elemente entstehen, die wiederum durch das Courant- bzw. Neumann-
Kriterium auf sehr kleine Zeitschrittweiten fithren wiirden.

In den folgenden Beispielrechnungen wurden Elemente durch Einfiigen zusatzlicher Kno-
ten in den Elementschwerpunkt verfeinert. Die Vergroberung erfolgte durch Wegnahme
der Elementknoten unter Berticksichtigung eines festen Grundnetzes, das nicht vergrobert
werden kann. Die Verfeinerung innerhalb des ersten Zeitschrittes lief iber 6 Verfeine-
rungstufen. Die Parameter der Markierungsstrategie 4 wurden zu TOL = 0.1, §; = 0.45
und 6, = 0.01 gewéhlt. Als Fehlerschéatzer diente der residuelle Schétzer. Die erste
Zeitschrittweite wurde mit At; = 0.0625 vorgegeben, danach wurde eine Zeitschritt-
weitensteuerung nach den oben genannten Kriterien vorgenommen, d.h. aufgrund fehlen-
der Diffusion steuerte das Courant-Kriterium die Schrittweite. Alle weiteren Parameter
wurden wie im vorigen Beispiel belassen.

Die Abbildung 8.5 zeigt die Netze zu den Zeitpunkten t; = 0.0625, t5 = 1.4729,
ti00 = 2.9120 und 99 = 6.0247. In Abbildung 8.6 sind die zugehorigen dreidimen-
sional dargestellten Losungen zu finden.
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1. Zeitschritt 50. Zeitschritt

t=0.0625, 1354 Elemente t=1.4729, 3036 Elemente
100. Zeitschritt 210. Zeitschritt
t=2.9120, 3080 Elemente t=6.0247, 2864 Elemente

Abbildung 8.5: Rotierender Sinoid : Netze (Delaunay)

In den Netzen zeigt sich eine deutliche Zunahme der Elementzahl im Verlauf des Prozesses.
Auflerdem ist zu beobachten, dafi eine kleine Fahne verfeinerter Elemente nachgezogen
wird. Diese Phanomene erkléaren sich aus der bereits in Kapitel 6 erwahnten Schwierigkeit
der Wahl der Markierungsparameter. Bei anderen Konstellationen von 6y, 65, TOL treten
diese Begleiterscheinungen nicht oder weniger gravierend auf. Insgesamt erfolgt die Ver-
feinerung ebenso wie die Vergroberung sehr zuverlidssig und der numerischen Losung
angepaflt.

Die Ausgangsgestalt der numerischen Losung wird bei dieser Vorgehensweise iiber alle
Zeitschritte erhalten. Erst gegen Abschluf} einer vollen Rotation erfahrt die Losung eine
sehr leichte Dampfung.
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b

50. Zeitschritt

b

1. Zeitschritt

1.4729

t

0.0625

t

==Y

(Q'Ah

100

{50-

{10°T-

b

210. Zeitschritt

b

100. Zeitschritt

6.0247

t

2.9120

t

Abbildung 8.6: Rotierender Sinoid : Losungen (Delaunay)
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8.6 Zusammenfassung

Das hier vorgestellte Vorgehen zur Erweiterung der Methoden fiir stationdre Probleme
auf instationare Probleme mittels eines #-Schemas erweist sich als sehr praktikabel.
Durch die Wahl von 6 = 1 fiir die ersten Zeitschritte werden Oszillationen gedampft.
Die anschliefende Wahl von # = 1/2 garantiert neben Stabilitdt eine Genauigkeit zweiter
Ordnung.

Insbesondere ist bei instationaren Problemen unverzichtbar, Riicksicht auf die mogliche
Veranderung der Gebiete mit grofem Fehler zu nehmen. Eine denkbare Vorgehensweise
stellt die sukzessive Verfeinerung in jedem Zeitschritt ausgehend von einem Grundnetz
dar, eine andere die Anwendung von Vergroberungsstrategien und eine dritte die Ver-
wendung von Delaunay-Triangulierungen.

Das Beispiel des rotierenden Sinoids zeigt flir die quasi-stationdre Behandlung in jedem
Zeitschritt iiber die Zeit eine deutliche Dampfung der Losung. Auflerdem leidet die
Genauigkeit durch die Interpolation der Anfangsbedingungen fiir jeden neuen Zeitschritt
von einem feinen Vorgangernetz auf das relativ grobe Grundnetz. Diese Methode stellt
eine leicht umsetzbare Erweiterung des Vorgehens im stationaren Fall dar, die aber einige
Mangel aufweist.

Die sukzessive Verfeinerung bzw. die damit gekoppelte Vergroberung weist demgegen-
iiber den Vorteil auf, von Zeitschritt zu Zeitschritt nur relativ kleine Verdnderungen
am Netz vorzunehmen. Damit werden bei der Interpolation der Anfangsbedingungen
Schwierigkeiten umgangen. Auflerdem werden Rechenkosten gespart, da nicht in jedem
Zeitschritt ein feines Netz aus groberen Netzen entwickelt werden mufl und damit mehrere
Probleme gelost werden miissen. Eine Vergroberung iiber eine Elementgeneration ist zur
Auflésung feiner Netzteile in Gebieten hinter einer Schockfront nicht ausreichend. Durch
verbleibende Gebiete mit grofler Netzdichte, aber geringem Fehler, wird der Aufwand der
Berechnung unnotig gesteigert.

Mit der Verwendung von Delaunay-Triangulierungen geht man von hierarchischen und
strukurierten Netzen zu einer knotenbasierten Netzentwicklung tiber. Die Problematik
der Verfiigharkeit von netzgeschichtlichen Daten stellt sich bei diesem Vorgehen nicht,
da jedes Gitter automatisch aus einem Satz von Knoten entwickelt wird. Mit geeigneten
Verfeinerungs- bzw. Vergroberungskriterien 1a3t sich durch Einfiigen bzw. Wegnehmen
von Knoten Einflufl auf die Netzgestalt nehmen. Die Netze im Beispiel zeigen eine sehr
gute Anpassung an die jeweilige numerische Losung.

Da kein Beispiel mit exakter Losung zur Verfiigung stand, konnte leider kein quantita-
tiver Vergleich zwischen den verschiedenen Verfahren angestellt werden. Eine Uberlegen-
heit der Verfahrensweise mit Delaunay-Triangulierungen gegeniiber der quasi-stationdren
Behandlung der Zeitschritte und der sukzessiven Verfeinerung ohne ausreichende Ver-
groberung zeichnet sich dennoch ab.

Wie sich zeigt, bieten instationare Probleme ein weites Feld fiir adaptive Methoden
und ihre einzelnen Teilaspekte. Neben effektiven Netzanpassungsverfahren konnen nu-
merische Verfahren wie die diskontinuierliche Galerkin Methode als Ausgangspunkt fiir
weitere Untersuchungen dienen.



Kapitel 9

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden Aspekte der Theorie und Numerik adaptiver Finiter Element
Methoden fiir Konvektions-Diffusionsprobleme behandelt.

Zunachst wurden die bei Konvektions-Diffusionsproblemen auftretenden charakteristi-
schen Prozesse erlautert und das stationdre Modellproblem formuliert. Anschlieend
wurde die numerische Behandlung der Differentialgleichung mittels Finiter Element Me-
thoden diskutiert. Ausgehend von der Bubnov-Galerkin Methode, die bei dominanter
Konvektion unphysikalische numerische Losungen liefert, wurden stabile Finite Element
Methoden mit zufriedenstellenden Konvergenzeigenschaften zur Losung eines Konvek-
tions-Diffusionsproblems auch mit dominanter Konvektion bereitgestellt. Insbesondere
wurden spezielle Aspekte der SU/PG bzw. SDFEM wie die Wahl des Parameters § und
Shock-Capturing Modifikationen dargestellt.

Zur iterativen Losung der aus den Finiten Element Diskretisierungen entstehenden un-
symmetrischen Gleichungssysteme wurde das BiCG-Stab Verfahren vorgestellt.

Auf dem Wege zu einer effizienten adaptiven Methode, welche basierend auf Infor-
mationen iiber den Fehler eine Approximation gewiinschter Genauigkeit mit nahezu
minimalem Aufwand liefert, wurden verschiedene Moglichkeiten zur a posteriori Ab-
schiatzung des Diskretisierungsfehlers bereitgestellt. Zunichst wurde der Z2-Indikator
aus einer Mittelungstechnik dargestellt. Ausgehend von einer klassischen Formulierung
eines residuellen Fehlerschétzers wurden modifizierte Vorfaktoren der Residuenterme ent-
wickelt. Desweiteren wurde ein Fehlerschétzer basierend auf einem lokalen Konvektions-
Diffusionsproblem mit Neumann Randbedingungen eingefiihrt. Numerische Beispiele
dienten dem Vergleich der verschiedenen Fehlerschatzer.

Zur Durchfiihrung einer Netzverfeinerung wurden eine Vielzahl von Markierungsmetho-
den und Verfeinerungsstrategien gegentibergestellt. Anhand von Beispielen wurden diese
verglichen.

Desweiteren wurde ein Netzglattungsalgorithmus zur Optimierung der Plazierung der
Netzknoten, der auf Informationen eines a posterior: Fehlerschatzers beruht, vorgestellt.
Bemerkenswert an dieser Methode ist, daf§ lediglich Ergebnisse vorangegangener Berech-
nungen benutzt werden und keine Details der Losung der Differentialgleichung oder der
Fehlerschatzer benotigt werden. Insbesondere wurde zur Einbindung des in dieser Arbeit
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eingefithrten Neumann-Fehlerschétzers eine Fehlerquadrat-Minimierung zur Berechnung
der Matrix My vorgestellt. Diese Netzanpassungsmethode tragt zur Minimierung des
Fehlers jedoch nicht vergleichbar stark bei wie eine Netzverfeinerung. Dennoch stellt sie
insbesondere bei Speicherplatzbeschrankungen eine sinnvolle Erganzung zu ihr dar.

Schlieflich erfolgte die Erweiterung der Betrachtung auf ein instationares Modellprob-
lem. Dabei wurde die Zeit mittels eines #-Schemas diskretisiert und eine Zeitschritt-
weitensteuerung ermoglicht. Die raumliche Diskretisierung wurde aus der Behandlung
des stationédren Problems tibernommen. Zur Abschatzung des Diskretisierungsfehlers ste-
hen in jedem Zeitschritt die vorgestellten Fehlerschatzer zur Verfiigung. Basierend auf
diesen Informationen wurden zur Anpassung der Netze verschiedene Verfahrensweisen
vorgeschlagen. Neben einer Verfeinerung in jedem Zeitschritt ausgehend von einem
Grundnetz und einer fortschreitenden Verfeinerung bzw. Vergroberung erwies sich die
Verwendung von Delaunay-Triangulierungen als wirkungsvoll.
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Anhang

10.1 Anhang 1

10.1.1 Dreieckselemente

e FEinfithrung von Flachenkoordinaten

AufBlerhalb eines Elementes werden die globalen kartesischen Koordinaten x, y verwendet.
Im Element wird das lokale System der Flachenkoordinaten A;, As, A3 benutzt. Diese
ergeben sich durch das Verhéaltnis der Teilflachen A;, welche durch Verbindung eines
Punktes P innerhalb des Dreiecks mit den Eckpunkten entstehen, zu der Gesamtflache.

YR

/\1:1 )\1:0

rp

Abbildung 10.1: Lokales Koordinatensystem

Ein Punkt innerhalb des Dreieckes ist festgelegt durch die drei Flachenkoordinaten

_ A _ A A3

A1 1 1 ASZIv

A2

wobei )\1 + )\2 + )\3 =1

Es existieren also nur zwei unabhangige Flachenkoordinaten. Dieses Koordinatensystem
ist unabhéngig von der Lage das globalen Systems und der Grofle der Querschnittsflache
A.
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o Gesamtflache A

Die Gesamtfliache eines Dreiecks, bestehend aus den Teilflachen A;, Ay, A3 berechnet sich
wie folgt aus dem Kreuzprodukt der Kantenvektoren:

1
A = Sl (@ —2) x (25— 21) |
1
= ez —21)(ys —v1) — (g2 — 1) (25 — 2)}
1 1 1 Y
= —det| 1 T2 Y2
2
T x3 ys3
e Teilflachen A;
1
Ar = 5 | (@2 —xp) X (x5 — xP) |
1 1 zp yp
= —det| 1 T2 Yo
2
I x5 ys3

1 Ty Y2 1 1 29
= 3 det[ y —xp det nt +yp det | 2

(AY + zpay + ypf)

DN | —

Analog erhalten wir die Teilflaichen Ay, A3 nach der allgemeinen Formulierung
1
A= 5(14? + zpai + ypSi)

mit den Abkiirzungen

(3

A0 — et [ Tit1 yH—l]

Tit2 Yit2
Qi = Yi+1 — Yiy2
Bi = Xjso— Tip (mit zyklischer Vertauschung, i = 1,2, 3)

e Kantenvektoren

Die Kanten konnen auch durch die folgenden Kantenvektoren repréasentiert werden:

l[:ﬂg—le l[xl—ms,] lle_xl‘|
1 — ) 2 — ) 3 — .
Ys — Y2 Y1 — Y3 Y2 — U1
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Abbildung 10.2: Kantenvektoren

o Lineare Ansatzfunktionen

Die Flachenkoordinaten berechnen sich also aus den globalen kartesischen Koordinaten
zu

i = il; = 2{4 (A? + Tpay +yPﬁi> .

Fir lineare Ansatze stimmen die Ansatzfunktionen mit den Flachenkoordinaten iiberein
N = Ai ’

in der folgenden Abbildung sind diese veranschaulicht.

A
M\ 3 3
1% 1%& |
2 2 2

Abbildung 10.3: Lineare Ansatzfunktionen

e Zusammenhang Flachenkoordinaten-kartesische Koordinaten

Die Flachenkoordinaten ergeben sich aus den kartesischen Koordinaten durch :

1 A(l] o B 1

Ay | = 24 AS ay o Tp
A3 A3 as (s yp
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Die inverse Darstellung der kartesischen Koordinaten durch die Flachenkoordinaten
lautet

1 1 1 1 A1
Irp = Tr1 T2 X3 )\2
yp Y1 Y2 Ys Az

Die Koordinaten des aktuellen Punktes im kartesischen System lassen sich also durch
das Multiplizieren der Koordinaten der Eckpunkte mit den entsprechenden Flachen-
koordinaten berechnen.

Irp = 5131)\1 + $2/\2 + l’3)\3

yp = Y11+ Yoo + ysAs

e Integrationsregel

Inbesondere kann man sich bei der Zusammenstellung der Matrizen fiir die Diskretisierung
folgende Integrationsregel zunutze machen

alblc!

- 2A
(a+b+c+2)

AINEAS dA =
/Q 17'27'3

Diese Regel gilt fiir Dreiecke mit geraden Kanten. Bei gekrimmten Seiten miifite auf
numerische Integration zur Auswertung zuriickgegriffen werden.

e Ableitungen

Fiir die partiellen Ableitungen der Flachenkoordinaten \; nach den kartesischen Koor-
dinaten x,y gilt insbesondere :
oxr 24 7 oy 24




10.1. ANHANG 1 111

10.1.2 Elementmatrizen fiir lineare Ansatze und verschiedene
Methoden

Im folgenden sind die Elementmatrizen, die aus den verschiedenen FE-Methoden (siehe
Kapitel 3) entstanden sind, zur Ubersicht aufgefiihrt.

Zunéachst seien der Vektor der linearen Ansatzfunktionen, die sogenannte B-Matrix der
partiellen Ableitung der linearen Ansatzfunktionen, der Vektor des Geschwindigkeits-
feldes und ein zur Abkiirzung eingefithrter Ausdruck dargestellt.

N = [N', N? N3] = [\}, A2 N7

B:[Ni N2 Nz]_ 1 [al o a?,]

Né N%J N% T2A4 | B B B
b = [by, by]
~ 1 1 -~ .~ -
B=0b-B=_—[(biag +b1), (brag + b2s), (b1 + bo33)| = —[By, Bs, Bs]

2A 2A

Elementmatrizen aus dem Standard-Galerkin Verfahren

Es folgen die Elementmatrizen aus dem Standard-Galerkin Verfahren.

a0 + ﬁlﬁl SyIm.
k = /TE B'-B dQGZH a0 + 1B aaan + [Baf3s :
ajog + 5133 agas + Boffs aszas + 3333
2 ... symm.
A
am = /aNt-NdQE:O{—2 1 2
r 1 1 2

B, B, Bs

1
g — /Nt-b~B Q. =< | B B, By
T

N ~ ~

By By, Bs

: AL 1
= /Ntf dQe+/ Nity dl, = (2 f + 2y | 1
T 'y 3 2 1

Elementmatrizen aus der SDFEM

Bei der Stromlinien-Diffusions-Methode kommen zu den vorhergegangenen Matrizenan-
teilen die folgenden hinzu :



112 KAPITEL 10. ANHANG

A ~

o 5 BilBil . symm.
KD — /5Bt-btb-B dQe:/cSBt-B Q= 5 | Biby BBy
! ! BBy BBy Bibs
| B B B
ad gt = /a(SBt-bt-N dQe:aég By By B,
’ By By By
s . 5 | D
FSP = /5B-bfdQe:f— B,
T 2A B
3

Elementmatrizen aus der Shock-Capturing Modifikation

Durch die Erweiterung der Testfunktion im Falle der Shock-Capturing Modifikation kom-
men in der schwachen Formulierung des Problems vier weitere den SDFEM-Termen
entsprechende Terme hinzu. In diesen treten an die Stelle des Faktors ¢ und des Ge-
schwindigkeitsvektors b die modifizierten Analoga § und b. Die Elementmatrizenanteile
nehmen mit der entsprechend zur oben getroffenen abkiirzenden Schreibweise

_ i[

~ 1 - _ _ _ - _ N . .
Boi=b-B = ﬂ[(blal + b261)7 (blOéz + 5252)7 (b1043 + b2ﬁ3)] = 24 B?wd> ngd7 ngd]

die folgende Form an :

5 §1§{”Od symm.
K = [ GB 5B a0 = [ 6B, B a0 = 2| BBt BByt

! ! BByt ByBped ByBped
Nlé?wd NQB{nod NBBTOd
NlBgLOd N2Bgmd NBngd
Nlégnod NQBgnod NSBgnod
B?lnod
¢ = /5Bt-btf Qe = fo— | By~

T Pmod

B3
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10.1.3 Elementmatrizen des lokalen Neumann-Hilfsproblems

In diesem Abschnitt sollen die Elementmatrizen, die bei der Losung des lokalen Neumann-
Hilfsproblems entstehen, dargestellt werden (siehe Kapitel 5.4.1).

Es

Der Vektor der Ansatzfunktionen setzt sich aus den sogenannten bubble-Funktionen, die
auf den Elementkanten und im Elementinneren definiert sind, zusammen.

A 1
4/\2 )\3
A\
27 M Ao N3

Entsprechend stellt sich die B-Matrix der partiellen Ableitung der Ansatzfunktionen wie
folgt dar.

N = [N17N27N37N4] = [bE17bE27bE27bT] =

g - | N» NIONG Ni] 1 [Bn Bi; Bz B

N; N% N‘Z N}Z " 24| By By By B
Dabei sind mit ¢ = 1,2,3 und ¢ + 1 aus zyklischer Vertauschung

1 , 2
ﬂBu = fo = Z()\i@iJrl + ai)\i+1)
1 , 2
ﬂBZZ N, = Z(/\iﬁi—f—l + Bidis1)
1 27
ﬂBM = Nﬁ: = ﬂ(al)\Q)\;g + 042)\3)\1 —+ 043)\1)\2)
1

27
ﬂBm = Nz = ﬂ(ﬁl)\Q)\?) + BaAsA1 + B3A1A2).

Aus dem Diffusionsanteil entsteht die symmetrische Elementmatrix k
ki ki kg kg

k — € cee k22 k23 k24
120A . o ksg ks
symm. ... ... kg

Mit i =1,2,3 und 7 + 1, 7 + 2 aus zyklischer Vertauschung und den Abkiirzungen

2 2 2
a, = o] t+a;+ag
Y 2 2
Gy = Bi+065+0s
Q, = 109+ otz + a3

By = [ifa2+ P33+ B30
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gilt fiir die Komponenten von k

ki = 80(0f + ajauyr + oy + 37 + BiBir1 + B7yy)
k44 = 243(0@ + ap -+ ﬁq + ﬁp)

k1o = 40(ay, + asoq + 042 + By + G361 + 33
ki3 = 40(ap, + asas + 041 + 0y + 025 + 07
kos = 40(a, + s + CY3 + By + 5102 + ﬁS
kis = 108(cpy +f + iy + By + 67 + B4

)
)
)
)

Die unsymmetrische Elementmatrix g entsteht aus dem Term der Konvektion

g1 G12 913 G4
921 G22 023 024
g31 g32 G33 G34
941 ga2 G943 Gaa

dabei sind die einzelnene Komponenten

Gi = (o + i) + ba(Bi+ i)

Jas = 1%410 (b1(a1 + ag + as) + ba(B1 + B2 + F5))
G2 = 2 (ba(an + 20) + ba(s + 265)

Gis = oo (balon+20) + bl +2)

g1 = 125 (b1 (2 + 20) + bo(B2 + 261))
923 = 125 (b1 (a3 + 201) + ba (B3 + 201))

gs1 = 125 (bl(al + 2@2) + bz(ﬁl + 252))

2
9

Gia = 30 (b1(ai + i1 + 2ai42) + ba(Bi + Bir1 + 20i42))
9

T 30 (b1(u + ig1) + b2(Bi + Bis1))

Der Adsorptionsterm liefert die symmetrische Elementmatrix m

16/90 8/90 8/90 12/70
16/90 8/90 12/70

. 16/90  12/70
symm. ... .. 81/280

am = oA
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Aus diesen Elementmatrizen setzt sich die Systemmatrix A des zu l6senden Gleichungssys-
tems zusammen:

A=k+g+am.

Der Vektor der rechten Seite wird aus dem Vektor des Quellterms des Elementresiduums
und dem Vektor der Randbedingungen, d.h. den Residuen auf den Elementkanten,
gebildet.

F:/ResT(uh)Nt dQ.+ > /ResE(uh)Nt dFE
T E

EcoTr

Unter der Annahme, dafl Resy(uy,) und Resg(uy,) in T konstant sind, gilt

1 1

A 1 2L 1

F = gResT(uh) 1 + ?RESE(Uh) 1
27/20 0

Dieses 4 x 4 Gleichungssystem Avr = F zur Bestimmung von vy kann leicht mit einem
GauB-Algorithmus oder der Cramerschen Regel gelost werden.
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10.2 Anhang 2

10.2.1 Lokales Minimierungsproblem zur Netzglattung

Wie in Kapitel 7 beschrieben wird zur Glattung eines Netzes eine auflere Gauf3-Seidel
dhnliche Iteration vorgenommen. Dabei wird fiir jeden Knoten x; = (x;,y;) ein lokales
Minimierungsproblems gelost, wahrend alle anderen Knoten der Triangulierung festge-
halten werden. Das lokale Minimierungsproblem fiir den Knoten «x; lautet

min F' := min Z = min Z s(T)

TiyYi TiyYi TEwm TiyYi Tewm (T)

Dabei bezeichnet wg, die Menge der Elemente, die den Knoten x; enthalten. Der Zahler
des Quotienten enthélt die Funktion

1
s(T) = (I!Mrly)? + (I5Mrls)? + (I5M7ls)?  mit MT:—Q[U‘” “wy]:const.

Uzy  Uyy
Der Nenner entspricht der Qualitatsfunktion des Dreiecks

4V3A

T) = .
SN A

Zur Losung des Minimierungsproblems fiir jeden Knoten wird das Newton-Verfahren
herangezogen. Bei dieser inneren Iteration ist die Nullstelle des sogenannten Residuums,
d.h. der ersten partiellen Ableitungen von F' nach dem Knoten x;,

-f = 8$zF = Z f(T)

TEwa‘;i

= Y Yows(T) - F(T)oma(T))

TGwmi

zu bestimmen. Dafiir wird die Hesse-Matrix von F', d.h. die zweite partielle Ableitung
von F' benotigt

opf= 3 j] (0B, ,5(T) — (T ,a(T) — ,q(T) & F(T) — F(T) © O q(T))

Tewxi

Die auftretenden partiellen Ableitungen der Funktionen s(7') und ¢(7") werden im fol-
genden bereit gestellt. Zur Vereinfachung der Terme werden werden zunachst einige
Abkiirzungen eingefiihrt:

s(T) = Z(ltMl) Zs?

j=1 j=1
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Mit 7 sei in jedem Dreieck T' die lokale Knotennumerierung angegeben, also 1, 2 oder
3, und j + 1, j + 2 seien die entsprechenden zugehorigen zyklischen Knotennummern.
Damit ergeben sich die 1. und 2. partielle Ableitung von s(7") nach dem Knoten x; zu

Ox;s(T) = 4 (5j+1l§'+1 - 5j+2l§+2) Mz

1
0:2,;],:13]_3(T) = 8 <Mle+1 & l§‘+1MT + Mle+2 & l§+2MT + 5 (Sj+1 + Sj+2) MT) .

Mit den Bezeichnungen xg fiir den Schwerpunkt des Dreiecks 7', 1 fiir den Einheitstensor
und W fiir den schiefsymmetrische Einheitstensor

el 4]

gilt fiir die partiellen Ableitungen der Qualitatsfunktion

Pa(T) = o (2V3 LW — 6T (x, — 29))
Oh,a,0lT) = o ((@s =) © O, lT) + O a(T) © (s =) = Sa(D)1).

Mit Kenntnis dieser Groflen 1aBt sich das Newton-Verfahren anwenden. In klassischer
Form stellt es sich wie folgt dar:

Gegeben seien f und eine Naherungslosung x.
Gesucht wird « mit f(x) = 0.

Iteration : £ =0,1,2, ...
(bis k = ke oder |f| < tol )

Bestimme Az = Az" durch Losen
des linearen Gleichungssystems

Oz,f Az = — f
und setze

zht = zb + Az

Tabelle 10.1: Newton-Verfahren

Das obige Newton-Verfahren konvergiert in der Regel in der Nahe von Losungen quadra-
tisch. Wird der Startwert allerdings in zu weiter Entfernung der Losung gewahlt, kann
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die Folge divergieren. Um dies zu vermeiden, wird in das klassische Newton-Verfahren
eine Dampfung der Suchrichtung Ax, in welcher die Funktion f abnimmt, eingefiihrt.
Damit wird nur ein Teil des Schrittes in die Richtung von Az ausgefiihrt. Bei passender
Wahl des Dampfungsparameters 1 erwartet man eine Verbesserung des Verfahrens.

Gegeben seien f und eine Naherungslosung xg.
Gesucht wird & mit f(x) = 0.

Setze k=0

1. Bestimme Az = Az"* durch Losen des linearen
Gleichungssystems

Oz, fAz = —f

2. setze £* = =¥ 4+ YAz und priife, ob

I#@) < (1) 1@

ja : " = 2 + ¢ Az und gehe zu 3.
nein : 1 = /2 ; wenn ¢ > 271 gehe zu 2., sonst Abbruch

3. Falls k = kyq, oder || f(x*1)]] < tol — Ende,
sonst neue Iteration : £k = k + 1 und gehe zu 1.

Tabelle 10.2: Gedampftes Newton-Verfahren
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10.3 Notation

Physikalische Groien

u Konzentration eines gelosten Stoffes
b Geschwindigkeitsfeld
f Quellterm
D,e konstanter Diffusionskoeffizient
D Dispersionstensor (zweiter Stufe)
N Massenstromdichte
Te effektive Porositét
q spezifischer Durchflufl
p Dichte
[0) aquvalente Piezometerhche
K Permeabilitatsmatrix
a, Kp Koeffizient linearer Adsorptionsisotherme
Pe =|b|L /e Peclet-Zahl
Finite Element Methoden
Q offene Menge im IR"
['=0Q polygonale Berandung von {2
I'p Teil des Randes, auf dem Dirichlet-Bedingungen (up) vorgegeben sind
I'n Teil des Randes, auf dem Neumann-Bedingungen (ty) vorgegeben sind
n nach auflen gerichteter Normaleneinheitsvektor
T Zerlegung von )
T Dreieckelement in 7j,

L*(©2)  Raum der iiber Q quadrat-integrierbaren Funktionen

(-,) innere L?-Produkt iiber )

H'(©)  Sobolev-Raum von L?-Funktionen mit quadrat-integrierbaren Ableitungen
bis zur Ordnung 1

H}()  Unterraum von H' mit verallgemeinerten Nullrandbedingungen

Il - 1|1 Sobolev-Norm der Ordnung 1

|- |1 Sobolev-Seminorm der Ordnung 1

a(-,-) Bilinearform
() Linearform, lineares Funktional
A Laplace-Operator
On, partielle Ableitung in Richtung der &ufleren Normalen 0/0n
Vf (0f J0xy1,0f |Oxs, ...,0f |0xy,)
e SUPG-Faktor, intrinsic time scale
¢(Pe")  Funktion der lokalen Peclet-Zahl
e charakteristische Lange in einem Dreieck

Shock-Capturing modifizierter Faktor
Shock-Capturing modifizierter Geschwindigkeitsvektor

S Sl
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Nr,T
Res(up)
ar
Resg(up)
Be

1IN, T

vt

ur

KAPITEL 10.

Tterative Verfahren

Systemmatrix € R"*"

Losungsvektor

Vektor der rechten Seite € R"
Residuenvektor

Richtungvektor

Vorkonditionierungsmatrix

Anteile der zerlegten Matrix A=D —-L-U
L unterer und U oberer Dreiecksanteil, D Diagonalanteil
Relaxationsparameter

Konditionszahl

Fehlermatrix

Fehlerschatzer

Fehler u — uy,

gegebene Toleranz fiir den Fehler e
Fehlerschatzer

Sprung iiber die Kante F
Normaleneinheitsvektor auf der Kante E
Abschneide- oder bubble-Funktionen
Flachenkoordinaten
Interpolationsoperator nach Clément
Energienorm

Z?-Indikator auf Dreieck T

Flache eines Dreiecks T

Néaherung fir Vu durch Mittelung
residueller Fehlerschatzer
Elementresiduum

Faktor vor Elementresiduum
Kantenresiduum

Faktor vor Kantenresiduum
Fehlerschatzer basierend auf lokalem Neumann Problem

FE-Approximation des lokalen Konvektions-Diffusionsproblems

Losung des lokalen Konvektions-Diffusionsproblems

Markierungsstrategien

cref  Verfeinerungsschwelle

Nmae ~ maximaler Wert maxr{nr}

P abzuschneidender oberster Prozentsatz in Strategie 2
N, Anzahl der Elemente in 7},

0,,60, konstante Parameter in Strategie 4

¢, Konstanten in Strategie 5

ANHANG
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[0, 7]

Netzglattung

Qualitatsfunktion des Dreiecks T’

Flache eines Dreiecks

Kantenvektoren

konstante Matrix der 2.Ableitungen von u auf T’
bubble-Funktionen

Fehlerindikator auf T’

Funktion des Zahlers des lokalen Minimierungsproblems
Quadrat der zu minimierenden Funktion
Gesamtverschiebungen innerhalb des Netzes

Instationare Erweiterung

gegebenes Zeitintervall

U= 0u/O0t Zeitableitung der Funktion u
0 €[0,1]  Parameter des #-Schemas

At

Zeitschrittweite
= |b|At/h Courant-Zahl
= €At/h* Neumann-Zahl

121
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