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Résumé

L’océan est turbulent et donc il est important de modéliser la turbulence océanique
afin de mieux pouvoir en analyser les effets. Dans cette these, on étudie tant d’un
point de vue théorique que numérique des modeles de turbulence pour des appli-
cations océanographiques. Dans une premiere partie, on présente un bref état de
I'art sur les modeles de turbulence URANS (Unsteady Reynolds Averaged Navier-
Stokes) et SGE (Simulation des Grandes Echelles). La deuxiéme partie concerne les
modeles URANS. On présente un nouveau modele pour lequel on montre 1’existence
et I'unicité d’une solution dans le cas stationnaire. On montre que ce modele est
utilisable pour étudier la turbulence induite par le vent de surface en présence de
convection, ce qui n’est pas le cas des modeles de Pacanowski-Philander et de Gent.
Dans une troisieme partie, on étudie un modele SGE. On adapte le modele ” Leray-
déconvolution” a des conditions aux limites de type océan/atmosphere. Pour cela,
on introduit une équation continue de déconvolution dont la solution est utilisée
comme vitesse advective dans le modele ”Leray-déconvolution”, ce qui nous amene
a considérer un nouveau modele SGE, le modele de déconvolution. On montre no-
tamment que la solution du modele de déconvolution converge vers une solution
faible dissipative des équations de Navier-Stokes. On valide numériquement le modele
déconvolution en 2D grace a des résultats DNS (Direct Numerical Simulation) dans

des cas avec et sans bathymétrie.
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Abstract

The ocean is fundamentaly turbulent and it is essential to modelize the ocea-
nic turbulence in order to improve the understanding of its effects. In this work,
turbulence models for the ocean are theoretically and numerically studied. In the
first part, we present a brief state of art on URANS (Unsteady Reynolds Averaged
Navier-Stokes) and LES (Large Eddy Simulation) turbulence models. In the second
part, URANS models are studied. We present a new model whose the existence and
uniqueness of the stationary solution we show. Moreover, we show that the new
model can be used to study the turbulence induced by the wind stress when we
have convective phenomenons which is not true for the Pacanowski-Philander and
Gent models. In the third part, LES models are studied. We adapt the ”Leray-
deconvolution” model to the ocean/atmosphere boundary conditions. We introduce,
for this, a continuous deconvolution equation whose its solution as convective velo-
city in ” Leray-deconvolution” model we set. So, we consider a new LES model called
deconvolution model. We notably show that the solution of the deconvolution model
converges to a dissipative solution of the Navier-Stokes equations. We numerically
validate the deconvolution model thanks to DNS (Direct Numerical Simulation)

results for 2D cases with and without bathymetry.
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Introduction

Dans cette these, on introduit des nouveaux modeéles de turbulence de type URANS
(Unsteady Reynolds Averaged Navier-Stokes) et SGE (Simulation des Grandes Echelles).
On établit leur formulation mathématique et on montre quelques résultats théoriques
d'existence et d'unicité de solutions. Puis on étudie leur comportement numérique dans
le cadre d'applications océanographiques. Il s'agit de contribuer a améliorer la simulation
de I'écoulement turbulent océanique via I'élaboration de nouveaux modeles de turbulence

toujours plus précis.

Motivations et objectifs

Aujourd'hui, il apparait essentiel de bien comprendre le comportement de |'océan
dans un but de prévisions climatiques ou météorologiques. En effet, I'océan tout comme
I'atmosphére contribue a répartir I'énergie entre I'équateur et les poles et donc il a une
influence importante sur le climat. Les navigateurs qui, depuis I'Antiquité s'intéressaient
a I'influence des courants marins sur la dérive de leurs bateaux, ont participé activement a
I'étude de ces courants jusqu'au début du 20° siecle grace aux récits de leurs observations.
Ainsi, a partir de leurs observations, B. Franklin établit le tracé du Gulf-Stream en
1777 et M. Maury recensa pour la premiere fois sur une méme carte les courants de
surface en 1855. Au début du 20°¢ siecle, grace a des expéditions scientifiques et a un
intérét croissant pour la compréhension du mouvement de I'océan, on a commencé a
établir différentes théories. On peut citer par exemple celle d'Ekman en 1905 qui est
basée sur des observations et qui modélise les courants marins induits par le vent de
surface en s'inspirant d'observations basées sur la dérive des icebergs. On peut aussi
mentionner la théorie de Stommel et Arons établie en 1960 qui montre d'un point de vue
théorique I'existence de la circulation thermohaline. Les observations ont montré apres
I'établissement de cette théorie |'existence de cette circulation. A ce jour, la recherche sur
la modélisation des effets du vent sur la circulation océanique est beaucoup plus avancée

que celle sur la modélisation des phénomeénes a l'origine de la circulation thermohaline.

13
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Aujourd’hui, avec I'altimétrie, on observe beaucoup mieux |I'océan qu'auparavant et on
est arrivé a la constatation suivante : " L'océan est fondamentalement turbulent” (P.Y. Le
Traon [67]). De plus, on constate que les tourbillons quelle que soit leur taille influent sur
la dynamique océanique globale. Ainsi, fort de cette constatation, il apparait important

de bien simuler la turbulence océanique.

Généralités sur la turbulence

Tout d'abord, avant de s'intéresser a la turbulence océanique, on donne quelques
informations générales sur la turbulence. On commence par quelques brefs rappels his-
toriques et ensuite on donnera une définition de la turbulence. Le mot turbulence (ou
turbolenza) a été utilisé pour la premiere fois par Léonard de Vinci (1452-1519) qui
s'est intéressé notamment aux sillages turbulents derriere des obstacles. |l donne aussi
la premiere représentation de la turbulence. Puis, on devra attendre 1823 afin que les
équations de base soient écrites par Claude Navier et en raison des améliorations ap-

portées par Georges Stokes, on les appellera par la suite, les équations de Navier-Stokes.

[l est difficile de donner une définition précise de la turbulence mais on peut tout de
méme la définir par ses propriétés. Ainsi, la turbulence serait un phénomene imprévisible
qui a une forte capacité de mélange et qui implique un large spectre d'échelles spatiales
[42]. Le caractére imprévisible de la turbulence siginifie qu’elle est sensible aux conditions
initiales; si I'on prend deux états du systeme qui sont différents a I'instant initial que par
des différences infinitésimales alors on observe avec le temps une amplification importante
de ces différences jusqu’a ce qu'elles atteignent des valeurs finies. La turbulence est aussi
dotée d'une forte capacité de mélange car elle se manifeste par une tres forte diffusion des
quantités transportées (chaleur, quantité de mouvement ...). Ce mélange est beaucoup
plus important que s'il n'y avait que les mécanismes de diffusion moléculaire qui entraient
en jeu. Enfin, la turbulence implique un large spectre d'échelles spatiales, ce qui veut
dire que le mouvement turbulent peut se traduire par des tourbillons de taille allant de

quelques microns a plusieurs kilomeétres.

La turbulence océanique

[l 'y a deux types de turbulence océanique : la turbulence horizontale qui met en jeu
plutot des structures de grandes échelles et la turbulence verticale qui met en jeu plutét

des petites échelles. Dans une premiere étude, on s'intéressera a la turbulence verticale
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qui, dans la littérature, est largement moins étudiée que la turbulence horizontale. La
turbulence verticale est localisée principalement dans la couche située sous la surface que
I'on appelle couche de mélange ou couche mélangée océanique (cf. figure 1). Le nom de

cette couche provient de la forte capacité de mélange de la turbulence. Elle est comme

son nom l|'indique bien mélangée, ce qui entraine une température et une salinité presque

{ VISIBLE
P RADIATION
V. -

constantes.

F1G. 1 — Couche de mélange océanique (cf. Woods Hole Oceanographic Institution)

Des processus comme les précipitations ou le réchauffement a la surface inhibent
la turbulence et donc ils ont tendance a amincir la couche mélangée. A l'inverse des
phénomenes comme |'évaporation, le déferlement des vagues, le refroidissement en sur-
face ou le vent entrainent un épaississement de la couche mélangée car ils augmentent
le niveau de turbulence. Dans une deuxieme étude, on s'intéressera principalement a la

turbulence induite par le vent de surface.

Pourquoi et comment modéliser la turbulence océanique ?

Les équations qui régissent le mouvement océanique sont basées sur les équations
de Navier-Stokes. Ainsi, pour simuler numériquement ce type d'écoulement, on doit
résoudre ces équations de maniere numérique. En les résolvant directement, on fait de la
simulation numérique directe (DNS) avec laquelle on calcule toutes les structures tour-
billonnaires quelles soient leurs tailles. Cette méthode de simulation n’est pas toujours

possible surtout lorsqu'il s'agit de fluides géophysiques comme I'océan ou I'atmosphére.
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En effet, ces fluides étant fortement turbulents, ils présentent un nombre de Reynolds!
trop élevé pour que |'on puisse résoudre les équations de Navier-Stokes directement a
cause des trop fortes ressources numériques demandées. En fait, plus le nombre de Rey-
nolds est élevé et plus la taille des plus petites structures tourbillonnaires diminuent et
donc si on veut pouvoir simuler toutes les structures on doit alors abaisser la résolution
spatiale, puisqu'il faut que la taille de la maille soit inférieure a la taille de la plus petite
structure. Le probleme est que la diminution de la résolution spatiale entraine un colfit
numérique supplémentaire puisque cela augmente le nombre de degrés de liberté. Et dans
le cas de fluides géophysiques, a cause d'un nombre de Reynolds trop élevé, on n’a pas
les ressources numériques nécessaires pour pouvoir descendre a des résolutions tres fines
qui nous permettraient de simuler toutes les structures. On doit alors avoir recours a des
méthodes de modélisation de la turbulence afin de ne pas avoir a calculer explicitement
toutes les structures tourbillonnaires de telle sorte a rendre |'écoulement numériquement
simulable. Il existe plusieurs techniques de modélisation de la turbulence avec leurs avan-
tages et inconvénients et aussi avec leurs buts différents. Historiquement, ce sont les
méthodes de type URANS qui furent les premiéres utilisées car elles ont pour principal
avantage d'étre peu coliteuses en terme de puissance de calcul. Avec ces méthodes,
on simule I'impact de la turbulence et le mélange induit par les petites échelles sur les
grandes échelles. Ces méthodes ne permettent pas de comprendre la turbulence en elle-
méme (cf. Lesieur [43]) a I'inverse des méthodes SGE. Les techniques SGE sont souvent
utilisées en océanographie pour étudier les couches turbulentes situées pres de la surface
et sous |'hypothese d’"homogénéité horizontale. Les principes de ces deux méthodes sont
montrés sur la figure 2. Avec les méthodes URANS, on modélise tout |'écoulement alors
qu'avec les méthodes SGE, on ne modélise que les petites structures et on calcule expli-
citement les grosses structures. En effet, dans la DNS, ce qui pose probleme, ce sont les
petites structures car elles nous obligent a descendre en résolution spatiale. Alors dans les
méthodes SGE on calcule explicitement les grosses structures comme on |'aurait fait dans
une DNS et modélise I'effet des petites structures qui posent probleme. Les méthodes
SGE sont donc plus précises que les méthodes URANS puisqu’elles ne modélisent pas

tout I'écoulement mais par contre elles colitent plus cher numériquement.

INombre adimensionnel caractérisant le rapport entre les forces d’inertie et les forces visqueuses
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Fia. 2 — Modélisations URANS et SGE (cf. Ruprecht et al [58]).
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F1G. 8 — Modeéles URANS utilisés pour la simulation du mélange vertical (cf. Bur-

chard et al [9]).
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» Les méthodes URANS

Avec ces méthodes, on simule un écoulement moyen. |l est donc important de bien
choisir I'opérateur moyenne considéré. Celui-ci doit vérifier les axiomes de Reynolds
(linéarité, commutativité avec l'intégration et la dérivation, idempotence généralisée
cf. chapitre |, section 1.2.1.1). On applique ensuite |'opérateur moyenne aux équations
considérées et on utilise la décomposition de Reynolds (ie. on décompose le champ ins-
tantané en un champ moyen et un champ fluctuant caractérisant I'écart a la moyenne)
pour traiter les termes non-linéaires. Cette décomposition appliquée au terme non-linéaire
fait apparaitre des termes résiduels qui sont caractérisés par la divergence du tenseur de
Reynolds (7, Vi,j = 1,2,3) pour le champ de vitesse et par la divergence d'un tenseur
(7;, Vj = 1,2, 3) pour les variables scalaires. Ces termes résiduels posent un probleme de
fermeture du systeme puisque si I'on veut résoudre ce systéme on doit les modéliser. Dans
le travail présenté ici, on utilise I'hypothese des coefficients d'échange pour modéliser
ces termes résiduels. On assimile leurs actions a un effet visqueux dépendant de I'espace
et du temps. Leurs expressions sont alors : (Vi,j =1,2,3)

ou; ap

v T:l/g—.
8Xj7 !

aXJ'

Tij =

N

ol

— 11 et 1, sont respectivement la viscosité turbulente et la diffusivité turbulente,
— [ est le champ moyen de vitesse,

— p est la densité moyenne,

— 7, est le tenseur de Reynolds,

— 7T est le tenseur associé a la densité.

On présente dans ce travail de these un nouveau modeéle, introduit dans [6], permet-
tant de modéliser 1] et 1. C'est un modele local basé sur le nombre de Richardson de
gradient. On étudie ce nouveau modele tant d’un point de vue numérique que théorique.
On le compare a des modeles existants : modeéle de Pacanowski et Philander [53] et
modele de Gent [21].

» Les méthodes SGE

Avec ces méthodes, on calcule explicitement les grandes échelles comme on I'aurait
fait dans un calcul de simulation directe et on modélise I'action des petites échelles car
on ne peut pas occulter leurs effets puisqu’elles intéragissent avec les grandes échelles. La

séparation entre les grandes échelles et les petites échelles est faite grace a un filtre. Le
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modele SGE Leray-déconvolution de Layton-Lewandowski [36] étudié dans cette these est
basé sur un filtre différentiel de telle sorte que le champ de vitesse filtré (T;, Vi = 1,2, 3)

soit solution de I'équation différentielle suivante : (Vi = 1,2, 3)

—042Aﬁ1 + Uj = u;. (**)

— « est la largeur du filtre qui doit étre supérieure ou égale a la taille maximale de
la maille afin que le maillage puisse "voir” les tourbillons,
— 0; est le champ de vitesse filtré,

— u; est le champ de vitesse non filtré.

Le modeéle Leray-déconvolution [36] est basé sur le principe de régularisation de
Leray des équations de Navier-Stokes. Il s'agit de remplager la vitesse advective dans
les équations de Navier-Stokes par une vitesse régularisée. Si on utilise comme vitesse
régularisée la vitesse filtrée solution de I'équation (xx), on obtient le modéle Leray-c
de Cheskidov et al [11]. Le modele Leray-déconvolution étudié dans cette these utilise
comme vitesse régularisée une vitesse déconvolée. Cette vitesse déconvolée est obtenue
par |'algorithme de déconvolution de Van-Cittert [16], introduit a I'origine pour des appli-

cations en traitement du signal. La vitesse déconvolée est alors définie par : (Vi = 1,2, 3)

HN(Ui) = DN * Ui-

N

ou
— Hn(u;) est la vitesse déconvolée,
— U est la vitesse filtrée,

— Dy est I'opérateur de déconvolution définit par : (Vi = 1,2, 3)

N

Dy =) (I-G)~

k=0
avec G l'opérateur de filtration tel que t; = G * u;.

Dans ce travail de these, on s’attachera a étudier d'un point de vue tant théorique que
numérique une nouvelle version du modele Leray-déconvolution adapté a des conditions

aux limites non-périodiques avec tension superficielle du vent en surface (cf. Bennis et

al 3], [2]).
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Organisation du mémoire

La rédaction de ce travail de thése est organisée en trois parties : une premiére partie
ou I'on donne quelques éléments de bibliographie, une deuxieme partie concernant la
modélisation de la turbulence de type URANS et une troisieme partie relatant de la

modélisation de la turbulence de type SGE.

o Partie | : Eléments de bibliographie

On commence par donner quelques éléments d'informations sur les méthodes de
modélisation de la turbulence de type URANS. On détaille en particulier les modeles
de Pacanowski et Philander [53], de Gent [21] et de Large et Gent [34][33]. Les
modeles de Pacanowski et Philander et de Gent sont purement locaux alors que
le modele de Large et Gent est mixte. Ensuite, on présente quelques modeles de
simulation des grandes échelles. On commence par donner des informations sur
le modele ADM d’'Adams et Stolz [59] puis on présente des modéles un peu plus
particuliers qui sont basés sur le principe de régularisation de Leray [41] et dont
le principal avantage est de s'affranchir d’'une modélisation explicite des tenseurs
sous-mailles. On détaille plus particulierement le modele Leray-av de Cheskidov et

al [11] et le modele de Leray-déconvolution de Layton-Lewandowski [36].

e Partie Il : Modélisation de type URANS

On étudie tant théoriquement que numériquement le comportement des modeles
de turbulence locaux de Pacanowski et Philander [53] et de Gent [21] ainsi que ce-
lui d'un nouveau modele de turbulence local introduit dans [6]. On fait d'abord une
analyse mathématique d'une situation d'équilibre dans laquelle on étudie notam-
ment la stabilité linéaire des solutions d'équilibre produites par les trois modeles.
Puis on teste numériquement les modeles de turbulence dans le cas d'un océan
équatorial. On valide tout d'abord le code de calcul écrit a cet effet en com-
parant les solutions d'équilibre théoriques et numériques. Ensuite on étudie la
représentation de la couche de mélange donnée par le nouveau modele dans le
cas ol la couche de mélangé est induite par le vent de surface en présence ou non

de convection.

e Partie Il : Modélisation de type SGE

On étudie des modeles de turbulence de type simulation des grandes échelles

(SGE). On présente une version adaptée a des conditions aux limites réalistes
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du modele de Leray-déconvolution de Layton-Lewandowski [36] dans une configu-
ration 3D. Le premier chapitre est dédié a des résultats théoriques obtenus pour la
nouvelle version du modele Leray-déconvolution. Ensuite, on valide numériquement
de cette nouvelle version dans une configuration 2D en comparant ses résultats
avec ceux donnés par le modele Leray-«v [11] et par le calcul de simulation directe.
Les études numériques sont menées avec le logiciel FreeFem++ [28]. On simule
une circulation induite par un vent de surface dans des configurations avec et sans
bathymétrie. Enfin, a partir d’autres expériences numériques, on établit une rela-
tion donnant approximativement la présumée condition CFL du schéma numérique

utilisé.
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Chapitre 1

Modélisation URANS de la

turbulence océanique

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a des méthodes de modélisation de la turbulence
de type URANS [44](Unsteady Reynolds Averaged Navier Stokes). Il s’agit de si-
muler un écoulement moyen. On explique d’abord comment on obtient les champs
moyens en décrivant notamment 1'opérateur moyenne choisi et les criteres qu’il doit
satisfaire. Puis on établit le systeme d’équations régissant le mouvement du fluide
dans la couche de mélange océanique pour les champs moyens. Et on explique le
probleme de fermeture du systeme causé par cette approche et par conséquent la
nécessité d’utiliser des modeles de turbulence pour modéliser les flux turbulents ver-
ticaux. Enfin, on donne quelques exemples de modeles et on décrit principalement les
modeles de Pacanowski et Philander [53], de Gent [21] et de Large et Gent (KPP)
[33]. Les deux premiers modeles utilisent des approches locales alors que le KPP

utilise a la fois une approche locale et une approche non-locale.

1.2 Deétails sur la modélisation URANS

Dans le cas de 'approche URANS, on utilise la décomposition de Reynolds pour
traiter I’écoulement. Elle repose sur I'idée que I'on décompose chaque valeur instan-
tanée en une valeur moyenne (7) ajoutée a une fluctuation () représentant I’écart a
la moyenne. Ainsi, le champ de vitesse, u = (u, v, w), peut étre décomposé tel que :

u=1u+u,v=0v+0,w=w+w. Et on considere les fluctuations comme des variables

25
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aléatoires. On pourra alors appliquer les résultats mathématiques généraux sur les
variables aléatoires. Pour la partie moyennée, I’opérateur moyenne a appliquer doit

vérifier certaines conditions nommées axiomes de Reynolds.

1.2.1 Opérateur moyenne
1.2.1.1 Axiomes de Reynolds

Pour toutes fonctions f et g et pour tout réel a, les axiomes de Reynolds sont

les suivants.

— Axiome 1 : Linéarité

frg=F+g et af = af. (1.2.1)
— Axiome 2 : Commutativité avec I'intégration et la dérivation

L’opérateur moyenne doit étre commutatif avec la dérivation et l'intégration
par rapport a I'espace ou le temps. Ainsi, pour toute fonction f et pour toute

variable s (s étant x, y, z ou t), on a :

of of L .
8_£:8_£ et /fds:/fds. (1.2.2)

— Axiome 3 : Idempotence généralisée

Pour toutes fonctions f et g, on a :

f9="1-3 (1.2.3)
ce qui conduit en particulier a
f=r (1.2.4)

L’idempotence généralisée est fondamentale car elle implique notamment la

proprieté ci-dessous que 'on utilise beaucoup.

fa=F+H+@+a=fg+Ff: (1.2.5)

Nyl

1.2.1.2  Définition de 'opérateur moyenne

On choisit comme opérateur moyenne, I'opérateur moyenne d’ensemble car il a les
bonnes propriétés. Il vérifie notamment les axiomes de Reynolds. Pour une fonction
f définie au point x et a I'instant ¢, 'expression de la fonction f moyennée par cet

opérateur, f, au point x et au temps ¢, est telle que :
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f(z,t) = lim —Zf (1.2.6)

N—oo N

1.2.2 Applications aux équations du mouvement

Les équations du mouvement océanique sans hypothese hydrostatique, pour la

vitesse u = (u, v, w) = (uy, ug, ug), la pression p et la densité p comme variable d’état

idéalisée (p est reliée a la température et a la salinité par I’équation d’état), sont les

suivantes (Vi =1,2,3 et Vj =1,2,3) :

(Ou  Ouu; 1 9p
J— + —
ot ox; p Ox
ov  Ovu; __10p
ot Oz p Oy ’

(1.2.7)

ow  Jwu, 10p
= ——— - A
at o, 9. 9TVAY
dp | Opu;
\ 8t * 0x; - l/pAp.

N

ou

— (u,v) sont les composantes horizontales de la vitesse et w est la composante
verticale de la vitesse,

— p est la densité,

— f est la force de coriolis,

— g est l'accélération de la pesanteur,

v est la viscosité cinématique du fluide,

— v, est le coefficient de diffusion associé a la densité.

On applique ensuite la décomposition de Reynolds aux champs de vitesse, de

densité et de pression, d'ou : (Vi = 1,2,3)

u; = U + Uy,
p=p+p
ol
— wu; est le champ de vitesse, p est la pression et p est la densité,

— u; est le champ moyen de vitesse, p est le champ moyen de pression et p est le

champ moyen de densité,
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— u; est le champ fluctuant de vitesse, p est le champ fluctuant de pression et p

est le champ fluctuant de densité.

En appliquant 'opérateur moyenne au systéme (1.2.7), en appliquant la propriété
de commutativité avec la dérivation et en remplagant les champs par leurs expres-
sions données dans (1.2.8), on obtient le systeme (1.2.9), ci-dessous (Vi = 1,2,3 et
Vi =1,2,3).

((0u  Ouu; 10p oaty
e it b+ vAG— J
o om - pox JUTVATT G
@ n 0, _ _1_@ ~fa+ I/Aﬂ_avui’
ot ox; p Oy 0x%; (12.9)
ow Owu;  10p oWy o
- - J _ __ = _ A— J
ot " 0m | poz TV o
op  Opu; _Opu
2£ = v, Ap— Lt
\ ot * 8% Yomp an

On a mis en évidence, en gras, les termes de la divergence du tenseur de Reynolds
(ot le tenseur de Reynolds est défini par 7;; = @4, Vi = 1,2,3 et Vj = 1,2,3) et
la divergence du tenseur 7; (ot 7; = pu;, Vj = 1,2,3) pour la densité. Il faut
modéliser 7;; et 7; afin de fermer le systeme, et de pouvoir ainsi le résoudre. Cette
modélisation utilise I'hypothese des coefficients d’échange : on assimile I'action du
tenseur de Reynolds 7;; et du tenseur 7; a un effet visqueux dépendant de I’espace
et du temps, et donc on introduit un couple de viscosité et diffusivité turbulentes

(v1, v9). On obtient alors les relations suivantes

1.3 Présentation de quelques modeles pour 1; et
V2

Historiquement, on a tout d’abord utilisé des viscosité et diffusivité constantes
(voir Bryan et al, 1979 et aussi Sarmiento et al, 1982). Dans des situations données,
I'utilisation de tels parametres est efficace mais par contre leur utilisation dans des
situations plus globales est souvent problématique. C’est ainsi que 1'on commence
a utiliser des viscosité et diffusivité turbulentes qui dépendent du nombre de Ri-

chardson basé sur la théorie de la stabilité de Robinson (1966). Et c’est ce type



CHAPITRE 1. MODELES URANS 29

de parametres que l'on va regarder dans les sections suivantes. On commence par
présenter le modele de Pacanowski et Philander [53] puis on présente le modele de
Gent [21] et enfin on décrit le modele de Large et Gent [33]. On note que les modeles
de Pacanowski et Philander [53] et de Gent [21] sont étudiés dans la deuxieme partie

de cette these d'un point de vue tant théorique que numeérique.

Les modeles de Pacanowski et Philander [53] et de Gent [21] sont des modeles
locaux puisque les flux turbulents (m et E) a une profondeur donnée sont
représentés, via vy et 1o, par une fonction des propriétés de la colonne d’eau a
cette profondeur (ie. le nombre de Richardson de gradient, cf. équation (1.3.11)). Le
modele de Large et Gent [33] est quant a lui un modele mixte. En effet, il combine une
approche locale et une approche non-locale. Les méthodes non-locales permettent
aux flux turbulents d’étre directement influencés par les événements (cf. Moum et
Smyth [51]). Les méthodes non-locales peuvent, par exemple, décrire des phénomenes
comme la convection nocturne en prenant en compte directement le changement de

densité a la surface.

1.3.1 Les modeles locaux
1.3.1.1 Modele de Pacanowski et Philander (PP)

On présente dans cette section le modele de Pacanowski et Philander [53] qui a été
tres largement utilisé depuis sa création. Il s’agit de paramétriser les flux turbulents
verticaux, Wi, W, Wp, & I'aide de viscosité et diffusivité turbulentes qui dépendent
uniquement du nombre de Richardson de gradient (cf. équation (1.3.11)) qui permet
de caractériser la production de turbulence par cisaillement de courant. Ce nombre

est défini par

ap
Po (52)+(59)

S]]

ou

— R est le nombre de Richardson de gradient,
— g est I'accélération de la pesanteur,

— po est la densité de référence,

— u, v, p sont les champs moyens de vitesses et de densité.

Les viscosité et diffusivité turbulentes vy (R) et v5(R) sont définies par
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Yo
(14+ aR)"

%1

S — 257t (1.3.12
(I tar) s ( )

1(R) = + v, em?sh, py(R) =

ol
— vy =0(50cm?.s71), vy =1cem?s7t et ky = 0.1em?.s71,

—a=5etn=2

Les valeurs des coefficients ont été déterminées en faisant plusieurs simulations
numériques et en se fixant comme objectif de trouver les coefficients qui représentent

le mieux la dynamique équatoriale.

1.3.1.2 Le modeéle de Gent

On présente maintenant le modele de Gent [21]. Tout comme le modele de Pa-
canowski et Philander [53] (cf. section 1.3.1.1), il est basé sur une modélisation des
flux turbulents reposant uniquement sur le nombre de Richardson de gradient (cf.
équation (1.3.11)). Dans ce modele, la viscosité turbulente v4(R) et la diffusivité

turbulente v5(R) sont définies par

1.103 1.103
5+ em®.s7!, w(R) = S+ kb em?.s7L.

n(R) = T Tomp T 10RF (1.3.13)

ou
— R est le nombre de Richardson de gradient défini par la relation (1.3.11).

— 1y, et Ky sont des fonctions de la profondeur

Les parametres v, et k; sont des fonctions de la profondeur. Pour des latitudes
allant de 21°N a 21°S, v, varie entre 1 et 2cm?.s7! alors que v, varie entre 0.5 et

lem2.s71.

1.3.2 Modele mixte : local et non-local
1.3.2.1 Le modele KPP de Large et Gent

Avant toutes choses, on tient a signaler que le modele de Large et Gent [33]
présenté dans cette section ne sera pas étudié dans le travail de these exposé dans
ce mémoire. On le présente dans cette section car on y fait référence dans la partie 2
et que l'on a pensé qu’il serait bien pour le lecteur de rappeler sa formulation dans

cette partie.
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Le modele de Large et Gent [33][34] appelé KPP (K-profile parametrization)
présente l'avantage par rapport aux modeles de Pacanowski et Philander [53] et de
Gent [21] (cf. sections 1.3.1.1, 1.3.1.2) de prendre en compte des phénomenes non-
locaux comme la convection. Les modeles précédents ne décrivent que des phénomenes
locaux comme la turbulence induite par le cisaillement de vitesse. Alors que le KPP
prend en compte les phénomenes locaux et non locaux. L’estimation des parametres

caractérisants les phénomenes locaux et non-locaux est notamment basée sur la
théorie de similitude Monin-Obukhov [49].

Dans le cas du KPP, on rajoute un terme non-local, ~v,, a la modélisation
précédente (cf. équation 1.2.10) tel que les flux turbulents verticaux soient modélisés
de la maniere suivante.

W

= —K,(z) (% — 'ym) : (1.3.14)

1

ou

v, modélise les phénomenes non-locaux comme la convection,

w est la vitesse verticale,

x représente n’importe quelles composantes de la vitesse ou n’importe qu’elle
variable scalaire comme la température, la salinité, la densité...
— K,(z) est le coefficient d’échange appelé viscosité turbulente pour les vitesses

et diffusivité turbulente pour les variables scalaires.

a) Calcul de K,

z
Soit la coordonnée verticale adimensionnée : 0 = 7 ou h est la profondeur de la
couche de mélange. Le coefficient d’échange K, (o) est déterminé grace a la relation

sulvante :

K,(0) = hw,(0)G(0). (1.3.15)

ou

— h est la profondeur de la couche de mélange,

— w, (o) est I'échelle de vitesse turbulente,

— G(o) est un polynome de degré 3 (cf. O’Brien [52]) (voir Large et al [34] pour

les détails sur les coefficients du polynome).

I nous faut alors déterminer 1’échelle de vitesse turbulente w, (o) . Elle est définie

par :
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e Pour les cas neutres et statiquement stables

w,(0) = K(au? + corow?)/? (1.3.16)

e Pour les cas convectifs

wy(0) = k(cpro) 2w, (1.3.17)

ou

— w, est I'échelle de vitesse convective définie par w, = (—Bh)Y/? (B; représente
le flux vertical de flottabilité et h est la profondeur de la couche de mélange).

— Kk est la constante de Von Karman égale a 0.4.

— u, est la vitesse de friction définie par u? = (12}_1102 + ’LTJ_TJO2)1/ 2 (Wi et Wiy
représentent les flux de surface).

— a, et ¢, sont des constantes (cf. Large et al [34] pour le détail sur leurs expres-

sions).

La profondeur de la couche de mélange est obtenue lorsque le nombre de Ri-
chardson caractérisant cette profondeur est égal au nombre de Richardson critique.
En effet, lorsque le nombre de Richardson est supérieur ou égal au nombre de Ri-
chardson critique, on peut considérer que ’on a inhibition de la turbulence. Et donc
lorsque le nombre de Richardson est égal au nombre de Richardson critique, on peut
considérer que la profondeur mise en jeu est celle de la couche de mélange puisque
celle-ci caractérise la profondeur a partir de laquelle 'inhibition de la turbulence

comimence.

b) Calcul de 7,

Maintenant, on doit exprimer le terme modélisant les effets non-locaux. Le terme
v, exprime le transport non local. Il modélise la convection c’est-a-dire un mouve-
ment vertical des eaux entrainé par un changement de densité de celles-ci. Ce terme
est non nul uniquement pour les variables scalaires (ie. température, salinité, den-
sité...) dans les cas convectifs et il s’exprime par 'expression suggérée par Mailhot
et al [47], tel que

(1.3.18)

ou
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— Wy sont les flux de surface sachant que z est peut-étre la vitesse, la température,
la salinité,

— (' est une constante qui est égale a 10 dans les situations tres fortement convec-
tives,

— w, est ’échelle de vitesse convective définie précédemment,

— h est la profondeur de la couche de mélange.



1.3. QUELQUES MODELES POUR v, ET v

34




Chapitre 2

Modélisation SGE de la

turbulence océanique

Cette partie concerne la modélisation de la turbulence océanique par des modeles
de type simulation des grandes échelles. Apres quelques généralités sur ce type de
modele, on décrit les modeles ADM de Stolz et al [59], Leray-a de Cheskidov et al
[11] et Leray-deconvolution de Layton-Lewandowski [36].

2.1 Généralités les modeles SGE

Les modeles de simulation des grandes échelles (SGE) reposent sur une filtration
spatiale du signal turbulent. En effet, il s’agit dans ces modeles de séparer les grandes
échelles et les petites échelles afin de résoudre explicitement les grandes échelles
et de modéliser les effets des petites échelles. Ainsi, on améliore la précision des
résultats par rapport a des méthodes de type URANS (voir chapitre 1) puisque 1'on

ne modélise ici qu'une partie du spectre (ie. les petites échelles) (cf. figure 2.1).

On doit modéliser les effets des petites échelles car elle intéragissent avec les
grandes échelles (par ex. cascade d’énergie d’inverse). Ce type de modélisation
s’appelle modélisation sous-maille car bien souvent on utilise dans les simulations
numérique une largeur de filtre du méme ordre de grandeur que la taille de la maille
et comme les petites échelles ont une taille inférieure a la largeur du filtre, elles
sont donc nommeées sous-mailles. Il existe trois grands types de modélisation sous
maille : la modélisation fonctionnelle, la modélisation structurelle et la modélisation
mixte (cf. Sagaut [59]). La modélisation fonctionnelle consiste a ne pas modéliser di-

rectement le tenseur sous-maille mais son action. Par exemple, Smagorinsky [61]

35
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Turbulent spectrum numerical resolved part modelled part
g g g
2 2 2
a2 a a
H H <
g _ 3 . 5
Loa(Freauencv) Log(Frequency) Log(Frequency)

B s sz isotropic scales,
< < ] subgrid scale models
g g g

= + -

i

Log(Frequency) Log(Frequency) Log(Frequency)

Fia. 2.1 - Comparaison entre les méthodes RANS et SGE (cf. Ruprecht et al [58])

assimile son action a un effet visqueux dépendant de l’espace et du temps. La
modélisation structurelle consiste a estimer directement le tenseur sous-maille. Par
exemple, le modele de Bardina [1] qui est basé sur I'hypothese de similarité d’échelle
propose d’assimiler la structure statistique des tenseurs sous-mailles a celle des ten-
seurs équivalents construits a partir des plus petites échelles résolues [59]. Enfin,
les modeles mixtes prennent en compte a la fois les modélisations structurelles
et fonctionnelles. Cependant, comme a ce jour, il n’existe pas encore de théorie
précise qui définirait exactement 'action des petites échelles, les modélisations sous-
mailles telles qu’on les mentionne auparavant restent aventureuses. C’est ainsi que
des modeles comme le modele Leray-a (cf. Cheskidov et al [11]) ou le modele
Leray-déconvolution (cf. Layton-Lewandowski [36]) ont émergés. Ces modeles, lors-
qu’on les écrit sous la forme d’'une SGE classique, font apparaitre un tenseur sous-
maille comme les autres modeles mais leur avantage est que 1'on n’a pas besoin de
modéliser le tenseur sous-maille explicitement. En effet, ces modeles étant issus de
la théorie de régularisation de Leray [41] peuvent s’exprimer directement en rem-
placant dans les équations de Navier-Stokes, la vitesse advective soit par la vitesse
filtrée dans le cas du modele Leray-a soit par la vitesse déconvolée dans le cas
du modele Leray-déconvolution. Pour calculer la vitesse déconvolée dans le modele
Leray-déconvolution, on utilise 'algorithme de déconvolution de Van-Cittert [16]

qui est aussi utilisé dans le modele ADM d’Adams et Stolz [62]. Les techniques de
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déconvolution pour les méthodes de SGE ont été initiées par Léonard en 1974 [40]
et ont été depuis un peu mises a 1’écart par des techniques de modélisation sous-
maille faisants appel a une viscosité turbulente (Smagorinsky) jusqu’a la mise en
évidence du travail d’Adams et Stolz [62]. On détaillera les modeles ADM, Leray-«

et Leray-déconvolution dans les sections suivantes.

Enfin, on montre sur la figure 2.2 les effets de la filtration sur un signal turbulent.
Le signal turbulent filtré est représenté en gras. La filtration provoque un ”lissage”

du spectre en supprimant les hautes fréquences.

F1Gg. 2.2 — Effet de la filtration. Le signal turbulent filtré est reprsenté en gras (cf.
C. H. Moeng - NCAR)

2.2 Présentation de quelques modeles SGE

Dans cette these, on étudie en détail une version adaptée a des conditions aux li-
mites non périodiques avec tension superficielle du vent du modele Leray-déconvolution
de Layton-Lewandowski [36]. Ce modele est basé sur une régularisation de type Leray
des équations de Navier-Stokes [41] et sur un processus de déconvolution. On com-
mence dans cette section par décrire le modele ADM (Approximate Deconvolution
Model) d’Adams et Stolz [59] qui est basé sur le méme processus de déconvolution.
Puis on décrit le modele Leray-ov de Cheskidov et al [11] qui est basé sur une
régularisation de type Leray des équations de Navier-Stokes et sur une filtration
de type a tout comme le modele de Leray-déconvolution de Layton-Lewandowski.
Enfin, on présente le modele Leray-déconvolution dans sa version établie dans [36]
et dont I’adaptation a des conditions aux limites non-périodiques sera ’objet de la

troisieme partie de cette these.
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2.2.1 Modeéele ADM

On présente dans cette section le modele ADM d’Adams et Stolz [62]. On montre
en particulier comment il a été établi. On détaille le processus de déconvolution qui

sera repris dans le modele Leray-déconvolution de Layton-Lewandowski [36].

Les équations considérées par Adams et Stolz dans [62] sont les équations de
Navier-Stokes adimensionnalisées pour une fluide incompressible non-pesant. Ces
équations sont rappelées ci-dessous : (Vi =1,2,3 et Vj = 1,2,3)

ou;  Owu;  Op 1 0%u;

=0
ot ox; Ox; R, Oxp0xy ’

(2.2.1)
8ui
83:1-

ou R, est le nombre de Reynolds qui caractérise le rapport entre les forces d’iner-

=0.

tie et les forces visqueuses.

On filtre les équations du systéme (2.2.1) avec un filtre qui est basé sur une
opération de convolution. On ne détaillera pas le filtre ici (pour plus de détails
sur le filtre se référer aux articles d’Adams et Stolz [59] et Vasilyev et al [68]) car
ce n’est pas l'objet de cette section. En effet, il s’agit ici d’introduire le processus
de déconvolution dans le but de présenter apres le modele de Leray-déconvolution
de Layton-Lewandowski. On suppose que 'on a commutativité avec la dérivation
spatiale pour les termes de pression et de diffusivité. Les équations filtrées peuvent
alors s’écrire (Vi =1,2,3 et Vj = 1,2,3)

ouw; Owm; Op 1 O

=0
ot dx; Ox; R, OxpOxy ’

(2.2.2)
ou;
8:1;2-

ou u; et p sont les variables filtrées qui correspondent aux grandes échelles.

=0.

3u,-uj

Dans le systeme d’équation (2.2.2), le probleme c’est le terme non-linéaire )
Lj
En effet, il ne peut pas étre exprimé de facon exacte a partir seulement de u; et p.

Alors, on va chercher a le modéliser.

Oﬁidj _ auiuj

ij 8mj ’

On pose 0; = Alors le systeme (2.2.2) peut s’écrire : (Vi =1,2,3

et Vj =1,2,3)
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81@- 81Iiu_j 8}5 1 82111‘ . aﬁiu_j 3uiuj

ot ' Ox; | Ox; Re Oxpdry  Ox;  Oxy

(2.2.3)
ou;
8@

= 0.

Le terme o; représente I'influence globale des échelles sous-mailles (ie. les petites

échelles) sur la dynamique des grandes échelles représentées par w; et p.

L’idée du modele ADM est alors d’approximer la quantité u; du terme non-

linéaire par la quantité v} qui définie par (Vi =1,2,3)

ol

— u} est le champ de vitesse déconvolé

— @ est un opérateur de déconvolution défini par (cet opérateur a été suggéré
pour la premiere fois par Van-Cittert [16] pour une application en traitement

du signal)

N

Qv=) (I-G)’~G"! (2.2.5)

v=0

ou G est I'opérateur de filtration défini par u; = G * u;

et donc

uf = Qn * U = U + (U — ;) + (U — 20 + ;) + - = 30 — 3 +u; + ... (2.2.6)

Si GG est inversible, il peut étre décrit comme une série infinie. On coupe cette série
N

a N et on obtient Qy comme approximation de G~!. La série Z(H — G)” converge

v=0
si || I -G ||< 1. La troncature des itérations de déconvolution, qui correspond a la

troncature des séries est bien connue pour la régularisation de problemes mal-posés
(cf. Bertero et Boccacci [7]). Adams et Stolz montrent que pour N = 3 les résultats
donnés par le modele sont acceptables et que pour N > 5, il n’y a pas d’amélioration
significative des résultats. Ainsi, les simulations proposées par Adams et Stolz sont

faites avec N = 5.
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Les auteurs approximent alors o; par (Vi =1,2,3 et Vj =1,2,3)

Juiur  Juiul
al’j an ’
et le systeme (2.2.2) peut alors s’écrire comme (Vi = 1,2,3 et Vj = 1,2,3)

(2.2.7)

ou; Oujui 9p 1 Oy

ot 8xj axz Re 8xk8xk -

(2.2.8)
o

= 0.
83355

Pour modéliser I'action des échelles sous-mailles (ie. petites échelles) sur les
grandes échelles, on ne peut pas se contenter de remplacer u; par u; dans le terme
non-linéaire, il faut introduire au membre de droite des équations de Navier-Stokes

adimensionnalisées et filtrées écrites dans (2.2.8) un terme de relaxation défini par

—AN,(I—Qn Q) *xu; (2.2.9)
ou :
e A, est strictement positif

o (I — Qn * G) est semi-définie positive

A, est une fonction de I'espace et du temps et est déterminée par une procédure
dynamique c’est-a-dire que ce parametre est obtenu a partir de la connaissance des

mouvements a grandes échelles.

On notera que ce terme de relaxation modélise le role dissipatif des échelles

sous-mailles.

Appliquer un terme de relaxation revient a appliquer un deuxieme filtre a u; a
chaque pas de temps. Le noyau de ce second filtre serait QQn * G. Ce deuxieme filtre
n’affecte pratiquement pas les grandes échelles car la fonction de transfert du second

filtre @;@ vaut environ 1 pour les grandes échelles.
Ainsi, le systeme (2.2.8) devient
ow; Ouiv; 9p 1 O

T A (= 7
ot ' oz; | 0x  R. Owrdzy ull = Qu Q) i

(2.2.10)
o,
6@»

:O,



CHAPITRE 2. MODELES SGE 41

et c’est ce systeme que l'on appelle modele ADM d’Adams et Stolz.

A ce jour et a notre connaissance, ce modele n’a pas encore été utilisé pour
étudier la turbulence océanique. En revanche, il a servi a I’étude de la turbulence
atmosphérique (cf. Chow [14], Chow et al [15]) et s’est révélé simple a implémenter

numériquement.

2.2.2 Modele Leray-«

Ce modele est basé sur la technique de régularisation de Leray. Leray (1934, [41])
propose pour des raisons autres que celles liées a la simulation des grandes échelles
de remplacer la vitesse advective par une vitesse régularisée dans les équations de
Navier-Stokes. Grace a cette technique, il montre l'unicité et la régularité de la
solution du systeme régularisé et aussi la convergence de cette solution vers la solu-
tion des équations de Navier-Stokes originelles sous certaines hypotheses. Le systeme
régularisé de Leray nous permet d’obtenir une représentation réduite de I’écoulement

turbulent et peut s’apparenter a un modele de simulation des grandes échelles.

On commence par présenter le modele Leray-a tel qu’il est donné dans I'article
de Cheskidov et al [11]. Ce modele équivaut au modele régularisé de Leray dans
lequel on a remplacé le champ de vitesse régularisé par le champ de vitesse filtré.
Le modele Leray-a de Cheskidov et al [11] est défini par : (il s’agit des équations
de Navier-Stokes régularisées au sens de Leray et adimensionnalisées pour un fluide

non-pesant incompressible) (Vi = 1,2,3 et Vj = 1,2, 3)

aja]’ - O,
1 (2.2.11)
8tu2- + ﬂjﬁjui + &p — EA’L% =0.
ou
— u; est le champ de vitesse
— 1u; est le champ de vitesse régularisé
— p est le champ de pression

— R, représente le nombre de Reynolds

Dans le modele Leray-a, on considere le champ régularisé de vitesse u; comme
un champ filtré de vitesse obtenu apres application d’un opérateur de filtration GG

au champ de vitesse u;. L’opérateur de filtration est défini par :

= Gw), u=G (). (2.2.12)
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Dans ce modele, on utilise un filtre différentiel dont les premieres expressions ont
été données par Kampé de Feriet-Betchov (1951, [18]) et Germano (1986, [22]). Il
s’agit de considérer le champ filtré de vitesse u; comme étant la solution particuliere

de I’équation

u; = U; — oA, (2.2.13)

ce qui nous amene a l'expression de 'opérateur de filtration G suivante

1

Gzl—aQA’

(2.2.14)

Afin de bien montrer la connexion avec les modeles de simulation des grandes
échelles "classiques”, on va réinterpréter le systéme (2.2.11) en terme de modele
sous-maille (cf. Guerts et Holm [23]). Pour cela, on remplace dans les équations de
Navier-Stokes adimensionnalisées du systeme (2.2.11) le champ de vitesse par son
expression en fonction du champ de vitesse filtré donnée par (2.2.12). Ainsi la dérivée
par rapport au temps peut s’exprimer comme dyu; = 0;(G~(u;)) = G~1(9,u;) et le
terme non linéaire, grace aussi a 0;u; = 0, peut s’écrire comme u;0;u; = 0;(U;u;) =
9j(u;G~*(u;)). Afin de faire apparaitre explicitement les grandes échelles, on ajoute
un terme nul au terme non linéaire tel que dorénavant il puisse s’écrire comme
u;05u; = 0;(u;G~H(w;)) + GH0;(wy)) — G=H(9;(wiy)).

Alors, Vi = 1,2,3 et Vj = 1,2,3 , les équations de Navier-Stokes adimensionna-

lisées du systeme (2.2.11) peuvent s’écrire comme

1
G~ (0u; + 0j(uju;) + Oip — EAai) = —0;(w;G "' (u;) — G (u;m;))  (2.2.15)

En multipliant (2.2.15) par G, il vient
_ o 1
Ol + a](u]uz) + a@p — EAUZ = —8j (mg) (2216)

ol mg est le tenseur sous-maille associé au champ de vitesse qui est défini par

mg - G(ﬂjGilCL_Li) - G71<ﬂjﬂi)) == G(%Gil(ﬂl)) - ﬂj’ai - ﬁjui - ’ij’lji (2217)
L’expression (2.2.16) nous montre que le modele Leray-a tel qu'il est écrit dans
(2.2.11) peut s’apparenter a un modele de simulation des grandes échelles ” classique”

avec la présence d'un tenseur sous-maille ().
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A Tinverse des modeles SGE 7classiques” ou 'on devrait modéliser le terme
G
5
modélisation et donc on n’introduit pas d’approximations supplémentaires. En effet,

sous-maille m;:, avec le modele Leray-a, on n’a pas besoin d’avoir recours a cette
I'expression (2.2.16) étant équivalente a I'expression (2.2.11), on peut directement
étudier (2.2.11), ce qui nous permet de ne pas avoir recours a la modélisation du ten-
seur sous-maille. De plus, 'expression (2.2.11) est beaucoup plus facile & implémenter

numériquement que expression (2.2.16).

On note que le modele Leray-a a été déja testé dans des cas océaniques comme
dans les travaux de Holm et al [31] et de Hecht et al [29], [30]. Les résultats de ce
modele ont été a chaque fois comparés aux résultats donnés par le modele LANS-«
de Foias et al [20].

On compare dans la troisieme partie de cette these les résultats donnés par
le modele Leray-a a ceux donnés par le modele Leray-déconvolution adapté a des

conditions aux limites non-périodiques avec tension superficielle du vent.

2.2.3 Modele Leray-déconvolution

Dans cette section, on présente le modele Leray-déconvolution de Layton et Le-
wandowski [36]. Ce modele est basé sur le méme filtre différentiel que le modele
Leray-a et il utilise aussi le méme principe de régularisation de Leray que le modele
Leray-a. La différence entre ces deux modeles résulte dans le traitement de la vi-
tesse advective. Le modele de déconvolution utilise une vitesse déconvolée a 1’ordre
N tandis que le modele Leray-« utilise une vitesse filtrée. Cette vitesse déconvolée
est obtenue grace a l’algorithme de déconvolution de Van-Cittert [16] dont il est déja
question dans le modele ADM d’Adams et Stolz [62].

Les modeles ADM et Leray-déconvolution sont similaires dans le fait qu’ils uti-
lisent tous les deux un terme déconvolé mais ils sont différents sur beaucoup de
points. Le modele Leray-déconvolution est basé sur un filtre différentiel, ce qui n’est
pas le cas du modele ADM. De plus, le modele ADM utilise une modélisation sous-

maille explicite, ce qui n’est pas le cas du modele Leray-déconvolution.

On commence par montrer le lien entre le modele de Leray-déconvolution et les
modeles de simulations de grandes échelles classiques. Le modele Leray-déconvolution
donné dans [36] est défini par : (Vi =1,2,3 et j =1,2,3)
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8juj = 0,
1

e

(2.2.18)

ol

— u; est le champ de vitesse,

— Hpy(u;) est le champ de vitesse déconvolé,

— p est le champ de pression,

— R, représente le nombre de Reynolds qui caractérise le rapport entre les forces

d’inertie et les forces visqueuses.

On rappelle ci-dessous comment est calculé le champ de vitesse déconvolé H y (u;)
(Vi=1,2,3).

ou
N

~ Dy = Z(]I—G)” ~ G (G est opérateur de filtration définit par @; = G*u;
v=0

et u; est le champ de vitesse filtré),
— 4, est solution de —a?Au; + u; + V71 = u; (V7 est un gradient de pression

artificiel).

Le modele (2.2.18) est similaire au modele Leray-a décrit dans la section précédente
dans le sens ou il est basé sur une méthode de régularisation de Leray et qu’il utilise
le méme filtre différentiel. Ainsi, pour le mettre sous la forme d’un modele SGE
classique on peut se baser sur l'expression (2.2.16) du modele Leray-a et ensuite
approximer le champ de vitesse u; par le champ déconvolé Hy(u;) dans le terme
non-linéaire. Ainsi, on obtient 'expression (2.2.20) (Vi = 1,2,3 et Vj = 1,2,3).

1
Oty + 0;(Hn (uj) - Hy(u;)) + 0;p — EM" = —aj(rfj) (2.2.20)

ol rg est le tenseur sous-maille associé au champ de vitesse qui est défini par

i = Hy(uj) - Hy(u;) — Hy(uy) - Hy(u;). (2.2.21)

La formulation (2.2.20) montre que le modele de déconvolution peut étre vu
comme un modele de simulation des grandes échelles ”classique”. Avec ce modele,

tout comme avec le modele Leray-a, on n’a pas besoin de modéliser explicitement
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le tenseur sous-maille Tg car les expressions (2.2.18) et (2.2.20) sont équivalentes.
Ainsi, la formulation (2.2.18) nous permet de calculer le tenseur sous-maille sans
avoir besoin de le modéliser. C’est plus précis et plus pratique que les modeles SGE

classiques.

Le modele Leray-déconvolution tel qu’il est présenté dans cette section a été
étudié mathématiquement [36] dans le cas périodique. Layton et Lewandowski prouvent
dans un premier temps l'existence et I'unicité d’une solution réguliere a (2.2.18) puis
il montre que pour un « fixé, la solution de (2.2.18) converge vers une solution faible
de équations de Navier-Stokes lorsque le nombre de déconvolution N tend vers I'in-
fini.

A ce jour et a notre connaissance, le modele Leray-déconvolution n’a pas encore
été testé dans des cas océaniques et c’est 'objet de la troisieme partie de cette
these. On adaptera ce modele a des conditions aux limites non-périodiques avec
tension superficielle du vent. On étudiera cette nouvelle version du modele Leray-

déconvolution tant d’un point de vue théorique que numérique.
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Deuxieme partie

ETUDE DE MODELES DE
TYPE URANS

A7






Orientations générales

On étudie dans cette partie différents modeles de turbulence de type URANS (cf.
chapitre 1, partie 1). On compare tant d'un point de vue théorique que numérique un
nouveau modele R224 a deux modéles existants, le modéle de Pacanowski et Philander
[53] (cf. section 1.3.1.1, chapitre 1) et le modele de Gent [21] (cf. section 1.3.1.2, chapitre
1). On commence par une étude théorique visant a comparer ces trois modéles dans une
situation d'équilibre. Puis on présente plusieurs expériences numériques. La premiere
ayant pour but de valider le code de calcul créé afin de pouvoir faire ces expériences
et la deuxieme visant a montrer la capacité du nouveau modeéle a simuler la couche de
mélange. Ensuite, on présente un cas qui montre les limites des deux modeles existants
et qui met en lumiére |I'amélioration apportée par le nouveau modele. Enfin, on concluera
dans un dernier chapitre sur les avantages et inconvénients de ce nouveau modéle et on

présentera les perspectives.
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Chapitre 3

Position du probleme

3.1 Introduction

On modélise dans cette partie la couche de mélange océanique, localisée dans
la partie subsurface de 'océan, par des modeles de turbulence de type URANS (cf.
chapitre 1). La formation de cette couche est la réponse aux échanges de surface avec
I’atmosphere. En effet, des phénomenes tels que 1’évaporation, les précipitations, le
chauffage solaire ou encore le vent en surface, agissent sur 'océan. Cette couche a
pour principale caractéristique d’étre de densité quasi-constante. En deca de cette
couche, se situe une zone a fort gradient de densité appelée pycnocline. On s’intéresse
ici a une zone géographique située a l’équateur, dans la partie Ouest de l'océan
Pacifique, appelée la West-Pacific Warm Pool. Cette zone, comme son nom l'indique,
est constituée par des eaux chaudes, dont la température est quasi-constante tout au
long de I’année, oscillant entre 28 et 30°C' selon les endroits. En effet, les alizés qui
soufflent d’Est en Ouest, repoussent les eaux de surface du Pacifique vers 1’ Australie
et les Philippines, créant ainsi un réservoir d’eaux chaudes ou la température et
le niveau de la mer sont plus élévées qu’a I’Est du bassin. En traversant 1'océan,
ces vents se chargent d’humidité, qu’ils liberent sous forme de fortes pluies sur ce
réservoir d’eaux chaudes. Ainsi, ces eaux sont aussi tres peu salées. On peut voir ce
bassin sur la figure 3.1 ou il correspond a la partie Est de la zone orangée, située
dans le Pacifique. Cependant, quelques fois, on constate la présence de coups de vents
d’Ouest entrainant d’importantes modifications dans les échanges océan-atmosphere.
Ces coups de vents engendrent entre autres une chute brutale de la température de
surface de 'océan et donc un approfondissement de la couche de mélange causé par

I’apparition de phénomenes convectifs.
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Sea Surface Temperature ('C)

-3

J

o
()}

FiG. 3.1 — Température de surface (cliché NASA)

3.2 Hypotheses et systeme d’équations considéré

On utilise une modélisation de la turbulence de type URANS (cf. chapitre 1)
pour faire cette étude. On part ainsi du systeme d’équation (1.2.9) établi au cha-
pitre 1 auquel on applique quelques hypotheses énoncées ci-dessous. Certaines sont

inhérentes a la région étudiée.

3.2.1 Hypotheses

On fait les hypotheses suivantes :

— Rotation nulle. On choisit de se placer au point géographique 0°N — 165°F
et donc on peut négliger le terme de coriolis car nous sommes a l’équateur
dans la West Pacific Warm-Pool. Cependant on est conscient du caractere un
peu restrictif de cette hypothese.

— Hypotheése d’homogénéité horizontale. Comme au point géographique
considéré la turbulence est principalement dominée par les flux verticaux, on
peut négliger tous les gradients horizontaux.

— Hypothése hydrostatique. On néglige 'accélération verticale au profit du
gradient de pression et des forces de gravité.

— Fluide parfait. On considere que 'on se trouve loin des parois, ce qui nous

amene a négliger les termes visqueux.
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3.2.2 Systéme d’équations considéré dans la suite

Apres application de toutes les hypotheses énoncées plus haut (cf. section 3.2.1)

au systeme (1.2.9) (cf. chapitre 1), il vient
Con o[, ony
o 9:\""9z) "

v 9 ( 0v\_,
o oz \ toz) 7

1 0p i (3.2.1)
ﬁ 82 g - Y
dp 0 ap
- _ = — | =0, pourt>0et —h<2z<0,
ot 0z (VQ&Z  pont e 2 °s
\
ou
— (u,v) est le champ moyen des vitesses,
— p est le champ moyen de pression,
— p est le champ moyen de densité,
— 11 est la viscosité turbulente et vy est la diffusivité turbulente,
— g est I'accélération de la pesanteur.
et on applique les conditions aux limites suivantes :
> U=1U, UV="1p, P= P enz:—h,
(3.2.2)
> V@ﬂ PaVa y(% paVy 1/8_ Q enz=
18 - 00 ) 182 0 ) 28 - -

ol

— pg est la densité de lair,

— po est la densité de référence de 1'océan,

— (@ est le flux de flottablité,

— V, et V,, sont les composantes zonale et méridienne du forcage exercé par le

vent & la surface.

Dans (3.2.1) et (3.2.2), la variable h représente la profondeur du domaine considéré.
La circulation en deca de cette profondeur étant supposée connue soit a partir d’ob-
servations soit a partir de résultats numériques, on utilise des conditions aux limites
de type Dirichlet en z = —h. Les intéractions océan-atmosphere sont modélisées par
V et Q qui représentent respectivement les effets du vent, des flux d’eau douce et

de chaleur en surface. L’expression de V (V = Cp |U°[*, ot Cp est le coefficient
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de frottement et U?, la vitesse de l'air en altitude) est donnée telle que la tension
du vent a la surface soit égale a 7 = p,V, ou p, est la densité de l'air. V, et V,
représentent respectivement les composantes zonale et méridienne de V. Ces valeurs

sont calculées a partir des données expérimentales.

On applique par ailleurs les conditions initiales suivantes

U=y, U=70y, p=po. (3.2.3)

obtenues a partir de données in-situ commentées tres largement dans la section

5.2.3. Ces données sont disponibles a partir du site internet :

http ://www.pmel.noaa.gov/tao .

3.2.3 Objectif

Notre objectif est de tester différents couples de viscosité et diffusivité turbulentes
(v1, 12). On compare un nouveau couple a deux couples existants bien connus sous
les noms de modele de Pacanowski et Philander [53] et de modele de Gent [21]. Les
formulations mathématiques de ces 3 couples sont données ci-apres (la variable R
représente le nombre de Richardson de gradient défini par 1’équation (1.3.11), cf.

chapitre 1) ainsi que leurs représentations graphiques (cf. figures 3.2 et 3.3).

R213 : Modéle de Pacanowski et Philander [53]

b v (R
I/l(R) =a + m m2.s_1, I/Q(R) = ag + 1 :—<5)R mQ.s_l. (324)
oua; = 1.10’4, by = 1.10’2, as = 1.1075.
R23 : Modele de Gent [21]
_ by 2 —1 _ by 2 —1

Vl(R) =ay + m m-.s -, I/Q(R) = as + m m-.s . (325)

otta; =1.107%, b = 1.1071, ay = 1.1075, by = 1.10 1.

R224 : Nouveau modele [6]

bl _ 1% (R) _
l/l(R) =ay + m m2.s 1, VQ(R) = as + (1 _}1_ 5R)2 2 ! (326)

ou a; = 1.10_4, b1 = 1.10_2, [ ]_.]_0_5.
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Chapitre 4
Analyse Mathématique

On fait dans ce chapitre une analyse mathématique des solutions d’équilibre du
systeme (3.2.1). On considere ainsi la version stationnaire du systeme (3.2.1). On
commence par étudier I'existence et I'unicité des solutions d’équilibre du systeme
(3.2.1) puis on étudie la stabilité mathématique de ces solutions. Les résultats

présentés dans ce chapitre sont publiés dans Bennis et al [5] [6].

4.1 Etat d’équilibre

On montre dans cette section un résultat d’existence de solutions d’équilibre du

systeme (3.2.1) dans le cas stationnaire et d’unicité dans le cas du modele R224.

Théoreme 4.1.1 Le systéme (3.2.1) dans le cas stationnaire admet au moins une
solution d’équilibre réguliére sur [—h,0] pour chaque modéle. Dans le cas du modéle
R22/ (cf. équation (3.2.6)) cette solution est unique.

Preuve. Les solutions d’équilibre du systeme (3.2.1) satisfont le systeme (4.1.1)

suivant : (sachant que la pression est donnée par la relation hydrostatique)

( % (yl (R) %) —0,
% <1/1 (R) %) =0, (4.1.1)
\ % (1/2 (R) 2—9 = 0.

avec les conditions aux limites

o7
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U= Up, V="Up P= P eHZ:—h,
Ot v oo v op (4.1.2)
gu _ PaVz gU _ Paly or _ _

v1 (R) o Po , v (R) P P Ve (R) 5 Q enz=0.

En intégrant (4.1.1) par rapport a z et en se servant des conditions aux limites

a la surface (cf. équations (4.1.2)), il vient

( ou  Vipa
n (R) % = o ;
ow  V,p,.
AR ;—f, (4.1.3)
dp
L 1] (R) & = Q
_9 .9
po 0z

Et comme R = on peut déduire du systeme précédent une

ou\' L (00)”
0z 0z

équation implicite pour R :

9Qpo (1 (R))’

R=- )
Pa(Vi+ V7)1 (R)

(4.1.4)

ou encore

(R _ PV
%) (R) 9Qpo

L’équation (4.1.5) est une équation de point fixe pour R. Si cette équation a

(4.1.5)

des solutions alors ces solutions (notées Rf, ou k = 1..N et N est le nombre de
solutions), qui correspondent aux flux @, V, et V,, permettent de déterminer les
solutions d’équilibre (ie. solutions de (4.1.1)). On a autant de solutions d’équilibre

que de solutions de (4.1.5).

Lorsque le nombre de Richardson d’équilibre (R¢) est connu, on peut déterminer
les profils d’équilibre de la vitesse et de la densité par intégration suivant z des
équations (4.1.3). En prenant en compte les conditions aux limites (cf. équations

(4.1.2)), on obtient alors les profils suivants :

(z+h), (4.1.6)
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e = M z

0 (2) = vy + oot () (z+h), (4.1.7)
e\ Q
P (Z) —pb—i-m (Z+h) (418)

py = B e e (4.1.9)
o RV

C =
9Qpo

(4.1.10)

Pour chaque modele, le nombre de solution de (4.1.5) est controlé par la valeur

de la constante C' et plus particulierement par celle du ratio r = On

V2 iLy2
observe sur les figures 4.1 et 4.2 les solutions de (4.1.5) produites par xle: mZJ()déles
R213 (cf. équation (3.2.4)), R23 (cf. équation (3.2.5)) et R224 (cf. équation (3.2.6)).
Les solutions de (4.1.5) se trouvent aux intersections des courbes h(R) et k(R). On
observe que le nouveau modele (R224) produit une solution de (4.1.5) unique quel
que soit le signe de (). Par contre les modeles R213 et R23 produisent plusieurs
solutions pour ) > 0 et ) < 0. On note que dans le cas de ) < 0, la multiplicité
des solutions de (4.1.5) est du au fait que pour ces modeles la diffusivité v5 peut
devenir négative, ce qui rappelons-le n’est physiquement pas réaliste. On peut donc
conclure que lorsque I'on utilise le modele R224 dans le systéme (4.1.1), on obtient
une solution d’équilibre unique quel que soit le signe de (). Par ailleurs, on peut
conclure que l'utilisation des modeles R213 et R23 dans le systeme (4.1.1) produit
des solutions d’équilibre qui peuvent étre multiples pour ) > 0 et ) < 0. La preuve
est finie. |

Remarque 4.1.1 L’existence d’une solution dans le cas d’évolution est un probleme

ouvert.



4.1. ETAT D’EQUILIBRE 60

R213

——h(R), <0
——k(R)
- - —h(R), @>0

L L L L
-0.2 -0.1 [ 0.2

70.‘3 0.1
Nombre de Richardson (R)

L L L L ) L
-0.2 -0.1 [ 0.2 0.3 -0.5 -0.4

70.‘3 0.1
Nombre de Richardson (R)

L
-0.5 -0.4

FiG. 4.1 — Solutions d’équilibre : modéle R213 a gauche et modele R23 a droite.

R224

\ A p— h(R), Q<0
—k(R)

0.0151 \

\ / - — —h(R), @>0

0.01[

0.005 -

L )
15 2

-1 -0.5 0 05 1
Nombre de Richardson (R)

Fi1G. 4.2 — Solutions d’équilibre pour le modéle R22/.

Illustration numérique. On présente maintenant un exemple de calcul précis
du nombre de Richardson d’équilibre (ie. solution de (4.1.5)) correspondant au va-

leurs numériques (voir section 5.3.1, chapitre 5.3, pour plus de détails sur ces valeurs)

V,=3510"m?s7?, V,=9710"m?s % Q=-110"C kgm*s"" (4.1.11)

qui traduisent une situation de stabilité statique. Comme dans la suite, on
comparera les solutions d’équilibre correspondantes a ces nombres de Richardson
d’équilibre a des solutions d’équilibre réalistes (cf. section 5.3.1, chapitre 5.3), on se
place dans des conditions physiquement réalistes en ne considérant pas les cas ou v,

devient négative. On observe sur les figures 4.3 et 4.4 que chaque modele produit
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alors un nombre de Richardson d’équilibre (Re) (ie. solution de (4.1.5)) unique, ce

qui est en accord avec les conclusions précédentes.

R213 Modéle R23
005 012
y —h@®) —h(R)
00451 K(R) K(R)
01
004
0.035
008}
003
0.025 0.06 _
0.02- Re =0.20796 "’/
004} -
0015 y _
0.01 Re =0.050928
4 0.02f
_
0.005
L J 0 - L L L L L L L L L J
04 05 o 005 o1 015 02 025 03 03 04 045 05

0‘,1 0‘.2 0‘.3
Nombre de Richardson (R) Nombre de Richardson (R)

v
-0.1 0

FiG. 4.8 — Solutions d’équilibre : modéle R213 a gauche et modele R23 a droite.

0.035
—h(R)
0.081
i

0.025-
|

Re =0.063935 |

L L L L
-05 0 0.5 1 15

=
Nombre de Richardson (R)

L
-2 -15

Fi1G. 4.4 — Solution d’équilibre pour le modele R224.

4.2 Stabilité linéaire des solutions d’équilibre

On étudie maintenant la stabilité mathématique des solutions d’équilibre. Pour
cela, on applique a l'instant ¢ = 0, une perturbation a la solution d’équilibre et on

regarde son évolution au cours du temps. Si la perturbation s’amplifie au cours du



4.2. STABILITE LINEAIRE DES SOLUTIONS D’EQUILIBRE 62

temps, cela signifie que la solution d’équilibre considérée est instable mathématiquement.
A Tinverse, si la perturbation s’atténue au cours du temps, cela veut dire que la so-

lution d’équilibre considérée est stable mathématiquement.

Théoréeme 4.2.1 Lutilisation de tous les modeéles dans (4.1.1) produit des solutions
d’équilibre mathématiquement stables pour R® > 0. En revanche pour R® < 0, quels
que soient les modeles utilisés dans (4.1.1), il existe des valeurs de R® pour lesquelles

les solutions d’équilibre sont mathématiquement instables.

Méthode utilisée dans la preuve. On commence par déterminer une équation
d’évolution pour la perturbation. Puis a partir de cette équation, on détermine le
comportement dans le temps de la perturbation en utilisant des criteres objectifs.
Et ces criteres nous permettent d’établir analytiquement un diagramme de stabilité
des solutions d’équilibre obtenues apres utilisation de chaque modele dans (4.1.1) et

pour chaque valeur du nombre de Richardson d’équilibre.

Preuve. On ajoute a Uinstant initial, ¢ = 0, une perturbation (u, v;, py) a la
solution d’équilibre (u¢, v¢, p¢) tel que maintenant la solution a 'instant initial soit

définie par

(’IEO?@O?IEO) = (ﬂe7687ﬁ6) + (ﬁ()v@é’ﬁg) (4'2'12)

Soit & 'instant ¢,
(u,v,p) = (0% p°%) + (@, v, p) (4.2.13)

et on rappelle que les solutions d’équilibre (u®, v¢, p¢) verifient les relations sui-

vantes :

9
0z
0 81}6

0 0
\&(V Z) 0.

Ou v§ = 1y (R°) et v§ = vy (R®) sont deux constantes positives.

Maintenant, on cherche a établir les équations d’évolution correspondant %u_x
perturbations (@',?, p’). Pour cela, on introduit des nouvelles variables, 1) = gp

0z’
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0= % et 0= % et le nombre de Richardson peut alors étre mis sous la forme :
Re-9 Y R0 (4.2.15)
po (6% + 53?)

et donc les viscosités turbulentes sont des fonctions de (6, 3, ).

Ainsi, en remplagant (u,v,w) par son expression donnée par (4.2.13) dans le

systéme (3.2.1), on obtient les équations d’évolution pour les perturbations (@', v', @")

suivantes :
ou’ 0
o~ 52 n(0.8.%) (0°+0) =0
ov’ 0
S~ 5 1 (0.5,4) (8 + ) =0, (4.2.16)
aﬁ, 8 e / _
\ E—a( v (0,8,v) (¥ + ') =

On cherche maintenant des critéres objectifs nous permettant de déterminer
I’évolution des perturbations (@', ', ') au cours du temps. A cette fin, il est nécessaire
de mettre le systeme (4.2.16) sous une forme plus appropriée.

On pose F = vy (0, 5,1) — vy (6%, 8%,10°) et G = 15(0, 3,1) — v, (0%, 3%,14°). En
appliquant la formule de Taylor a F et a G, on obtient :

0 0 0
F=(0—0°) 5 (0,005 H(3 = %) 3 (05050 +(0 =) Zo0 (0°,5°, 00+
(4.2.17)
et
[ 81/2 [ € e e a 2 [ € e e e [
G=(0—6°) 55 (0%,5%0)+(5 = %) 5 (0% 5% 9+ (0 - @D)W (0°, B°, )+
(4.2.18)
et 'on a pour k =1,2:
(06,56,#}5),0,:0—06 B=p-p6° Y =9 —y°. (4.2.19)
al/k © &/k e e 81/k ‘ 8Vk e e al/k © &/k e e
(5e) =S (G2) = (52) =52 @),
(4.2.20)

Maintenant, on remplace v; et v, par leurs développements de Taylor (cf. équations
(4.2.17) et (4.2.18)) dans le syteme (4.2.16) en ne retenant que les termes du premier

ordre. Alors les équations approximées pour (@', ?’, p') sont les suivantes.
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e ()2 () )2 (2 )
20 )l ()2 () )
o (e (@) ) (e () ) (e (B2) ) ) =
En prenant, W
@) ) )
a- o (5) wer(G) (5 | v- Al
20 K 90 g

6V2

o (2

op

8V2

(G (8_9

le systeme (4.2.21) peut se mettre

pas de z.

ov. 0

ot 0z

ov

(4%

0z

sous la forme (4.2.22) puisque A ne dépend

>:

o
022

ov

e = 0. (4.2.22)

Supposons que la matrice A soit diagonalisable et notons (A1, Ay, A3) les valeurs

propres de A. Alors A est égale & P~'DP, ot D est une matrice diagonale dont les

coeflicients sont : d11 = /\1, d22 = )\2 et d33 = /\3.

Si on prend un vecteur W tel que

W = PV alors ce vecteur vérifie le systeme

suivant :
( Ow, 0%y
ot M 022 0,
0 0?
4 8“22 W a:;? —0, (4.2.23)
8w 82103
ot A3 922 0

Le systeme (4.2.23) nous permet de mettre en évidence les criteéres objectifs qui

permettent de déterminer les zones de stabilité mathématique. Ces criteres sont :

Re(A1) > 0, Re(A2) > 0 et Re(A3) > 0, ce qui équivaut a
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det(A) >0, tr(A) >0 et tr(Adj(A)) > 0. (4.2.24)

o tr(A) =21 (R) + 1n(R)+ R(vy(R) — 2v1(R))
o det(A) = v (R)(1(R)v2(R) + Rvi(R)VA(R) — 2R (R)vi(R))
o tr(Adj(A)) = 2v1(R)ve(R)+2v1 (R)RVs(R)—215(R) Ry (R)+v1 (R)*—2v1 (R) Ry (R)

On note qu’il est aisé de voir que les criteres (4.2.24) sont valables méme si A

n’est pas diagonalisable, en utilisant par exemple un argument de densité.

A partir des criteres (4.2.24), on établit de maniere analytique le diagramme de
stabilité montré sur la figure 4.5. Lorsque tous les criteres énoncés dans (4.2.24)
sont vérifiés alors la solution d’équilibre est mathématiquement stable. Et quand
ils ne sont pas tous vérifiés, la solution d’équilibre est mathématiquement instable.
On observe que 1'utilisation de tous les modeles dans (4.1.1) produit des solutions
d’équilibre mathématiquement stables pour R > 0. Par contre, lorsque R°® < 0,

des solutions d’équilibre mathématiquement instables sont produites pour certaines

valeurs de R° et ceci pour tous les modeles. La preuve est terminée. [
Formulation R224
-
-037 -02
Formulation R213
L=
-3.13 -0.2 -01
Formulation R23
-2.25 -01 -—0.0524
-4 -35 —\'; —2‘.5 —IE -1 {5 -1 -0.5 (IJ 0{5 1

Nombre de Richardson

Fi1G. 4.5 — Régions de stabilité de la solution d’équilibre pour les 3 modeles. Région
cerclée : zone de mon-validité physique. Région rectangulaire : zone d’instabilité

mathématique.



4.3. RESUME 66

4.3 Résumé

On a montré dans ce chapitre que

— L’utilisation des trois modeles dans (4.1.1) produit au moins une solution
d’équilibre pour chaque modele utilisé. Celle-ci est unique, dans le cas du
nouveau modele, quelque soit les valeurs de ) et du nombre de Richardson.
Cependant, on ne sait pas prouver 'existence de ces solutions d’équilibre.

— Pour chaque modele utilisé dans (4.1.1), les solutions d’équilibre produites
sont mathématiquement stables pour R® > 0 et lorsque R° < 0, elles sont

mathématiquement instables pour certaines valeurs de R°.

Dans la suite, on simulera numériquement un état d’équilibre, en prenant un
temps égal a 10000 A, et on comparera les solutions d’équilibre obtenues par le calcul

numérique a celles obtenues par les équations (4.1.6), (4.1.7) et (4.1.8).



Chapitre 5

Etude Numeérique

5.1 Introduction

On compare maintenant les trois modeles de turbulence R213 (cf. équation
(3.2.4)), R23 (cf. équation (3.2.5)) et R224 (cf. équation (3.2.6)) dans le cadre
d’expériences numériques. On s’intéresse en particulier a la profondeur de la couche
mélangée simulée par le modele R224. On commence par donner quelques détails sur
le code de calcul que I'on a écrit afin de tester numériquement les trois modeles de
turbulence R213, R23 et R224. On détaille notamment les discrétisations utilisées et
on montre que notre schéma numérique est équivalent au schéma conservatif habi-
tuellement utilisé (cf. Bennis et al [4]). On détaille aussi les données in-situ dont on
se sert pour initialiser le code de calcul. Apres on présente les résultats numériques
obtenus en commencant par une validation du code de calcul faite en comparant les
solutions d’équilibre théoriques (cf. chapitre 4) et les solutions d’équilibre numériques
obtenues avec le code de calcul. Puis, on s’intéresse au comportement numérique des
modeles de turbulence R213, R23 et R224 dans le cas d'une couche de mélange in-

duite par le vent de surface en présence ou non de convection.

5.2 Vers une formulation discréte du probleme

5.2.1 Discrétisation spatiale

Soit le domaine 1D : Q = [—h, 0]. On utilise la méthode des différences finies (cf.
Lucquin [46]) pour déterminer numériquement les solutions approchées du systeme

(3.2.1). On considere le domaine discrétisé en espace §2; contenant N points z; espacés

67
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h
de 0z tel que 0z = 2z; — z;_1 et 0z = N 1 0z est le pas d’espace.

0z
-

Zi-1 2 Ziy1

1

Fi1G. 5.1 — Discrétisation spatiale

En chaque point z;, on cherche une approximation des champs moyens de vitesse
et de densité que 'on notera dans la suite : @;, v; et p;. On cherche aussi une
approximation de la viscosité turbulente et de la diffusivité turbulente en chaque
point z; que l'on notera respectivement v4); et 15);. On approxime dans le systeme
(3.2.1) les dérivées premieres par un schéma décentré amont d’ordre 1 et les dérivées
secondes par un schéma centré d’ordre 2. On obtient alors le systeme approché

suivant :

(Oui ()i —1)i1) (U= U1 )i Uie = 20 + Ui\ _
ot 5z 5z e (62)2 s

v (n)i—n)ic1\ (V= Vi) )i Vi1 — 20, + 021\ 0

ot 5z 5z i (62)2 -

op; B V)i — Va)i—1 ' Pi — Pi-1\ V)i - Pit1 — 2pi + pi—1 _0
| ot 5z 52 2 (62)? '
(5.2.1)

et v1); et 12); sont obtenues a partir du nombre de Richardson discrétisé au point

z; comme
R g0z [ Pi+1 — Pi } (5.2.2)
' Po (Wi+1)? — 21 + (U;)° + (Vig1)? — 20041 + ()
et a la surface (ie. en zy = 0), on utilise la discrétisation suivante :
RN__g.éz’[ PN — PN-1 ] (5.2.3)
po L(an)® = 2un—1iy + (Gn-1)* + (0n)” = 20810y + (Ov-1)°
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A partir de R; et grice aux équations (3.2.4), (3.2.5), (3.2.6), on peut calculer
les valeurs des viscosités et diffusivités turbulentes au point z; : v4); et vy);. Par

exemple, pour le nouveau modele R224, on obtient

b
(1+5R;)?

Vl)i

ATsE) (5.2.4)

V)i =ay + V)i = Qg +

ol ay, as, by sont des constantes connues (cf. équation (3.2.6)).

Et les valeurs approchées des champs aux bords (ie. a la surface, en zy = 0 et

au fond, en z; = —h) sont obtenues par :

» 4 la surface :

andz _ _ av 52’ _ _ (52
+ P ) + P Y 3 PN = PN-1 + Q
Pon)N VQ)N

UN = UN-1

9

(5.2.5)
» au fond :

Uy = up, V1 =70y, pP1= Po

5.2.2 Discrétisation temporelle

Le systeme (3.2.1) est instationnaire et donc on doit faire en plus de la discrétisation
spatiale, une discrétrisation temporelle, ce qui est 'objet de cette sous-section. On
partage U'intervalle temporel [0,T] en M — 1 sous-intervalles espacés de dt. ot est le
pas de temps. On cherche a approximer u;, v; et p; au temps t" = m.ét par u*, v"
et pi". On approxime la dérivée temporelle dans (5.2.1) par un schéma d’ordre 1 et

le systeme (5.2.1) devient

( -m+1 ~ m m —m-+1 —m-+1 —m+1 —m+1 —m+1
u; - )" — )ity Uy — U V)" Uiy — 20wty 0
_ R A S A L —
ot 0z ’ (62)? ’

Gt S G2V et 000 W 5 Y (0 Wl ek W Y
ot 5z 5z i (02)? ’
T (P et (AT AT e (PR 2 AT
\ ot 52 5z 2 (02)? ‘
(5.2.6)
avec les conditions initiales suivantes :
I_L? = aO? 1_}10 = 7_}07 ﬁ? = ﬁO' (527)
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Le schéma (5.2.6) est semi-implicite en temps puisque 'on utilise les valeurs de
v1); et de 1y); prises a l'instant t™ et ces viscosités et diffusivités sont calculées a
partir des relations (3.2.4), (3.2.5), (3.2.6) grace au nombre de Richardson pris au

point z; et a 'instant ¢" qui est défini par

R —

2

_9-52 ) [ Pit1 — P
Po (ufiy)?® — 2u"uiy + (a)? + (@ZLA)Q — 2070, + (0]

)2} (5.2.8)

et a la surface, on considere le nombre de Richardson suivant

0 ON — PN
R%:—g z [( PN — PN-1 2]

po L(ag)? —2ay_yay + (@y_,)* + (08)° — 2084 0% + (Tx_)

(5.2.9)

Les conditions aux limites a l'instant ¢" sont définies par :

> a la surface :

gmHl — gmHl | PaVadZ it i + PaVy02 m+l _ sml %
Uy = Uy ) Un = Uy Y PN = PN-1 Y
Pol1) N Pol1) N 2)N
> au fond :
-m+1 __ —m—+1 = -m+1 __ =
1 T Ups I 1 = Pb

(5.2.10)

Nous allons coder par la suite le schéma semi-implicite (5.2.6) afin de tester
numériquement les trois modeles de turbulence R213, R23 et R224 (cf. équations
(3.2.4), (3.2.5), (3.2.6)). Avant cela, on va montrer que le schéma (5.2.6) est équivalent
au schéma conservatif habituellement utilisé et apres on étudiera sa consistance. Pour
terminer avec I’analyse numérique, on écrira (5.2.6) sous forme matricielle afin de

pouvoir le coder plus facilement.

5.2.3 Données in-situ utilisées pour ’initialisation

On présente maintenant les données in-situ que 1’on utilise pour initialiser le code
de calcul. Elles nous donnent les valeurs de g, vy et po.
5.2.3.1 Le réseau d’observation TOGA

A la suite de I"épisode marqué d’ENSO (El Nino Southern Oscillation) de 1982-

83, la communauté scientifique internationale a décidé de lancer le programme
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TOGA (Tropical Ocean Global Atmophere observing system) visant a étudier les
intéractions entre les océans tropicaux et I’atmosphere globale a I’origine du phénomene
ENSO. Ce programme a débuté en 1985 et s’est achevé officiellement en 1994. La
région de la West Pacific Warm Pool présentant des intéractions océan-atmosphere
tres actives a fait I'objet d’une expérience spéciale, I'expérience TOGA-COARE
(Nov. 1992 - Fev.1993). Le programme TOGA a permis la mise en place d'un réseau
opérationnel mesurant en temps réel différents parametres océan-atmosphere im-
portants tels que le vent de surface, la température de surface, la température de
sub-surface, le niveau de la mer, les courants (cf. Hayes et al [27]). Ce réseau est
constitué de 70 mouillages, de bouées dérivantes par satellite, de marégraphes, de
navires mesurant température et courant en sub-surface et de satellites comme TO-
PEX/Poseidon (lancé par le CNES et la NASA en 1992), suivi de Jason-1, qui, grace
a des mesures du niveau de la mer, a contribué a nettement améliorer la connaissance

de la circulation océanique dans cette région.

40°N m—

20°N

EQ!

20°S
©= Bouees Dérvantes

e Mouillages

#* Marégraphes

1 Campagnes SURTROPAC, f
] Navires de Commerce ;“

40°S .
90°E 130°E 170°E 150°W 110°wW 70°W

F1G. 5.2 — Réseau opérationnel a la fin du programme TOGA. (© CNRS-IRD, Centre
IRD de Nouméa, BP A5, Nouméa, Nouvelle Calédonie.

5.2.3.2 Le réseau de mouillages TAO/TRITON

Lorsque le programme TOGA fut terminé, le programme TAO/TRITON a pris
le relais et continua ce qui avait été commencé, en se servant du réseau de mouillages
déja établi. Le réseau de mouillages TAO/TRITON, initialement appelé TAO (Tropi-
cal Atmosphere Ocean) et rebaptisé au ler Janvier 2000, TAO/TRITON (TRIangle
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Trans-Ocean buoy Network) a cause de 'ajout au réseau existant des bouées japo-
naises TRITON, comprend environ 70 bouées fixes localisées entre 8°N et 8°S et
137°F et 95°W (voir figure 5.3).

30°N
20°N - TAO/TRITON Array
10°N o o o o o o o o o o
O O o o o o o o o o o
o O 0 O .o o o o o o o o
X e 1 8 - =8 B
o o o o o o o o o
10°8 o o o o o o o
20°3 1
OATLAS OTRITON @ Subsurface ADCP
30°3 T Wikt O skt chnsimpudte .

120°E 140°E 160°E 180° 180°W 140°W 120°W 100°W BO°W

Fic. 5.8 - Réseau de mouillages TAO/TRITON. En bleu, les bouées ATLAS.
En jaune, les bouées TRITON. En rouge les bouées ADCP. (cf. site web :
http ://www.pmel.noaa.gov/tao)

La réussite du programme TAO réside dans le développement des bouées ATLAS
(Systeme d’Acquisition Autonome de Température en Ligne) a faible cotit par le La-
boratoire d’Environnement Marin du Pacifique (PMEL). Chaque bouée ATLAS me-
sure la température de I'air, ’humidité relative, les vents en surface, les températures
de surface de 'eau et des couches jusqu’a 500m de profondeur. Le systeme ARGOS
permet ensuite de transmettre ces mesures vers le continent. L’implémentation de
toutes ces bouées pour le réseau TAO s’est terminée en 1995, avec 65 bouées fixes
ATLAS et 5 autres bouées fixes situées exclusivement a 1’équateur mesurant les
courants, bouées ADCP. Et depuis 2001, on utilise exclusivement des bouées AT-
LAS nouvelle génération (voir figure 5.4) qui accroissent la précision des mesures
par rapport aux bouées ATLAS standard utilisées auparavant. En outre, les bouées,
ATLAS et ADCP, sont fixes et donc appartiennent a la catégorie des capteurs dits
"eulériens”. On peut suivre grace a elles, en un lieu donné, I’évolution de parametres
océaniques comme la vitesse des courants, la température et la salinité, en fonction
du temps et de la profondeur. Elles se distinguent des bouées dérivantes, qui font
partie des capteurs dits ”lagrangiens”. Par ailleurs, les bouées ADCP, permettant

de mesurer les courants, sont placées a coté des bouées ATLAS, comme montré sur
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la figure 5.4. La mesure de la vitesse des courants est réalisée grace a 'effet Doppler.
Les courantometres servent a la fois d’émetteur et de recepteur et leurs transduc-
teurs envoient une onde accoustique qui est successivement réverbérée sur différentes
couches d’eau, qui contiennent des particules en suspension et des micro-organismes.
On suppose que ces particules sont sans mouvement et que si elles se déplacent, ce
n’est que sous l'effet des courants. Ainsi, on peut déterminer la vitesse des courants

a partir de la vitesse des particules.

Les données issues de ces mouillages sont disponibles en libre acces a partir du site
internet : http ://www.pmel.noaa.gov/tao. Les simulations numériques présentées

ci-apres ont été initialisées a partir de ces données.

Enfin, on observe ci-dessous quelques représentations schématiques des bouées
ATLAS (cf. figure 5.4) et quelques photos des bouées ATLAS et TRITON prises en
mer (cf. figure 5.5).

Next Generation ATLAS Current Meter Mooring
Next Generation ATLAS Mooring
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Fic. 5.4 — Bouée ATLAS nouvelle génération a gauche. Bouée ATLAS nouvelle
génération avec bouée ADCP a droite. (cf. site web : http ://www.pmel.noaa.gov/tao)
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Fia. 5.5 - Bouée ATLAS a gauche (cf. hitp ://www.pmel.noaa.gov/tao). Bouée
TRITON a droite (cf. hitp ://www.jamstec.go.jp/jamstec/OCEAN/TRITON/).

5.2.4 Equivalence entre le schéma numérique (5.2.6) et le

schéma conservatif utilisé dans [4]

On peut trouver dans [4] le schéma conservatif que 1'on utilise traditionnellement

et que l'on rappelle ci-dessous :

( ¥ m m i m v
artt — g N (Rﬁm)“?ﬁl - [’/1 (Ri1)2) + Vl(Ri—1/2)] @+ (Ri+1/2)“?r[1
ot (02)?
ot — g Vl(Rﬁl/z)@ini_'l_l - [Vl(Rﬁl/z) + Vl(R?iuz)} o+ Vl(Rﬁl/z)T’?}rJlrl
ot (02)2
it — g V2(Rﬁl/2)ﬁ;ﬁ1 - [1/2(72;11/2) + V2(R;711/2)] P+ Vl(R?ll/z)ﬁgﬁl
ot (02)?
\

(5.2.11)

ou R, /2 et R", /2 sont respectivement le nombre de Richardson pris au point
Ziy1/2 et a linstant £™ et le nombre de Richardson pris au point z;_1/; et a I'instant
t™. Ces nombres de Richardson sont définis par (on utilise le caractére R pour
symboliser le nombre de Richardson dans le schéma conservatif au lieu de R utilisé

précédemment pour plus de clarté dans la suite de la preuve.)
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oo _9.52'{ Pit — P 1
/2 Po (afh)? = 2a]"ulyy + (a)® + (0h,)° — 20707, + (0)* ]
(5.2.12)
et
m :_9-52_ [ ﬁzm_ﬁ:n‘q 1
T pe (@) - 2mp a4 () + () — 20,0+ (OF)°
(5.2.13)

A partir de (5.2.12) et (5.2.13), on peut déduire facilement v, (Ri1/2), v2(Ri™ 1 /),
V(RiL1je)s v2(RiY,p) pour les trois modeles grace aux relations (3.2.4), (3.2.5),

(3.2.6). Par exemple, pour le nouveau modele R224, on aurait

V(R ) = a1 + ! 1o(R™ ) = as + M(RE,) (5.2.14)
o (1+5R, ) o (1+5R, )
et
by Vl(R?}H/Q)
R = R = . 5.2.15
Vl( z+1/2) ap + (1 + 5R;‘11/2)2’ y2( 1+1/2) az + (1 + 5RZL|_1/2)2 ( )

ou aq, by, ay sont des constantes définies dans (3.2.6).
Les mémes conditions aux limites et initiales sont utilisées avec le schéma conser-

vatif (5.2.11) qu’avec le schéma (5.2.6).

Proposition 5.2.1 Le schéma (5.2.6) avec les conditions auz limites (5.2.5) et les
conditions initiales (5.2.7) est identique au schéma conservatif (5.2.11) pour les

memes conditions aux limites et initiales.

Preuve. On essaie tout d’abord de mettre le schéma (5.2.6) sous une forme

similaire & (5.2.11). On rédige ici seulement le cas de la composante @/"™* sachant
qu’il en est de méme pour o7 et p" . L’équation pour @"*!, donnée par (5.2.6),

est la suivante :

it - (v )i (att - ay! i i =20 Aty
— . — AR ft .
ot 52 52 Vi (02)?

On développe (5.2.16) et il vient :
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—m+1 —-m m-m-+1 m=-m+1 —m+1 m+1
U; — Uy i)t —v)fr g — o)t + ) U

ot (62)2
(5.2.17)
_Vl)i uﬁjl - 2V )mum+1 4 7 ) mJ{I _ 0
(02)2 ’
qui peut s’écrire sous forme simplifiée comme
G ) )t )l )y
5 — SE =0, (5.2.18)
et que 'on peut écrire encore comme
—m—f—l _am v )™ am—f—l +u m+ + v mum—i-l
U, u; 1)z 1 1 [ ) 1>z 1} ) i+1 —0. (5219)

5t (62)2

Les variables discretes 1) et 1), dépendent des nombres de Richardson dis-

crets R et R", qui rappelons-le sont définis par

m_ 902 [ Pl = P ]
R — 907, - (5.2.20
Po (631)2 — 2u"uy, + (a)? + (772‘711)2 — 20", + (v")? ( )

i po L(a")? —2ay @ + (ay)* + (0")° — 207,07 + (0

)2} , (5.2.21)

et ainsi, on peut calculer, par exemple, pour le modele R224, v)™ et 7)™,

comime

b
(1+5RM)?2’

b
T (5.2.22)

)it =t (1+5R",)?

ou a; et by sont des constantes dont les valeurs sont données dans (3.2.6).

On remarque que les expressions (5.2.12) et (5.2.20) sont équivalentes et donc
que R}, = I} et par conséquent que 11(R}}, ») = vi(R]") = 11);". De méme,

on constate que les expressions (5.2.13) et (5.2.21) sont égales et donc que R}* |, =

m - > & A4 +A . m N m N m
i1, ce qui nous amene a U'égalité : 11 (R, ») = ni(R",) = 1)y

Maintenant si on remplace dans (5.2.19), 1) par v1(R}},/,) et v1)i"; par

(R, y), il vient
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alm“ —ar (R 1/2)1]

= (Rit12) + (R ) | @ " (Rﬁl/z)ﬂﬁtl

ot (62)?

(5.2.23)
On constate que (5.2.23) est égale a I'expression donnée par le schéma conservatif
(5.2.11) pour @"™'. On peut montrer de la méme maniere que les expressions des

—m-+1

deux schémas sont les mémes pour les variables ;""" et ,62”“. On peut donc conclure

que les schémas (5.2.6) et (5.2.11) sont identiques. La preuve est terminée. [

5.2.5 Consistance du schéma numérique

On s’intéresse maintenant a la consistance du schéma numérique (5.2.6) en vue

de montrer sa convergence dans ’avenir.

Théoréme 5.2.1 (Théoréme de Lax) Le schéma (5.2.6) est convergent si et

seulement si il est consistant et stable (cf. Lucquin [46]).

Des résultats sur la stabilité du schéma (5.2.11) ont été montrés dans [4] (cf.
annexe G) et donc comme ce schéma équivaut a (5.2.6), on peut considérer que ces
résultats sont aussi valables pour (5.2.6). On étudie ici la consistance de (5.2.6) afin
de montrer dans I'avenir qu'il est convergent au sens de Lax (cf. Théoreme 5.2.1).

Pour cela, on doit d’abord définir la notion d’erreur de troncature.

Definition 5.2.1 L’erreur de troncature est [’erreur commise systématiquement lorsque

I’on approche un opérateur continu par un opérateur discret auz différences finies.

Definition 5.2.2 Le schéma (5.2.6) est consistant si et seulement si son erreur de

troncatrure tend vers 0 lorsque ot et 6z tendent vers 0.

o\ 2
Proposition 5.2.2 Supposons que @, v et p soient de classe C* et que (8_u) #0
z

v\ > dp  1py | (0u\?> [ov\*
et (£> # 0 etquenplus—?é5g [(&) +<$)

ap , 1 o 05\
et R22/ et — P Po _u + 7 pour le modele R23. De plus, supposons
9z 7 10 g 0z 0z

que les dérivées secondes des variables u, v et p par rapport a z et t ainsi que les
DPu P
0220t" 0220t

sotent bornées. Enfin, supposons que les dérivées quatriémes par rapport a

pour les modeles R213

dérivées secondes croisées soient bornées. Supposons que les dérivées
37

ct 0220t

z des variables u, v et p sont aussi bornées. Alors le schéma numérique (5.2.6) est

consistant.
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Preuve.

On commence par prouver la consistance du schéma numérique utilisé pour
discrétiser ’équation d’évolution pour la vitesse #. La démonstration de la consis-
tance du schéma numérique utilisé pour discrétiser I’équation pour v étant la méme
que celle pour u, on ne la détaillera pas ici. On présente ensuite la preuve montrant

la consistance du schéma numérique utilisé pour discrétiser 1’équation d’évolution

pour p.

A) CAS DE LA VITESSE ZONALE

» Approximation de la dérivée temporelle

Grace aux développements de Taylor, on a

U (6t)? 0%u
m+1 m m m
1, ) = B, ) + (00) S (o )+ S ™). (5.2.24)
olt ™ €™ ™.
On obtient alors
u(z, t") — a(z;, t™)  Ou ot 0*u
= — Z’,tm - 7y m y 22
5t o Gt T grgE G ") (5225)
d’ou erreur de troncature
a(zi, t"Y) — u(z, t™)  Ou 8t 9%u
— —(2;, ") = — —(2;,1™), 2.2
5t o ) = g ™) (5:2.26)
0%*u
qui tend vers 0 lorsque dt tend vers 0 puisque ’on suppose que — 9 ——(2z;,m™) est

bornée.

» Approximation de la dérivée premiére de la viscoité v4(z;,t™) par

rapport a z

Grace aux développements de Taylor, on peut écrire que

0 §z)? 0*
v (zim1, t") = v (2, 1) — (52)%(22, t") + ( 2‘) Vl —— (G, t™),  (5.2.27)
ou Cl E]Zi_l, Zz[
et donc que
vi(2i, ") =iz, t™) O, (5,2) 82V1 .
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. : d*v . o
Maintenant exprimons 8_21(2“ t™) en fonction des dérivées de u(z;, t™), v(z;, t™)
z
et p(z;,t™) afin de voir plus facilement les hypotheses a faire sur la solution
2,
072
les quantités considérées sont prises au point z; et au temps t"” et donc pour

afin que (z;,t™) reste bornée. Dans ce qui suit, on considere que toutes
plus de lisibilié dans les expressions, on ne mentionnera plus cette information
explicitement. Par ailleurs, on note aussi pour plus de lisibilité o', v et p’ les
dérivées premieres par rapport a z. On note @”, v” et p” les dérivées secondes

par rapport & z et @, 54 et p® les dérivées troisiemes par rapport a z.

Pour les modeles R213 et R224, on a

82V1 150[)1 2 10[?1
Cgmy (1900 N e 1000 2.9
g2 aint") ((1 n 5R)4> R ((1 n 5R)2> R (5.2.29)

et pour le modele R23, on a

82V1 600b1 2 20[)1
— Gyt = — | R - | ——s | R 5.2.30
gz ") <(1 n 103)4> ((1 + 103)2) (52.30)

ou R est le nombre de Richardson qui est défini par

g r

oit R” est le carré de la dérivée par rapport a z du nombre de Richardson qui

est défini par

2
i g 9 <ﬁ”(ﬂ/2 + 17/2) . 2ﬁ,<ﬂ”ﬂ/ + 1—)//1—}/))
/ < ) : , (5.2.32)

rRI= (L
Po (w” 4 0")1

et R” est la dérivée seconde par rapport a z du nombre de Richardson qui est

définie par

R// B g 5(3)(12/2 + @/2) . 4ﬁ”(ﬂ”ﬂ/ + 1—)//@/) 25/(,&(3)@/ + ﬂ”Q + 27(3)17/ + 1—)//2)
- (a/2 + ,17/2)2 - (a/2 + @/2)2

Po
8p/ (ﬂ”ﬂ' + 1—}//1—]/)2 }

(a/2 + 1—}/2)3
(5.2.33)
On constate qu’afin que les dérivées secondes de la viscosité restent bornées,
on doit faire les hypothéses : @~ # 0 et ¥ # 0 en plus de Phypothese de
départ :
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COp  lpo | [0u\® [0v)’
R # —0.2 ie. =~ gg % + 7 pour R213 et R224 et R #

COp 1o | (0u\> [00\°
—0.1 e F = || = — R23.
(16 0z 10 g 0z + 0z pout
Maintenant on calcule a partir de I’équation (5.2.28) l'erreur de troncature
Vl(zi7 tm) - Vl(zi—17 tm) 8V1 . (62) 82V1

— =Lz, ™) =
0z 0z (2:,27) 2!
On constate que cette erreur tend vers 0 lorsque 6z tend vers 0 sous les hy-

(G t™). (5.2.34)

potheses décrites précédemment.

» Approximation de la dérivée premiere de i par rapport a z

Grace aux développements en série de Taylor, on peut écrire que :

(6t)? 0%u

(therl) (’ZUtm) (5t)%(zlatm)+ 91 W(zianm)a (5235)
ot n™ €Jt™, tm .
et
Az ™) = ™)+ (56) 2 (™) — (62) 2 (2, )
i—1s U\ i, E Ziy _Z Zis
(6t)* 0*u . (52)232 924 (5.2.36)
o™ + 2R ) — (5)(00) (™).

ol (; €]zi—1, 7| et n™ €]t™, tm+1[.

En faisant (5.2.35)-(5.2.36), il vient

W(zi, ") —a(zia ") a0 (62) Pa,, o, 0u
0z - 8z(z7’7t ) 2 822(@77] )+ )3 at(g’ ")
(5.2.37)
ou Cl E]Zifl, Zi[ et T]m E]tm, tm+1[.
Donc on a erreur de troncature
e ) — e ) On 6 Pa
0z 82(2“t )= 2 822(<“n J+(0 )3 825(@’ ")
(5.2.38)

ol (; €]zi_1, z[ et ™ €)™, .

Cette erreur tend vers 0 lorsque dz et 0t tendent vers 0 puisque I'on suppose
25 25

que les derlvees (Q, ™) et 5 at(g, n™) sont bornées.
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» Approximation de la dérivée seconde de 1 par rapport a z

Grace aux développements en série de Taylor, on peut écrire que :

" o ou, .. 6t)? 0%u "
u(z;, t") = u(z, t )+(5t)a(zi,t )+ (2!) w(zi,n ), (5.2.39)
ot n™ €], t™ .
et
(i ) = () + (080 2 (1) — (52 2% (2 47
_ ot Iz, (5.2.40)
A B R M
ol gz o 9! a A FE TSRS
olt ; €]zi_1, ;| et ™ €]t™ ™,
et
Wz, ) = (21, 7) + (6) 22 (21, ) + (62) 2 (31, £7)
_ ot 0z, (5.2.41)
GO0 oy OO ey o) D).
ol gz i 20 922 F g i
ot €z, zia[ et g™ €T, T
Alors d’apres (5.2.39), (5.2.40) et (5.2.41), on peut écrire que
U(zig1, t"Y) = 2u(z, Y + a2z, t™Y) 0w, ou §2)2 0*u
( +1 ) ( - ) ( 1 ): 2(2i7t ) ( ) - (g“ ) ( ) —
(02) 0z ot 12 0z
(5.2.42)
ot §; €lzim1, ziga| et g™ €)™t
et donc on a l'erreur de troncature
l_L(ZiJrl, tm+1) — 2@(2’1', tm—l—l) -+ 1_6(21;1, tm+1) 82’& m 8371 2 m (52)2 a4ﬂ ~
— -t t ~ (¢
(62)2 gz o 1) = O g o™ o

(5.2.43)
ou éz €)zi_1, zig1| et ™ €)™ 1T

Cette erreur tend vers 0 lorsque 6t et dz tendent vers 0 puisque I'on suppose

4_
Gon™) et a;i(@, n™) sont bornées.

Du
que les dérivées 5.2 82%(
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Toutes les erreurs de troncature commises étant nulles, on peut dire que le
schéma numérique utilisé pour discrétiser I’équation d’évolution de la vitesse zonale
est consistant. Par la méme procédure, on montre que celui utilisé pour discrétiser

I’équation d’évolution pour la vitesse méridienne est aussi consistant.

B) CAS DE LA DENSITE

Ce qui est différent ici par rapport aux cas de la vitesse zonale et méridienne,
c’est I'approximation de la dérivée premiere de la diffusivité. Pour le reste, ce qui

est vrai pour les vitesses, ’est aussi dans le cas de la densité.

» Approximation de la dérivée premieére de la diffusivité v,(z;,t™) par
rapport a z

Grace aux développements de Taylor, on peut écrire que

(02)2 01y

01/2

vo(zi-1,t") = vo(z;, t") — (52)5(% t™) + 5 W(Q’ t"), (5.2.44)
ou (; €]zi 1, zil.
et donc que
vo(2i, 1) — va(ziy, ™ Ov m §z) O*v m

ou (; €]zi_1, 2.
. . aQVz m . L. _ _
Maintenant exprimons W(zi’t ) en fonction des dérivées de u(z;, t™), v(z;, t™)
2

et p(z;, t™) comme on I'a fait précédemment afin de montrer les hypotheses a faire sur
la solution. On considere dans tout ce qui suit que toutes les quantités considérées
sont prises au point z; et au temps t"* et dans un souci de lisibilité on ne mentionnera

plus cette information explicitement dans les équations.

Pour le modele R213, on a

821/2 50@1 300b1 R,Q _ 5(1,1 i 15b1
022 ( ( 2

= R’ 5.2.46
1+5R)F | (L+BR)p 15 5R) (1+5R)4> (5:2.46)

et pour le modele R23, on a

02V2 1200b2 2 30b2 1
_ (B0 2.4
922 ((1 n 103)5) I <<1 n 103)4) i (5.247)

et pour le modele R224, on a
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82V2 _ ( 150&1 500b1 R,2 _ 100/1 20b1
( (

R’ 5.2.48
92 \(I+5R)  (1+5R) 1+5R7 ' (1+ 53)5) (5.2.48)

ot R, R” et R” sont définis respectivement par les équations (5.2.31), (5.2.32),
(5.2.33).

On constate qu’afin que les dérivées secondes de la diffusivité restent bornées,
on doit faire les hypothéses : @ #0et v 2 0 qui sont dlies comme précédemment

aux termes R et R” en plus de 'hypothése de départ :

_0p , 1p | (00> v\
R # —0.2 | ie. e gg 7. + % pour R213 et R224 et R # —0.1

COp 1o | f0u\> [0v\°
e F = || = — R23.
(16 0z " 10 g 0z * 0z POt
A partir de 'équation (5.2.45), on obtient 'erreur de troncature

va(zi, 1) — va(2i-1, 1)  Onp (62) 0%y

- 2 () = =t 22 (Gut™). (5.2.49)

qui tend vers 0 lorsque 6z tend vers 0 sous les hypotheses énoncées plus haut.

Comme toutes les erreurs de troncature tendent vers 0 quand dt et dz tendent
vers 0, on peut conclure que le schéma numérique utilisé pour discrétiser 1’équation

d’évolution de la densité est consistant. La preuve est finie. |

Dans la prochaine section, on met (5.2.6) sous forme matricielle afin de pouvoir

le coder plus facilement.

5.2.6 Ecriture matricielle du probléme (5.2.6) en vue de sa

résolution

Matriciellement le probleme (5.2.6) s’écrit pour chaque variable :

A)ratt = B AT = F) O A) e = F) (5.2.50)

et ) ) ] %

m
7

On donne ci-dessous I'expression des matrices A,)", A,)", A,)" et des vecteurs

F)r, F,)r™, F.)I" pour chaque variable recherchée.

] ]

» Pour la vitesse @} :
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b))y )y’ 0
cu)y b)Y au)y
0 . .
Ayt =
Cu)N—2 bu)N_o
0 0 )Ry
fu)y' — upcy)y'
fu)3'
F)p = '
fu)N—2
- V.52
W

N

ou les coeffiecients de A,)!" et F,)" sont définis par

)i L) )iy V)ity
Wi = — Z? bum:_—l—la w)i = — - ’
Wi =G M T ST G T e N T TG
» Pour la vitesse 9" :
bv)gl av)En 0 0
)5 b))y @)y 0
0 . .
Av)zm =
0
Co)N—a bu)R—s )R —s
0 0 co)fo1 (@)Rg +bu)F 1)
fo)y = vcy)y'
fo)3"
Fv)zm = : )
fo)R—2 s
m Vyoz
Un_1 av)N—lm

0

au)%q

(au>%—1 +bu)N_1)

(5.2.51)

(5.2.52)

(5.2.55)
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ot les coeflicients mis en jeu dans (5.2.54) et (5.2.55) sont définis par
m_ )i’ m_ L )it )it m_ Vi m_ U
W) == 1)2’ Wi =5 1)2 : 21’ )it = - 217 fo)it = —=
(02) ot (02)?2 (dz) (02) ot
(5.2.56)
» Pour la densité p"t* :
by an)yt 0 0
)y b))y 0
0
At =
0
& )N—a br)N_ ar)N—a
0 o cee 0 )1 (an)f +0)% 1)
(5.2.57)
Jr)s" = poer)s!
)5
F) = 5 . (5.2.58)
fr)N -2
B, @5
PN-1 T N_1V2)71\7
ot les coefficients intervenant dans (5.2.57) et (5.2.58) sont définis par :
)7 T R P
ar)i" = = 2)12’ b = = 2)22 2 217 )it = — 2 217 fit = 5
(6z) ot (62)%2  (6z2) (6z) ot
(5.2.59)

Afin de pouvoir résoudre les systemes linéaires donnés dans (5.2.50), on doit

s’assurer que les matrices A,)", A,)", A,)™ sont inversibles. Pour cela, on montre

que ces matrices sont monotones [46].

Proposition 5.2.3 Pour tout v1)* > 0 et pour tout o)™ > 0, les matrices A,)",

A, A)™ sont monotones donc inversibles.

Preuve. Pour montrer que les matrices A,)!", A,)", A,)™ sont monotones et

donc inversibles, on utilise le Lemme 5.2.1.
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Lemme 5.2.1 Une matrice A de R™"™ est monotone si et seulement si pour tout

vecteur X de R"™, on a :

Ax >0 siet seulement si x>0

Montrons que pour tout vq)7* > 0 et pour tout 1,)!* > 0 la matrice A,)" est
monotone en utilisant le lemme 5.2.1, sachant que la démonstration de la monotonie
des matrices A,)" et A,)!" est similaire. Soit x un vecteur de R" tel que A4,)"x > 0;
montrons que x > 0. Soit kg I'indice pour lequel le vecteur x atteint son minimum,
i.e. tel que x, < xy, pour k € {1,...,K} et kg € {1,..., K}. En établissant que

m

xr, > 0, on montre que la matrice A,)!

7 est monotone. On doit considérer pour

cela différentes valeurs de kg. On commence par kg = 1. Dans ce cas, d’apres la
définition de la matrice A,)7" (cf. 5.2.51, 5.2.53), on peut établir la relation ci-dessous

caractérisant l'inégalité A,)"x > 0.

(% " Zsﬁi * Zsﬁi) 1= (Z;g;) 29 >0 (5.2.60)

que l'on peut rééerire sous la forme (5.2.61)

(% * é/(slz);f;) T1 <(V(;1Z)§r;) (£1 —22) 20 (5.2.61)

Comme par définition la composante xy, = 7 est la plus petite composante de

x alors 7 — x5 < 0. Ainsi, il faut nécessairement que x; > 0 pour que (5.2.61) soit
vérifiée. Maintenant, considérons le cas ou kg € {2, ..., K — 1}. On peut alors écrire
d’apres la définition de la matrice A,)" (cf. 5.2.51, 5.2.53) la relation suivante qui

caractérise l'inégalité A,)"x > 0.

1/1)23 1 Vl)ZSJrl 1/1)23 y1)20+1
B 5t - > 2.
( (5z)2) Tpo—1 + (675 + (52)? + (52)2 Ty (62)? Tpor1 >0 (5.2.62)

qui peut étre mise sous la forme (5.2.63).

V) 1 vy )m
(_ (5;;3) (Tho — Two—1) + (ﬁ) Tho + (—(5’;);1> (Thy — Thos1) =0 (5.2.63)
Comme par définition xy, est la plus petite composante du vecteur x alors

Thy — Tho—1 <0 et xpy — Tpop1 < 0. (5.2.64)
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Ainsi, afin que I'inégalité (5.2.63) soit vérifiée, il faut nécessairement zy, > 0. Enfin,
considérons le cas ou ky = K. La définition de la matrice A,)™ nous permet alors

d’écrire la relation suivante qui caractérise I'inégalité A,)""x > 0.

<_ (”;i%é) o <$ n (”51;;)%) Ty > 0 (5.2.65)

que P'on peut rééerire sous la forme (5.2.66).

(%) Thy + (%’%) (Thy — Thp_1) > 0 (5.2.66)

Comme par définition xy, est la plus petite composante du vecteur x alors

Ty — Thy—1 S 0. (5267)

Ainsi, on doit avoir nécessairement x, > 0 pour que 'inégalité (5.2.66) soit vérifiée.

On a montré que xy, > 0 pour ky € {1,..., K} et comme par définition on a
zy, < my, pour k € {1,...,K} alors on a x > 0 si A,)"x > 0, et on peut donc

m

conclure que la matrice A,)!

7 est monotone. Il en est de méme pour les matrices

A", A, Puisque les matrices A,)", A,)" et A,)™ sont monotones, elles sont

donc inversibles. La preuve est finie. |

5.2.7 Algorithme de résolution

On utilise 'algorithme de résolution qui est décrit ci-apres pour résoudre les

systémes linéaires donnés dans (5.2.50).
1. Phase d’initialisation a ¢°.

(a) A partir des champs initiaux obtenus a partir de données expérimentales
(cf. http ://www.pmel.noaa.gov.tao et section 5.2.3), on calcule les valeurs
du nombre de Richardson initial en chaque point : R?.

(b) On calcule les valeurs en chaque point de la viscosité turbulente initiale,
1), et de la diffusivité turbulente initiale, 15)?, grace au nombre de

Richardson initial, RY.

(¢) On calcule & partir des expressions (5.2.53), (5.2.56), (5.2.59), les valeurs
en chaque point et & l'instant initial, des coefficients : a,)?, b,)?, ¢,)?

79 79 79
fu)?7 av)?a bv)?a Cv)?a fv)?a ar)?a br‘)?v CT)?a fr)?-
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(d) On calcule a partir des expressions (5.2.51), (5.2.54), (5.2.57), (5.2.52),
(5.2.55), (5.2.58), les valeurs en chaque point et a linstant initial, des
matrices A,)?, A4,)%, A,)? et des vecteurs F,)?, F,)Y, F,.)Y.

70 %) 79 7

2. Résolution. On calcule en chaque point les valeurs des vitesses et de la densité

a linstant t* (@}, v}, p!) en résolvant les systémes linéaires donnés dans 5.2.50.

3. Phase d’initialisation a t'.

(a) A partir des champs obtenus & linstant ¢!, on calcule les valeurs du

nombre de Richardson & cet instant et en chaque point : R}.

(b) On calcule les valeurs en chaque point, de la viscosité turbulente a 'ins-
tant t* (11)}) et de la diffusivité turbulente & 'instant ¢! (14)!) grace au

nombre de Richardson calculé & cet instant R .

(¢) On calcule a partir des expressions (5.2.53), (5.2.56), (5.2.59) les valeurs
en chaque point et & Uinstant, ¢!, des coefficients : a,)}, b))}, cu)t, fu)i,
)i, bo)is )iy fo)is an)is br)is &r)is fo)i-

(d) On calcule a partir des expressions (5.2.51), (5.2.54), (5.2.57), (5.2.52),
(5.2.55), (5.2.58), les valeurs en chaque point et & I'instant, ¢!, des matrices
AL AL AL et des vecteurs F)} F))L F)L

29 IRl I 7

4. Résolution. On calcule en chaque point les valeurs des vitesses et de la densité
(u?, v2, p?) a l'instant ? en résolvant les systemes linéaires donnés dans 5.2.50.

79

... etc jusqu’a obtention des valeurs @M, oM, pM.

5.2.8 Convergence de ’algorithme de résolution

On vérifie la convergence de l'algorithme de résolution grace a un parametre

résiduel ™ qui est défini par

1/2
= (Z =P o — e e - pg”—l\2> . (5.2.68)

Il nous permet de voir I’évolution des solutions u]", v;" et pi* en fonction du
nombre d’itérations en temps. On itere en temps jusqu’a ce que la valeur de ce
parametre soit inférieure a une constante ¢ aussi petite que possible. Quand le résidu
a atteint cette constante, on peut considérer que I’algorithme de résolution a convergé

et donc que les solutions obtenues sont fiables.
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Tant que r™ > ¢, calculer a™**, o™t~ prtt it (5.2.69)

5.3 Reésultats Numériques

5.3.1 Validation numérique du code de calcul : Cas d’une
situation d’équilibre

On simule une situation d’équilibre en prenant un temps long (10000 k) afin de
pouvoir comparer les résultats numériques donnés par les modeles R224, R213 et R23
aux résultats théoriques obtenus dans le chapitre 4 dans le but de nous permettre de
valider notre code de calcul. On utilise dans les simulations les parametres répertoriés

dans le tableau 5.1 ci-dessous.

Pasd'espace(0z) 5m
Pas de temps(dt) 60 s
Nombre d'iterations en temps(N) 600000
Temps final(T) 10000 h
Densite del'air(pqg) 1.3kg.m™3
Densite de reference(po) 1025 kg.m ™3
Acceleration de la pesanteur(g) 9.8 m.s2
Fluzx de flottabilite(Q) —1.107%kg.s7t.m™2
Impact duvent zonal(Vy,) 35.1073m2.572
Impact du vent meridien(V})) 97.107° m?.572

TAB. 5.1 — Parametres utilisés dans les simulations

On utilise des données issues de la campagne TAO (cf. McPhaden [48], cf. section
5.2.3) extraites en 0°N —165°E pour initialiser le code de calcul. Les données utilisées
représentent un état moyen de 'océan pour le 17 Juin 1991. On applique un flux
de flottabilité négatif (ie. Q@ = —1.107%kg.m2.s7!) afin que la seule source de
turbulence soit le vent de surface. On prend un vent de surface dont la composante

! et la composante méridienne est égale & 0.9 m.s~1. On

zonale est égale a 5.4m.s™
simule une situation d’équilibre en prenant un temps final de 10000 h. Les profils
initiaux sont représentés sur la figure 5.6. On observe sur le profil de densité initiale

une couche de mélange d'une profondeur de 35m en utilisant le critere de Peters et
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al [54] qui consiste a situer la couche mélangée dans la zone de densité ou celle-ci
n’excede pas celle de surface de plus de 0.01 kg.m 3. De plus, on note notamment
sur le profil initial de vitesse zonale la présence d'un courant dirigé vers I'Ouest aux
alentours de —45m et la présence d'un courant dirigé vers I'Est dont le maximum
est situé a —70 m. Enfin, le profil initial de vitesse méridienne montre principalement

un courant dirigé vers le sud aux alentours de —55m.

0 0 [

-30

-40

-50

-60

-70

Profondeur (m)
Profondeur (m

Vitesse zonale (m/s) Vitesse meridienne (m/s) Densite initiale (kg/m°)

Fi1G. 5.6 — Profils initiaux. Vitesse zonale a gauche, Vitesse méridienne au milieu,

Densité a droite.

On initialise le code de calcul a partir des profils représentés sur la figure 5.6
et on obtient les solutions numériques correspondant a un état d’équilibre que 1’on
compare avec les solutions d’équilibre théoriques obtenues dans le chapitre 4. On
rappelle que les solutions d’équilibre théoriques u®, v¢, p® obtenues par 1'utilisation

de chaque modele dans (4.1.1) satisfont les équations suivantes :

9 Lou D N W) A
&(Vl(R)az>_O’ 82(V1(R)8z)_0’ az(VQ(R)az)_
(5.3.70)

ou R° est le nombre de Richardson d’équilibre.

On rappelle qu’en intégrant (5.3.70) par rapport a z et en appliquant les condi-
tions aux limites en z = —h, on obtient les profils d’équilibre suivants (cf. chapitre
4) :
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ul (2) = up + oo (R°) (z+h),
e z = ypa P

ve (2) = vp + oot (B (z+h), (5.3.71)
€ _ Q

p°(2) pﬁm(wh)

Le nombre de Richardson caractérisant I’état d’équilibre (R¢) peut étre interprété
R 2
comme l'intersection des courbes k(R) = ( (R))” et h(R) = CR avec C =

vy (R)
V2 VD) |
———————. On montre sur les figures 5.7 et 5.8 les valeurs du nombre de Ri-

Chardgonpa’équilibre pour chaque modele que 1'on a obtenues en prenant l'intersec-
tion des courbes k(R) et h(R). On note que, dans ce cas, on a pour chaque modele
un nombre de Richardson d’équilibre unique. Il est égal a : 0.050928 pour le modele
R213, 0.20796 pour le modele R23 et 0.063935 pour le modele R224.

R213 Modéle R23
0.051 012
—h(R) —h(R)
0.045 (R) k(R)
0.1
0.04
0.035
0.08[
0.03
0.025 - 0.06 ~ g
002K Re =0.20796
004t ~
0.015 /
001l /" Re =0.050928 P
0.02 P -
0.005
—%41 6 0.1 0‘2 0‘,3 0j4 015 00/ 0,65 0.‘1 0.‘15 0‘2 0.%5 0.‘3 D,‘35 0‘.4 0.215 015
Nombre de Richardson (R) Nombre de Richardson (R)

Fi1G. 5.7 — Nombre de Richardson d’équilibre : modele R213 a gauche et modele R23

a droite.

On calcule alors la solution théorique pour le Richardson d’équilibre trouvé et on

compare avec la solution numérique. Les résultats sont montrés sur les figures 5.9,
5.10 et 5.11.



d.

3. RESULTATS NUMERIQUES 92

Profondeur (m)
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S ee 0w
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Fic. 5.8 — Nombre de Richardson d’équilibre pour le modele R224.
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c c \
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N\
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N
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0 01 02 03 04 05 06 07 08 ~0105 -01 -0095 -009 -0.085 -0.08 -0.075 1023.495 10235 1023505 1023.51 1023.515 1028.52 1023.525

Vitesse zonale (m/s) Vitesse meridienne (m/s) Densite (kg/m°)

Fi1a. 5.9 - Solutions d’équilibre numériques (en rouge) et théoriques (en noir) pour

le modele R224.

R213 R23 R224
Vitesse zonale 0.1441 0.2031 0.0918
Vitesse méridienne 0.0040 0.0056 0.0025
Densité 0.0060 0.0199 0.0029

TAB. 5.2 — Erreurs Lo entre les solutions d’équilibre théoriques et numériques pour

chaque modele.

Le temps d’exécution total est le méme pour chaque modele. Il est d’environ
6h15 pour un calcul effectué sur un Powermac G5 ayant 6 Go de mémoire RAM et

deux processeurs Macintosh (PowerPC) d’une puissance chacun de 2.3 GHz.
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F1a. 5.10 - Solutions d’équilibre numériques (en rouge) et théoriques (en noir) pour

le modeéle R2183.
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F1G. 5.11 — Solutions d’équilibre numériques (en rouge) et théoriques (en noir) pour

le modeéle R23.

Tout d’abord, on constate sur les figures 5.9, 5.10 et 5.11 que tous les modeles

donnent des solutions d’équilibre numériques linéaires, ce qui est accord avec ’ana-

lyse mathématique effectuée au chapitre 4. Les modeles ont donc de ce point de vue

c¢i un bon comportement numérique. De plus, on note que ’algorithme de résolution

pour chaque modele a convergé (cf. figure 5.12). Par ailleurs, le calcul des erreurs

L? entre les solutions d’équilibre numériques et théoriques (cf. tableau 5.2) met en

évidence plusieurs points :

— On constate que pour toutes les variables les erreurs L? entre les solutions

d’équilibre numériques et théoriques sont plus faibles pour le modele R224 que

pour les autres modeles. Le modele R224 a donc un meilleur comportement



5.3. RESULTATS NUMERIQUES 94

x107*

R224
— R213
—R23

Residus

0 1 1 s e e ———
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Temps (h)

Fic. 5.12 — Résidus pour chaque modele : R224 en noiwr, R213 en bleu, R23 en rose.

numérique que ces prédécesseurs.

— Pour la vitesse méridienne, le code de calcul donne de tres bons résultats pour
tous les modeles avec une erreur L? entre les solutions d’équilibre numériques
et théoriques variant de 0.2% & 0.5%. On note que l'erreur L? pour le modele
R213 est deux fois supérieure a celle du modele R224 et que l'erreur L? du
modele R23 est 2.8 fois supérieure a celle du modele R224.

— Pour la densité, on a des erreurs L? entre les solutions d’équilibre numériques
et théoriques allant de 0.3% pour R224 & 1.99% pour R23. L’erreur L? pour
R213 est de 0.6%. Les valeurs de ces erreurs L? sont acceptables méme si celle
de 1.99% pour le modele R23 est un peu élevée. On note que pour le modele
R213 l'erreur L? est le double de celle pour le modele R224 et I’erreur L? pour
le modele R23 est environ 6.6 fois supérieure a celle du modele R224.

— Pour la vitesse zonale, on constate que les trois modeles produisent des erreurs
L? entre les solutions d’équilibre numériques et théoriques qui sont élevées
variant de 9.18% pour le modele R224 & 20.31% pour le modele R23. Pour le
modele R213, on a une erreur L? égale & 14.41%. Ces fortes valeurs des erreurs
L? sont dues a la valeur de V,, considérée qui est apparemment trop forte pour

une simulation en temps long avec V, constant.

Enfin, le temps d’exécution total est tres bon avec seulement 6415 pour 600000
itérations soit environ 0.036 s par itération. Toutes les raisons énoncées ci-avant

combinées au fait que I'on cherche a étudier le modele R224 et plus particulierement
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la représentation qu’il donne de la couche mélangée (ie. on s’intéresse principalement

a la densité) nous permettent de valider le code de calcul.

5.3.2 Cas d’une couche mélangée induite par le vent de sur-

face en ’absence de convection

On étudie maintenant le cas d’une couche mélangée induite par le vent de sur-
face en 'absence de convection. On compare dans cette configuration les résultats
numériques donnés par le modele R224 aux résultats numériques donnés par les
modeles R213 et R23. On étudie plus particulierement la profondeur de la couche
mélangée simulée pour un temps final de 48 h. On initialise le code de calcul avec
des données TAO (cf. McPhaden [48], section 5.2.3) pour la période du 15 Juin
1991 au 15 Juillet 1991 au point géographique 0°N — 165°F. Les données in-situ
pour les flux de chaleur n’étant pas disponibles pour cette période, on prend ) =
—1.107%kg.s7'.m™2, ce qui est cohérent avec les observations de Gent [21]. On
détermine la profondeur de la couche mélangée avec le méme critere que Peters
et al [54], comme dans ’étude précédente. Les flux de surface sont constants dans le
temps (cf. systeme (3.2.1)), ce qui nous interdit la comparaison avec les observations.
Cependant, ce n’est pas si grave, car ce qui nous intéresse, c’est de voir si le nouveau
modele (R224) donne des résultats similaires a ceux produits par les modeles R213

et R23, notamment sur la profondeur de la couche mélangée simulée.

Remarque 5.3.1 Les valeurs des impacts du vent a la surface (V, = 0.078 m?.5s72,

V, = 5.3.103m?%.s72) sont celles du point géographique considéré (0°N,165°F) mais
pour une autre période de l'année que celle du 15 Juin 1991 au 15 Juillet 1991. En
effet, les données de vent pour cette période, n'induisent pas une turbulence assez
forte afin que l’on puisse étudier le comportement des trois modéles dans les détails
le choix de cette période avait été conditionné par le fait que l'on souhaitait avoir
un profil initial de densité ou il n’y avait pas de couche mélangée afin de pouvoir
simuler entierement son apparition pour mieur comprendre la capacité des modeles
a la simuler. Cependant, les données de vent choisies nous permettront quand méme
de comparer nos résultats numériques avec les observations répertoriées dans [’atlas
de profondeur de couche de mélange de C. Boyer de Montégut et al [50], dont on se

servira pour valider nos résultats.
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Pasd’espace(6z) 1m
Pas de temps(dt) 60 s
Nombre d'iterations en temps(N) 2880
Temps final(T) 48 h
Densite de l'air(pa) 1.3kg.m=3
Densite de re ference(pg) 1025 kg.m =3
Acceleration de la pesanteur(g) 9.8m.s2
Flux de flottabilite(Q) —1.107%kg.s7L.m=2
Impact duvent zonal (V) 0.078 m?2.5~2
Impact du vent meridien(V}) 5.3.1073m?%.s72

TAB. 5.3 — Parameétres utilisés dans les simulations
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F1a. 5.18 — Profils initiauz (cf. données TAO [48]) : vitesse zonale a gauche, vitesse

méridienne au milieu, densité a droite.

La figure 5.13 décrit les profils utilisés pour initialiser le code calcul.

Ces profils initiaux ont été construits en calculant le profil moyen, par rapport
aux données en notre possession, et apres interpolation, on a obtenu les valeurs aux
points de grille qui nous intéressaient. Le profil initial de densité montre I’absence de
couche de mélange. Le profil initial de vitesse zonale montre notamment la présence
d’un courant dirigé vers I’Est vers une profondeur d’environ —55m. Et le profil
initial de la vitesse méridienne montre la présence de plusieurs courants de faible

intensité.

On simule un temps final de 48 h avec un pas de temps de 60 s et on obtient

les résultats montrés sur les figures 5.14, 5.15, 5.17 et 5.16. On note tout d’abord
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que l'algorithme de résolution pour chaque modele converge autour d’une valeur
de résidu d’environ 0.8.1073 (cf. figure 5.17). Les résidus plus faibles donnés par
le modele R23 peuvent étre expliqués par le fait que la viscosité turbulente et la
diffusivité turbulente sont par définition plus élevées pour ce modele. En effet, le
systeme pour compenser une viscosité et une diffusivité plus forte est obligé de
diminuer 1’écart entre les solutions prises aux instants t* et "', ce qui se traduit
par des résidus plus faibles. Les modeles R213 et R224 ont des résidus similaires
car ils ont des viscosités et diffusivités du meéme ordre de grandeur. Les viscosités
des modeles R213 et R224 sont légerement différentes comme montré sur la partie
gauche de la figure 5.16. Pourtant on serait en droit de penser qu’elles devraient étre
semblables puisque leurs expressions sont identiques (cf. équations (3.2.4), (3.2.6)).
Cette légere différence vient du fait qu’elles sont toutes les deux basées sur le nombre
de Richardson. Et ce nombre dépend du gradient de densité et des gradients de
vitesse. Or le gradient de densité est calculé a partir du champ de densité qui lui
dépend de la diffusivité, vo. Et cette diffusivité n’est pas la méme pour les modeles
R213 et R224 (cf. équations (3.2.4), (3.2.6)). Ainsi, les viscosités finales pour les
modeles R213 et R224 sont légerement différentes car elles sont calculées avec un

nombre de Richardson qui n’est pas le méme.

Par ailleurs, on observe sur les figures 5.14 et 5.15, la présence d’une couche
mélangée sur les profils de densité. On calcule la profondeur de celle-ci, pour les
trois modeles, avec le méme critere que Peters et al [54] et on trouve une profondeur
de 20 m pour chaque modele. Cette profondeur est en accord avec celle donnée dans
I’atlas de profondeur de couche de mélange établi par C. Boyer de Montégut et al a
partir d’observations (cf. [50]). Le nouveau modele produit donc une profondeur de
couche de mélange en accord avec les observations et avec les profondeurs de couche

de mélange produites par les modeles existants (R213 et R23).

En ce qui concerne les profils de vitesse (cf. figures 5.14, 5.15), on observe une
augmentation de la vitesse zonale et méridienne en surface pour les trois modeles
par rapport aux profils initiaux. Ce phénomene est cohérent avec la valeur du vent
appliqué a la surface. En effet, on a appliqué un vent zonal positif a la surface c’est-a-
dire qui souffle en direction de I’Est et donc il est normal que la composante zonale
du courant de surface soit augmentée. On applique un vent méridien positif a la
surface c’est-a-dire dirigé vers le Nord, et il est donc aussi normal que la composante
méridienne du courant de surface soit augmentée. De plus, on constate que le courant

simulé par les modeles R213 et R224 sont tres proches alors que le modele R23 simule



Profondeur (m)

5.3. RESULTATS NUMERIQUES 98

un courant plus faible, comme si ce modele atténuait 'effet du vent de surface.

On note que 'écoulement simulé par les 3 modeles entre [—60m, —100m]| est le
meéme. Et cet écoulement correspond a celui de I'instant initial. Ce phénomene est

du au fait que l'effet des flux de surface n’a pas atteint cette partie de I’écoulement.

Le temps d’exécution total est le méme pour chaque modele et il est d’environ
180 s, ce qui est assez rapide (calcul effectué sur un Powermac G5 bi-processeur, avec

une puissance de 2.3 Ghz pour chaque processeur, et avec 6 Go de mémoire RAM).

On peut donc conclure que dans le cas ou la seule source de turbulence est le
vent de surface les modeles R213 et R224 produisent des résultats similaires que ce
soit pour les profils de vitesse ou de densité. Le modele R224 simule correctement
la couche mélangée dont la profondeur est en accord avec les observations et avec
les profondeurs données par des modeles R213 et R23. On note que le code de
calcul se comporte correctement avec un temps d’exécution total rapide et avec des

algorithmes de résolution qui convergent.

Dans la suite, on étudie le comportement du modele R224 dans le cas d'une

couche de mélange induite par le vent de surface en présence de convection.
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Fi1G. 5.14 — Profils a t=/48h : vitesse zonale a gauche, vitesse méridienne au milieu,
densité a droite (R224 en noir, R213 en rouge et R23 en bleu).
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Fi1Gc. 5.15 — Profils a t=48h : vitesse zonale a gauche, vitesse méridienne au milieu,

densité a droite (R224 en noir, R213 en rouge et R23 en bleu).
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F1G. 5.16 — Viscosités turbulentes a gauche et diffusivités turbulentes a droite (R224
en noir, R213 en rouge et R23 en bleu).
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F1G. 5.17 — Résidus (R224 en noir, R213 en rouge et R23 en bleu,).

5.3.3 Cas d’une couche mélangée induite par le vent de sur-

face en présence de convection

On étudie maintenant le cas d’une couche mélangée induite par le vent de surface
en présence de convection. Les phénomenes convectifs étant liés a d’autres proces-
sus tels que par exemple le refroidissement des eaux de surface ou I’évaporation. La
présence de convection crée des nombres de Richardson négatifs. On constate sur la
figure 3.3 (cf. chapitre 3) que pour des nombres de Richardson négatifs, les modeles
R213 et R23 produisent des diffusivités négatives, ce qui n’est pas acceptable physi-
quement, alors que le modele R224 produit des diffusivités toujours positives. On ne
peut donc pas utiliser dans ce cas les modeles R213 et R23 dans leurs formulations
originelles décrites dans [53] et [21] (cf. équations (3.2.4) et (3.2.5)). Le modele R213
peut étre remplacé, par exemple, par le modele de Pacanowski et Philander modifié
(cf. Timmermann et Beckmann [66]) qui donne de bons résultats pour des situations
ou il y a de la convection. Il s’agit alors d’ajouter a la viscosité et a la diffusivité
turbulente, une constante égale & 0.01 m2.s~!, dont I’ajout dépend de la profondeur.

Le modele de Pacanowski et Philander modifié est alors défini par

n(R) =vP(R) +v"(R), wn(R)=1v(R)+ vi°(R). (5.3.72)

ou
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— /P(R) et ViP(R) sont les viscosité et diffusivité du modele de Pacanowski et

Philander originel [53] (cf. équations (3.2.4)).
— v"°(R) et v3°(R) sont les viscosité et diffusivité constantes que 1'on ajoute.
— 11(R) et vo(R) sont les viscosité et diffusivité du modele de Pacanowski et
Philander modifié [66].

Les viscosité et diffusivité constantes a ajouter dépendent de la profondeur tel

que l'on ait :

Vo(R) = vi(R) = 0.01m2.s ! si |z] < B,
vo(R) = vi(R) = 0m2.s~ ! si |z| > h.

(5.3.73)

ou h est la longueur de Monin-Obukhov qui caractérise la couche d’eau ou les
effets du vent se font sentir, et dont la valeur est solution de I’équation diagnostique
donnée par Lemke [39]. Cette équation dépend notamment du flux de flottabilité,
@), et du flux de I"énergie cinétique turbulente produite par le vent de surface, Q.,

et son expression est alors la suivante :

2Que MM 4 gQ,h = 0. (5.3.74)

ou

— g est 'accélération de la pesanteur

— h,, est I’échelle de dissipation

— @y est le flux d’énergie cinétique turbulente
— @, est le flux de flottabilité

~ hestla longueur de Monin-Obukhov

Le modele de Pacanowski et Philander modifié (cf. équation (5.3.72)) donne
de bons résultats dans le cas de la Mer de Weddel (région géographique ou il y
a des phénomenes convectifs importants) mais nécessite le calcul de parametres
supplémentaires. Le modele R224 présente ’avantage de pouvoir étre utilisé tel quel
sans avoir besoin de calculer des parametres additionnels. Dans des situations ou
I'on simule des régimes turbulent différents, il est important de pouvoir utiliser un
modele de turbulence qui soit valide quelque soit les régimes dans lesquels on se

trouve, ce qui montre ’amélioration apportée, dans ce cas, par le nouveau modele.

Afin de montrer l'intérét pratique du modele R224, on présente ci-apres les
résultats d’une expérience numérique pour laquelle on a initialisé le code de calcul
avec des données provenant de la base TAO (cf. MacPhaden [48]) pour le 15/11/90.
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Les données initiales montrent la présence de convection (cf. figures 5.18 et 5.19)
avec un nombre de Richradson négatif dans les cinquantes premiers metres (cf. fi-
gure 5.19). On doit signaler que 'on a du rajouter beaucoup de points de grille
pour obtenir les profils initiaux présentés sur la figure 5.18 en raison de la pauvreté

des données TAO pour ce jour-ci. Les parametres de la simulation sont alors les

sulvants :
Pasd'espace(0z) 5m
Pas de temps(dt) 60 s
Nombre d'iterations en temps(N) 2880
Temps final(T) 48 h
Densite de l'air(pa) 1.3kg.m=3
Densite de re ference(pg) 1025 kg.m =3
Acceleration de la pesanteur(g) 9.8m.s72
Flux de flottabilite(Q) ~1.107%kg.s7t.m=2
Impact duvent zonal(Vy) 0.064m?.s72
Impact du vent meridien(V}) 5.3.103 m?%.s72

TAB. 5.4 — Paramétres utilisés dans les simulations

Sur la figure 5.19, on observe que le nombre de Richardson initial est négatif
dans les cinquantes premiers metres, ce qui se traduit par des diffusivités initiales
négatives pour les modeles R213 et R23 (cf. figure 5.20). Les modeles R213 et R23 ne
sont donc pas utilisables dans cette situation. Le modele R224 donne des diffusivités
initiales positives dans ce cas (cf. figure 5.20) et on peut donc "utiliser ici. Au bout de
48 h, on constate que 'application d'un flux de flottablité positif a la surface permet
de stabiliser la colonne d’eau. Le profil de densité montre une situation statiquement
stable avec une densité qui augmente avec la profondeur (cf. figure 5.22). On note

la présence d’une couche de mélange d'une profondeur de 70 m.

Enfin, on note une bonne convergence de l'algorithme de résolution avec des
résidus autour de 2.107* au bout de 48 h méme si au début de la simulation 1’al-
gorithme de résolution présente quelques difficultés a converger avec notamment la

présence d'un fort pic de divergence pour ¢ = 1h13 (cf. figure 5.23).
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F1G. 5.18 — Profils initiaux de vitesse zonale, méridienne et de densité.
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Fi1Gc. 5.19 — Nombre de Richardson initial en fonction de la profondeur.
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Fi1G. 5.20 — Diffusivité initiale en fonction de la profondeur pour les trois modéles.
Les diffusivités négatives sont marquées par des astérisques.
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Fi1a. 5.21 — Vitesse zonale (a gauche) et vitesse méridienne (a droite) en fonction

de la profondeur au bout de 48 h.
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Fi1G. 5.22 — Densité en fonction de la profondeur au bout de 48 h.
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Fic. 5.23 — Résidus en fonction du temps.

5.3.4 Résumé sur les résultats numériques

Les simulations en temps long nous ont permis de valider notre code de calcul et
on note que le modele R224 a un meilleur comportement numérique que les modeles
R213 et R23 dans ce cas. Dans le cas d'une couche de mélange induite par le vent
de surface en 'absence de convection (voir section 5.3.2), le modele R224 a le méme
comportement que le modele R213 et simule une profondeur de couche de mélange

en accord avec les observations. Et dans un cas ou 'on a de la convection (cf. section
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5.3.3), l'utilisation du modele R224 pour étudier la turbulence induite par le vent
de surface est beaucoup plus aisée que celle des modeles R213 et R23 pour lesquels
il faut au préalable déterminer un parametre d’ajustement convectif ou remplacer
le modele R213 par le modele de Pacanowski et Philander modifié (cf. équation
(5.3.72)) comme préconisé par Timmermann et Beckmann [66]. Et dans ce dernier
cas, un calcul de parametres additionnels s’impose. Le modele R224 est quant a lui

"prét a 'emploi” sans que l'on ait besoin de faire des calculs préalables.



Conclusions et perspectives sur cette

étude

L'analyse mathématique (cf. chapitre 4) a montré que seul le nouveau modele pro-
duisait une solution d'équilibre unique pour n'importe quelles valeurs du flux de flotta-
bilité (Q) et du nombre de Richardson d'équilibre (R¢). De plus, on a montré que ce
nouveau modele présente tout comme les deux anciens une solution d'équilibre stable
mathématiquement pour R® > (. L'étude numérique nous a montré que dans le cas
ou la couche de mélange est induite par le vent de surface en I'absence de convection,
le nouveau modele produisait une couche de mélange similaire a celle obtenue avec les
modeles R213 et R23 et dont la profondeur était en accord avec les observations. On a
constaté qu’en présence de convection seul le nouveau modele était utilisable "tel quel”.
Ainsi, pour toutes ces raisons, on recommande |'utilisation du modele R224 en rempla-
cement des modeles R213 et R23, dans les cas ol on |'on simule des situations globales
comprenant toutes sortes de régimes turbulents, car R224 donne les mémes résultats
que R213 dans les cas sans convection, ce qui est un bon résultat et parce qu'il est
plus facilement utilisable que les modeles R213 et R23 dans les cas avec convection. En
utilisant R224, on a plus besoin d'adapter le modele de turbulence que I'on utilise, en
fonction du régime turbulent dans lequel on se trouve; R224 est utilisable quelque soit

la valeur du nombre de Richardson en jeu.

Afin de pouvoir comparer les trois modeles dans des situations précises avec des
données océanographiques, il faudrait changer les conditions aux limites a la surface en
les rendant dépendantes du temps. De plus, il serait intéressant de comparer, dans un
cas ou l'on note la présence de convection, le nouveau modele avec un autre modele
valide comme le modeéle de Pacanowski et Philander modifié (cf. équation 5.3.72) ou
le KPP ([33], cf. section 1.3.2.1, chapitre 1). Il faudrait pour cela arriver a trouver un
jeu de données complet pour ce type de situation, ce qui n'est malheureusement pas le

cas dans la base TAO (cf. McPhaden [48]). Il serait aussi intéressant de comparer les
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résultats donnés par ces modeles a des résultats issus de calcul de simulation des grandes
échelles (cf. chapitre 2, partie I) en les incorporant dans un code de calcul existant. Ainsi,
on pourrait essayer de quantifier la perte d'information entre ces deux méthodes et on
pourrait regarder lequel des trois modéles donnent la solution la plus proche de celle issue
du calcul de simulation des grandes échelles. Enfin, il serait intéressant d'implémenter
le nouveau modele dans le code de calcul GOTM (code océanique 1D basé sur des
méthodes URANS disponible a I'adresse web : http ://www.gotm.net ) afin de comparer

ses résultats avec ceux d'autres modeles 1D.



Troisieme partie

ETUDE DE MODELES DE
TYPE SGE
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Orientations Générales

On choisit d'étudier ici un modele de Simulation des Grandes Echelles (SGE) (cf.
chapitre 2, partie ). On se propose d'analyser d'un point de vue tant théorique que
numérique une version adaptée a des conditions aux limites non-périodiques du modele
Leray-déconvolution introduit par Layton et Lewandowski [37] pour des conditions aux
limites périodiques. On introduira notamment une équation de déconvolution continue
capable de fonctionner avec des conditions aux limites non-périodiques. Ce modele est
basé sur une régularisation de type Leray des équations de Navier-Stokes (cf. Leray, [41]).
On montrera d'abord une analyse mathématique, pour une configuration 3D, du modele
Leray-déconvolution adapté pour des conditions aux limites non périodiques avec tension
superficielle du vent (on I'appelera dans la suite "modele de déconvolution™) (cf. cha-
pitre 7). Aprés, on présentera une validation numérique 2D du modele de déconvolution
par rapport aux résultats issus du calcul de simulation directe (DNS). Cette valida-
tion est faite sur deux géométries différentes : une sans bathymétrie et une avec ba-
thymétrie. Puis, dans un dernier chapitre, on montrera d'autres expériences numériques
qui nous permettront notamment d'établir une conjecture donnant des informations sur
les présumées conditions CFL a prendre en compte. Enfin, on concluera sur les avantages

et inconvénients de ce modele et sur les perspectives qui pourraient étre envisagées.
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Chapitre 6

Etude théorique et numeérique

dans le cas périodique

On considere dans ce chapitre le cas périodique. On commence par décrire 1'al-
gorithme de Van-Cittert (cf. Van Cittert [16]) et ensuite on écrit 1'équation conti-
nue de déconvolution que l'on résoud explicitement a l'aide de séries de fourier.
Puis, on donne une premiere illustration numérique des principes de filtration et de

déconvolution.

6.1 Partie théorique

6.1.1 Filtration

Soit @ > 0, u une fonction 27-périodique a moyenne nulle. On considere le

probléeme (6.1.1), avec des conditions aux limites périodiques,

—a? At + U = u, (6.1.1)

ou « est le degré de filtration (ou ”la largeur du filtre”) et u est la fonction filtrée,

a moyenne nulle.

Le probleme (6.1.1) a été étudié par de nombreux auteurs (cf. J.L. Lions [45]).

La théorie elliptique indique que si u € H; (R?), 2r-périodique et & moyenne nulle,

loc

alors (6.1.1) admet une unique solution @ € H;T?*(R?), 2r-périodique et & moyenne

nulle.

Pour étre plus précis, considérons
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0 .
Hy.,. = {u = Z ue™ > uy =0, Z k| ug]? < oo} , (6.1.2)

keZ3 kez3

muni de la norme

1/2
lull o :<Z|k|2s|uk|2> . (6.1.3)

keZ3
Soit

0 0
. s+2 s
Az Hylm — Hy,, (6.1.4)

u — —a?Au+u.
Ce qui est dit plus haut peut aussi s’exprimer par le fait que l'opérateur est

inversible, et la relation A% = u peut aussi s’écrire 1 = A~ lu.

On commence par résoudre explicitement 1’équation (6.1.1) de maniere formelle.

On pose u = Z x> et en remplacant dans (6.1.1), @, u par leurs expressions,
KEZ3 k#£0
on obtient

o? Z \k[2akeik'x+ Z Tpe’** = Z upe™x, (6.1.5)

keZ3 k#0 keZ3 k#£0 keZ3 k#0

ik-x

et en identifiant mode a mode et en simplifiant par e"*, on trouve pour chaque

k, (a?|k|? + 1)ug = uy, c’est-a-dire

Uk
a?|k|2+ 17

Uy = (6.1.6)

d’ott

— U ik-x
— -~ 6.1.7
= ¥ (i) (6..7)

keZ3 k40
Remarque 6.1.1 On a :
Oé2|k‘2 ik-x
— U= — e 6.1.8
(D DI e R (6:18)
keZ3 k40

0
On déduit que lorsque u € H;er, on a :

lu —all72 < o[ Vul| L2 (6.1.9)
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0 0
Théoreme 6.1.1 On suppose que u € H,,,.. Alors u =, U Jortement dans H,,,,.

Preuve. En effet,

2k? 17
-y, = ¥ | ] ke (6.0.10)

per kEZ3,k7£O 1 + O[2|k‘2

0
Soit € > 0. Comme u € H?

per?

il existe N tel que

> k[Pl < % (6.1.11)
|k|>N k0
Oé2|k‘2
et comme H—TQ\k!Q <1,
o’ |k[? ? s €
In = Z (1+Oz2|k|2) Jug|*[k[** < 2 (6.1.12)
keZ3,|k|>N
k#0
par ailleurs,
: a2kl 1\’ )
ili% Z <1 + a2]k|2> Jug[* k> = 0. (6.1.13)
[k|<N k#0

Donc il existe oy > 0 tel que pour chaque « €]0, ag[, on ait

2|2 2
Iy = Z <&> g2k < < (6.1.14)

1+ o?|k|? 2
keZ3,[k|<N
k#0
or ||lu—1u||?, = Iy+ Jy et donc pour tout a €]0, ag[, on a :
;er
llu—all*y <e (6.1.15)
per

ce qui termine la preuve. [ |

6.1.2 La déconvolution
Adams et Stolz (cf. [62]) introduisent 'opérateur

N

Dy=) (I-A7")" (6.1.16)

n=0

Notons que formellement



6.1. PARTIE THEORIQUE 116

Dy — A (6.1.17)
Cependant, ceci serait vrai si [|A7!|| < 1. On vérifie que ||A~!|| = 1 et donc on ne

peut pas garantir (6.1.17), sauf en se restreignant a des polynomes trigonométriques

de degré fini.

L’idée d’Adams et Stolz est de remplacer le terme V - (u.u) dans les équations

de Navier-Stokes par

V- (DNU.DNU), (6118)

Ce qui est une maniere de "déconvoler” le modele de Bardina et al (cf. Layton-
Lewandowski [35], Dunca-Ersteyn [19]). Formellement le modele obtenu est censé
converger vers les équations de Navier-Stokes moyennées, ce que 1'on ne sait pas
démontrer. La déconvolution introduite dans Layton-Lewandowski (cf. [36]) consiste
a poser Hy(u) = Dyu et de remplacer dans les équations de Navier-Stokes le terme
convectif par (Hy(u)V)u, et de montrer que le modele correspondant converge vers

les équations de Navier-Stokes.

Dans ce qui suit, on décrit I'algorithme de Van-Cittert [16] pour une fonction

scalaire et on montre comment en déduire ’équation continue de déconvolution.

N
0
Soit u € H,,, fixé. On pose : wy = Dyu = Z(I — A™Y)" @ avec wy = u. En
n=0
composant par A~!, on obtient
N
Awy = Y ATV - AT, (6.1.19)
n=0
N N
= =) (I-ANatd (I-A)a, (6.1.20)
n=0 n=0
= —WN+1 ‘I’ﬂ‘i‘w]\[ (6121)

Il en résulte :

{ o= (6.1.22)

WN4+1 = WN + (ﬂ — A_le).
Cet algorithme est connu sous le nom de ”algorithme de Van-Cittert”. Cet al-

gorithme est tres utilisable dans le cas périodique, mais pose des difficultés lorsque
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I'on travaille avec des conditions aux limites non périodiques. C’est pourquoi on

généralise le modele de Leray-déconvolution de Layton-Lewandowski [37].

On compose a présent par A. Il en résulte :

AwN+1 — AU}N +wy = Au = u. (6123)
et comme Aw = —a?Aw + w, on en déduit
—?[Awng — Awy] + Wy = u. (6.1.24)

On remarque que dans un certains sens I'équation (6.1.24) est ’analogue d’une
équation d’évolution que 'on aurait discrétisée par la méthode des différences finies
d’ordre 1. En effet, si on note 7 le parametre d’évolution, I’équation (6.1.24) s’écrit,

dans le cas particulier ou 07 =1 :

—a’A (W) Wil = U (6.1.25)

C’est ce qui justifie que l'on introduise 1’équation continue de déconvolution

Ea_) (6.1.26)

suivante :

ot v =v(1,x), T € R, x € R3.

6.1.3 Résolution de I’équation de déconvolution dans le cas
périodique

Comme précédemment, on pose pour u € H]‘;ﬂ (s € R)

D> we™> (6.1.27)

keZ3 k£0

et on rappelle que

— 1 ik-x
= > —rpme™ (6.1.28)
keZ3 k£0 1+ a?|k]

On pose : w(7,x) = v(7,x) — u(x). La fonction w satisfait alors ’équation :
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ow
— 2 _— =
ozA<87>+w 0,

w(0,x) = u(x) — u(x).

(6.1.29)

avec des conditions aux limites périodiques et a moyenne nulle. On cherche w

sous forme d’une série de fourier :

w(rx) = Y w(r)e™, (6.1.30)

keZ3 k#£0
avec pour chaque k € Z3,
—(1/2|k|2 ~

On déduit de (6.1.29) que chaque wy vérifie I’équation différentielle

o |k|*wy + wy = 0, (6.1.32)
wk(O) = (ﬂ — U)k.
On en déduit que
_ —T
wk(T) = (@ — u)exp (W) (6.1.33)

Par conséquent :

o(rx) =ux)— Y [%uk} exp(#&z) exp(ik-x)  (6.1.34)

keZ3 k40

0 0
Remarque 6.1.2 (6.1.3/) indique que si w € HS,., alors v € H?, et il existe une

per’ per

er

constante C' qui ne dépend pas de T telle que ||v(, )HHO < CHUHHg , VT e R4
per p

En écrivant (6.1.26) sous la forme

0
—a?A (a%) —u—u, (6.1.35)
9 0
On voit que a_’u € H;;Q et que l'on a
T
ov
‘ 97| o <Ilul| o +|lv]| o <C|lul| o (6.1.36)
T H;'jf H,, He, Hs.,

On écrit alors pour chaque T € R,
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v(r,x) = a(x) + /OT — (7', x)dr’ (6.1.37)

Comme on sait que

lall o, <Cllull o (6.1.39)

per per

0
Il en résulte que pour chaque T € Ry, v(T,-) € H;’jf et que l'on a

lo(m )l o, < CA+T)ull 4 (6.1.39)
H3? H

per per

0
Alors v(t,-) — wu(-) dans lespace H?

er
T—00 p

0
Théoréme 6.1.2 Soit u € H?

per*

Preuve. On a pour chaque 7 € R,

2 o’|k|? T ? 211,128
|’U<77>_u()”Hg = Z memp W ]uk| |k| . (6.1.40)
Per ke73 k£0
a2|k|2

0 _
Soit € > 0. Puisque u € H? et que H—TW < 1etexp <Wl:’2) <1,il

per

existe V € N tel que

o?|k|? -7 2 €
= % 2k < &, 6.1.41
! L+a2|k\2“p(azrk|2ﬂ =5 (14D

k|>N k40

Par ailleurs,

a?|k|? -7 \1]°
Iy = _— —_ 2 k|2 6.1.42
v= 3 | ()| i (0142

[K|<N k%0
tend vers 0 lorsque 7 — +00. Donc il existe 79 > 0 tel que pour chaque 7 > 7y,

on ait

o?|k|? —T 2 €
Iy = 2k|% < =, 6.1.43
= X | ()| < (0149

k| <N k#0

Or [jo(r,-) — u()“iﬁ = Iy + Jn et donc V7 > 79,

lv(r,-) —u()IPy <e (6.1.44)

ce qui termine la preuve. |
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6.2 Tests numériques

On donne maintenant une premiere illustration numérique des principes de fil-
tration et de déconvolution dans le cas périodique. On met en évidence 'influence
du degré de filtration («) sur la convergence de la fonction filtrée vers la fonction
non-filtrée puis on montre 'influence du nombre de déconvolution sur la convergence
de la fonction déconvolée vers la fonction non filtrée et non déconvolée. On considere

pour cela une fonction scalaire, 2m-périodique, u(x) = cos(8x) pour x € R.

6.2.1 Influence du degré de filtration «

On teste dans cette section la robustesse numérique du Théoreme 6.1.1 : Quand

0
a — 0, la fonction filtrée u (avec u € H,,) converge fortement vers la

0 0
fonction non filtrée u (avec u € H,,,) dans H,,,.

Dans cette étude numérique, on compare les fonctions filtrée et non filtrée a
I'aide de leurs transformées de Fourier discretes (TFD). La notion de transformée

de Fourier discrete est définie par la définition 6.2.1.

Definition 6.2.1 Soit une séquence de S échantillons x(s) pour s € [0,5 — 1].
La transformée de Fourier discréte du signal x(s) que l'on nomme TFD{x(s)} est

définie par

I
!

TFD{z(s)} = X(k) =) x(s).e 23 (6.2.45)

@
Il
o

otk €0,8 —1].

Ici, on prend S = 256 et la transformée de Fourier discrete de la fonction non

filtrée, notée U(k), est alors définie par

Uk) =Y u(s).e s (6.2.46)
et la TFD de la fonction filtrée, notée U(k), est tel que

U(k) = A 'U (k) (6.2.47)

1
= PREF1 conformément & 1’équation (6.1.7).



CHAPITRE 6. CAS PERIODIQUE 121

On trace sur la figure (6.1) la TFD de la fonction filtrée U(k) pour différentes
valeurs de « et la TFD de la fonction non filtrée U(k). On calcule I'erreur L? pour
chaque valeur de « entre le cas filtré et le cas non-filtré. Cette erreur est définie par

la définition 6.2.2 et est notée errL2.

Definition 6.2.2 On appelle errL2 la norme L? de Uerreur entre la TFD de la
fonction non filtrée U(k) et la TED de la fonction filtrée U(k). Elle est définie par

1/2

errL2 = |UGK) UKz = | Y UK -T®)P| . (6.2.48)
kel0,5—1]

Les valeurs des erreurs L2, pour les différents cas de «, répertoriées dans le
tableau (6.1), tendent vers 0 lorsque « tend vers 0. Et de plus, on constate que pour
a = 0, on a une erreur L? nulle. Donc, la TFD de la fonction filtrée tend vers la
TFD de la fonction non filtrée lorsque « tend vers 0 et quand o = 0, les deux TFD

sont égales. Ce qui est parfaitement en accord avec le Théoreme 6.1.1.

Valeurs de « Erreur L?
a=0m 0
a=0.001m 1.9.107°
a=0.01lm 0.002
a=0.0bm 0.0488
a=0.1m 0.1943
a=05m 4.3022

TAB. 6.1 — Erreur L? entre le cas filtré et le cas non filtré
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—

)
T

Transformée de fourier des fonctions
@
T

FiGc. 6.1 — Tracés de la TFD de la fonction filtrée pour différentes valeurs de «
(notée fonction filtrée, « = 0m, a = 0.01m, a = 0.05m, o = 0.1m, a = 0.5m,
a=1m) et TFD de la fonction non filtrée (notée fonction non filtrée).

6.2.2 Influence du nombre de déconvolution

Maintenant, on étudie I'influence du nombre de déconvolution sur la convergence
de la fonction déconvolée vers la fonction non filtrée et non déconvolée. Comme il
s’agit ici de donner une premiere illustration numérique du principe de déconvolution
et puisque 1'on est dans le cas périodique, on met en oeuvre ’algorithme de déconvolution
de Van-Cittert [16] (cf. equation (6.1.22)) pour traiter la déconvolution sachant
que ’équation de déconvolution continue (cf. équation (6.1.26)) sera tres largement
traitée numériquement dans le cas non-périodique avec une tension superficielle ou

elle prend tout son sens dans le chapitre 8.

On compare alors la TFD de la fonction non filtrée et non déconvolée U (k)
(cf. équation (6.2.46)) avec la TFD de la fonction déconvolée Wy (k) (cf. équation
(6.2.49)) pour différentes valeurs de N. Pour tout k, on a

Wi (k) = i([ — AU (k). (6.2.49)

ou A = conformément & 1'équation (6.1.7) et ott U(k) est donnée

1
a?|k]?+1
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par 'équation (6.2.47).

Comme la TFD de la fonction déconvolée dépend en ”un certain sens” de la TFD
de la fonction filtrée puisque 'on ne prend pas en compte le cas N — oo pour des
raisons de temps et de cott de calcul, on considere plusieurs valeurs de « différentes
( = 0.01m, « = 0.065m, a = 0.1m, o = 0.5m) afin d’étudier cette dépendance.

On ne teste pas a = 0.001 m car erreur L%, égale & 1.9.107°, est déja tres faible.

On calcule erreur L? entre la TFD de la fonction non filtrée et non déconvolée
U(k) et la TFD de la fonction déconvolée Wi (k). Cette erreur est définie par la
définition (6.2.3) et est notée errL2,.

Definition 6.2.3 On appelle errL2y la norme L? de lerreur entre la TFD de la
fonction non filtrée et non déconvolée U(k) et la TFD de la fonction déconvolée
Wy (k). Elle est définie par

1/2

errL2y = |UK) = Wy ()2 = | Y |UK) = Wx(k)?] (6.2.50)
ke[0,5—-1]

Le calcul des erreurs L? (cf. tableaux 6.2, 6.3, 6.4 et 6.5) nous ameéne aux conclu-

sions suivantes :

1. Quand « est petit, on n’a pas besoin de déconvoler car la filtration est assez
efficace pour faire converger la fonction filtrée vers la fonction non filtrée. Par
exemple, pour le cas ot a = 0.001m, on a une erreur L? entre la fonction
filtrée et non filtrée de 1.9.107°, ce qui est tout & fait correct et par conséquent

la déconvolution n’est pas nécessaire (cf. tableau 6.1).

2. Quand « est plus grand, on a besoin de la déconvolution pour améliorer la
convergence vers la fonction non filtrée et non déconvolée (cf. tableaux 6.3, 6.4
et 6.5). En effet, pour a = 0.05m, a = 0.1m et a = 0.5m, les erreurs L? sont
un peu trop élévées, surtout pour o = 0.5m. On constate aussi que plus « est
grand et plus on a besoin d’un nombre de déconvolution important. Lorsque
a = 0.5m, on doit aller jusqu’a N = 5 afin d’avoir une erreur L? correcte (cf.
tableau 6.5) alors que pour @ = 0.05m, N = 1 suffit (cf. tableau 6.3). Ceci est
cohérent puisque plus le signal est dégradé par la filtration et plus il faut faire

de déconvolutions pour le réparer. On peut remarquer que la seule estimation
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de N qui fonctionne pour toutes les valeurs de «, ¢’est N — oo, mais cela cotite

tres cher numériquement et donc on est malheureusement obligé de composer

avec la valeur de «.

Exp 1: Cas ou a =0.01m et ou N est variable

Valeurs de o Valeurs de N Erreur L2
a=0.01m N=0 0.002
a=0.01m N =1 1.082.1077
a=0.01m N =2 6.44.10712

TAB. 6.2 — Erreur L? entre le cas non filtré et non déconvolé et le cas

(errL24) pour o = 0.01'm

Exp 2 : Cas ou a =0.05m et ou N est variable

déconvolé

Valeurs de « Valeurs de N Erreur L2
a=0.05m N=0 0.0488
a=0.05m N=1 6.7434.107°
a=0.05m N =2 1.003.10°7

TAB. 6.3 — Erreur L? entre le cas non filtré et non déconvolé et le cas
(errL24) pour a = 0.05m

Exp 3 : Cas ou a =0.1m et ou N est variable

déconvolé

Valeurs de « Valeurs de N Erreur L?
a=0.1m N =0 0.1943
a=0.1m N =1 0.0011
a=0.1m N =2 6.3279.107°

(errL24) pour pour « = 0.1m

TAB. 6.4 — Erreur L? entre le cas non filtré et non déconvolé et le cas

déconvolé



CHAPITRE 6. CAS PERIODIQUE 125
Exp 4 : Cas ou a =0.5m et ou N est variable
Valeurs de « Valeurs de N Erreur L2
a=0.5m N =0 4.30
a=0.5m N =1 0.51
a=0.5m N =2 0.06
a=0.5m N =3 0.0088
a=0.5m N =5 2.04.107*
TAB. 6.5 — Erreur L? entre le cas non filtré et non déconvolé et le cas déconvolé

(errL2y) pour o = 0.5m

Transformeée de fourier des fonctions
o
T

-+ -- Fonction filtrée puis décorvolée (o= 0.01m,t=2

Fonction non filtrée — non déconvolée
Fonction filtrée puis déconvalée (o= 0.01m, t="1

Fic. 6.2 - a = 0.01m : TFD de la fonction non filtrée et non déconvolée et TFD

de la fonction déconvolée pour N =1 et N = 2.
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12
Fonction non filrée — non déconvolae
Fonction filrée puis décorwolée (e = 0.0bm,t="1
--++ - Fonction filrée puis décorwolée e = 0.05m,t =2
10

Transformée de fourier des fonctions
=
T

Fic. 6.3 - a = 0.05m : TFD de la fonction non filtrée et non déconvolée et TFD

de la fonction déconvolée pour N =1 et N = 2.

Fonction non filtrée — non déconvolée

Fonction filtrée puis déconvolée o= 0.1m,t=1
---+-- Fonction filtrée puis déconvolée (o= 0.1m,t=2

Transformée de fourier des fonctions
&
T

0 0.1 02 0.3 04 0.5 06 07 og 0.8 1

(K

Fi1G. 6.4 —a=0.1m : TFD de la fonction non filtrée et non déconvolée et TFD de

la fonction déconvolée pour N =1 et N = 2.
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12
Fonetion ron filtrée et non dsconvolse
Fontion fitrée puis déconvolée & = 0.5m, = 1
- Fonction filtrée puis déconvolée = 0.5m, T = 2
Fonction filtrée puis déconvolés : o = 0.5m, © = 3
10 « Fonciion filrée puis déconvolée : « = 0.5m, © = 5
(4]
< + 44
-f—j [N
g 1
S 8 I
2 |1
(4] - |
o} I
© 1 |
B i 1
2 s [
2 | |
© T
2 |
] | T
£ I
S 4 | |
2 4
@ i
= T
o
=

Fic. 6.5 —a=0.5m : TFD de la fonction non filtrée et non déconvolée et TFD de
la fonction déconvolée pour N =1, N =2, N =3, N =5.
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Chapitre 7

Etude théorique pour le cas non

périodique

Tout d’abord, on doit signaler que les résultats obtenus dans ce chapitre que l'on
peut retrouver dans les articles [3] et [2] sont le résultat d’un travail en commun avec
R. Lewandowski et E. S. Titi. Ce chapitre introduit une nouvelle version du modele
Leray-déconvolution de Layton-Lewandowski [37] qui fonctionne avec des conditions
aux limites non-périodiques décrivant l'intéraction océan-atmosphere pour un vent
fixé. On commence par définir les espaces fonctionnels utilisés dans la suite. Puis
on montre des résultats de densité et de régularité nécessaires pour 'utilisation par
la suite de la méthode de Galerkin. On effectue le relévement de la condition a li-
mite de surface puis on établit I’équation continue de déconvolution. On montre que
la solution de cette équation vérifie une inégalité d’energie et grace a la méthode
de Galerkin, on montre que cette solution converge fortement dans H*(Q2)? vers le
champ de vitesse lorsque le parametre de déconvolution 7 tend vers 'infini. Apres,
on établit le modele de déconvolution qui consiste en les équations de Navier-Stokes
dans lesquelles on a remplacé la vitesse advective par la solution de I'équation de
déconvolution continue. On montre un résultat d’existence et d’unicité d’une so-
lution réguliere au modele de déconvolution. Enfin, on montre que cette solution
converge vers une solution faible dissipative des équations de Navier-Stokes dans la

formulation variationnelle.

129



7.1. PREREQUIS 130

7.1 Prérequis

7.1.1 Géométrie et conditions aux limites sur la vitesse

On note x = (x,y, z) un point de IR®. @ C IR? est un domaine régulier et borné,

et on considere

Q=0 x[~h,0)],

ou h > 0. On note le bord supérieur du domaine I'y ,
I's = O x {0},
les bords latéraux I'; et le bord inférieur I'y,
I''=00 x [—h,0], T'y=0 x{-h},
ou 0O représente le bord de O. Et finalement, on pose
r=r,ur;ur,.

On introduit ci-dessous les conditions aux limites utilisées dans ce travail. On note
u = (up,w) le champ de vitesse dans l'océan ou u;, = (u,v) représente sa partie

horizontale. On utilise aux bords les conditions suivantes :
w|r = 0, uh|plU[‘b = 0, Vuh . Il|ps = V, (711)
ou n|p, est la normale extérieure a la surface I's et V. = V(z,y) est le champ de

vent défini sur O. Le domaine O peut étre identifié a I'; et 'V est fixé.

7.1.2 Définitions des espaces de fonctions utilisés

On définit ci-dessous les espaces qui seront utilisés dans la suite. Le premier

espace, IHy, est défini par

H) = {u= (u,,w) € L*(Q)*,V-u=0,un|p, =0} (7.1.2)

et il est muni de la norme

s, = ( [ |u|2dx)l/2. (713

Le deuxieme espace utilisé se nomme IH; et il est défini par
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IH, = {11 = (uhaw) € Hl(Q)37V U= 07u|FbUF1 =0,w s — 0} (714)

Comme les éléments de IH; sont nuls sur une partie du bord de €2, 'inégalité de

Poincaré a lieu sur IH;. Donc, il existe une constante C' > 0 tel que Vu € IHy,

/yuy%zxgc/ Vul? dx. (7.1.5)
Q Q
2

1/
et par conséquent ( / |Vul? dx) est une norme sur IH;, notée ||ul|m, .
Q

7.1.3 Probléme de stokes avec tension du vent

On étudie le probleme de Stokes avec tension du vent défini par

Trouver u = (u,, w) et p tel que pour f et V fixés on ait

—Au+ Vp=1f dans(),
V-u=0 dansQ, (7.1.6)

U)|1" = 0, uh|rlurb = O, Vuh . l’llps = V

La formulation variationnelle du probleme (7.1.6) s’écrit sous la forme (7.1.8).

On note d’abord que pour v = (v, () € IHy,

/Vp.vdx:/p-v-ndx—/pv-vdx:o. (7.1.7)
Q r Q

car v-n|p = 0.

Trouver u € IH; avec f et V fixés tel que Vv = (v, () € IH; on ait

/Q(Vu :Vv) dx = /FS(V - vp) dx + /(f V) dx. (7.1.8)

Q

Théoréme 7.1.1 On suppose que V € L*(T,)* et f e L*(Q)3. Alors le probléeme

(7.1.8) admet une unique solution u € TH;.
On peut mettre le probleme (7.1.8) sous la forme

A(u,v) = (G,v) (7.1.9)

ou A(u,v) = / Vu : Vvdx est clairement bilinéaire, continue, symétrique et
Q

coercive, et
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(G,V):/f-vdx—l— V - v, dx, (7.1.10)
Q

Is
ou l'on a, pour une constante C' > 0, I'inégalité suivante

(G| < ClIv e, ([8llzze + 1V]zz) (7.111)

qui est obtenue en utilisant successivement I'inégalité de Cauchy-Schwarz, 'inégalité

de traces pour le terme de bord et I'inégalité de Poincaré.

Par conséquent,

(v (G,v)) € (H,) (7.1.12)
Ce résultat est alors une conséquence du Théoreme de Lax-Milgram. |

A ce stade, il est trop tot pour affirmer I'existence d’'un champ scalaire p tel que
(u,p) soit solution du probleme (7.1.6), au moins au sens des distributions. Il y a
deux difficultés :

— Nous devons prouver que l'espace défini par (7.1.13) est partout dense dans
IH; afin de pouvoir appliquer le Théoreme de De Rham (cf. Girault-Raviart
[24]).

— 1l faut prouver que u est au moins dans H%/2%(Q)3 (¢ > 0), pour s’assurer que

Vu a une trace sur I'y et pouvoir donner un sens a la condition aux limites
Vu-n|p, = V.

7.1.4 Résultats de densité et de régularité

7.1.4.1 Résultat de densité

Afin de pouvoir appliquer le Théoreme de De Rham, on a besoin de montrer un
résultat de densité sur un espace de fonctions régulieres inclu dans IH;. On utilise

un argument de symétrisation afin de se ramener a un cas standard. On considere
V={p=(pnn) € C(Q)°
V=0,
n

rs — 07 V‘Ph ‘n
JK C O compact t.q supp(¢) C K x [—h,0]}
(7.1.13)

F5:O7
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et notre but est de montrer que V est dense dans IH;.

On commence par introduire quelques notations. Prenons

Q=0 x [—h,h]
qui représente un double cylindre. Considérons les espaces suivants :

H, = {uec H(Q)? ul,g=0, V-u=0},

~ . (7.1.14)
V={peD(Q), V- p=0}

ol 99 représente le bord du double cylindre.
Si u = u(x,y, z) représente n’importe quelle fonction mesurable définie sur Q, on
peut définir P(u) tel que

P(u)(z,y,2) = u(z,y, —2). (7.1.15)

Si u = (uy, w) représente n’importe quel champ de vecteurs mesurable défini sur

Q, on peut définir 7, (u) tel que
T,(u) = (P(uy), —P(w)). (7.1.16)
On peut alors définir les espaces symétriques de la maniere suivante :

I[~-Il,sym ={u=(uy,w) € I[-Il, 7,(u) = u},

N N (7.1.17)
Vam ={p = (pn,n) €V, T(p) =}

On est maintenant en mesure de prouver le résultat principal de cette section

qui est le suivant :

Théoreme 7.1.2 L’espace V est dense dans |’ espace IHy et IH; est dense dans
H,.

Preuve. Le domaine ) est convexe avec un bord Lipchitzien. Donc, on sait que V
est dense dans IH; (cf. Girault-Raviart, [24]). Soit u une fonction mesurable définie

sur Q et & (u) la fonction définie sur Q) tel que :

V(z,y,2) € Q, Es(u)(z,y,2) = ulx,y, 2),

) (7.1.18)
V(z,y,2) € 2N (z>0), Es(u)(z,y,2) = u(x,y,—2),

et de maniere analogue, la fonction &,(u) est définie sur Q) par :



7.1. PREREQUIS 134

v(m7y7 Z) E g}’ ga(u)<x7 y72) = u(x7 y7 Z)’ (7.1.19)
V(z,y,2) € QN (z > 0), E(u)(z,y, 2) = —u(z,y, —2),
Soit u = (up,w) € IH;. On pose :
E(u) = (E(up), Eu(w)). (7.1.20)

On prouve d’abord que £(u) € IHLSym. Prouver que £(u) € Iﬁl,sym revient a
montrer que £(u) € H'(Q)? puisque E(u)|,g = 0 et V - E(u) = 0 sont vérifides

par définition de £(u). D’abord on montre que £(u) € L*(Q)3. Par définition de
u, on a u € L*(Q)3 et donc on a par définition de £(u), £(u) € L*(Q)3. Grace &
Popération de symétrie, on a u € L*(Q N (z > 0))* et donc on a par définition de
E(u), E(u) € LA(QN (2 > 0))%. Comme £(u) € L*(Q)? et E(u) € L2 (N (2 > 0))?,
alors £(u) € L2(Q)? puisque Q = QU (2N (z > 0)). Maintenant, on doit montrer

que la dérivée faible de £(u) existe et qu’elle est dans L?(€2)3. On choisit pour cela

une fonction test ¢ dans C!(Q2)® et on applique sa dérivée au champ £(u) tel que

I'on ait a calculer la quantité suivante : (Vi = 1,2, 3)

—/Qé’(u) gz. (7.1.21)

ouxry =2, xy=1, T3=2.

On procede au calcul de la quantité (7.1.21) composante par composante. On

commence par ¢ = 1 et donc par le calcul de :

dp
qui est égale a
dyp / dp
— [ E(u)=— — E(u)—. 7.1.23
/Q ( )355 QN (z>0) ( )693 ( )

En appliquant les définitions (7.1.18), (7.1.19), (7.1.20), il vient

U(.Z',y,Z) U(.ﬁlf,y,—Z)
i Oy
_/ a,.. U(‘Tv Y, Z) - . a. U(x, Y, —Z> , (7124)
o 0 an(=>0) O
w(x,y,z) B —w(x,y, —Z)

et en intégrant les termes de (7.1.24) par parties, on obtient
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u(z,y,z) 5 u(z,y,z)
_/ 2 U(l’,y, Z) ‘n+ / 2r U(ZIZ’,y, Z)
" \wiep2) U o)
w(x,y, 2z w\r,y, z
Y Y (7.1.25)
u(x7y7 Z) u(l’7 y’ Z)
_/>~ 2 U(.Z',y, Z) Il+/ Spa_ U($7y7 Z)
0N (2>0) N (2>0)
_w(x7y7 Z) —U)(l',y, Z)

ou
— 0% est le bord du domaine 2,
— 90N (z > 0) est le bord du domaine Qn (z>0),

— n est la normale extérieure a la surface considérée.

Par définition, u = v = 0 sur tous les bords extérieurs considérés et sur l'interface
entre les deux domaines, on a w = 0. Donc tous les termes de bords dans (7.1.25)

s’annulent. (7.1.25) devient alors

P U(IL’,y,Z) P U(Jf,y, _Z>
/ o= | v(z,y,2) | + / o— | v(z,y,—2) |, (7.1.26)
o Or an(z>0) 0
w(:v,y, Z) - —'UJ([E,y, _Z)
qui est égale a
[eg-eay+ [ ol ew) (7.1.27
Q SO&E QN (2>0) 90393 . o

Comme Q = QU (2N (2 >0))), (7.1.27) devient

/ @%(S(u)), (7.1.28)

Q
d’ou

Op 0
— — = — : 1.2
| ewgE = [ egtew) (7.1.29)
Par un raisonnement analogue pour ¢ = 2, on obtient :

_/Qg(u)g_j :/Qgpa%(g(u)). (7.1.30)

Maintenant, on détaille le cas ¢ = 3. On cherche a calculer I'expression — / & (u)a—
a z
qui peut se mettre sous la forme (7.1.31), par application de la définition de E(u).
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u(xaya Z) U(%y; _Z)
Dip Dy
= o | vz | + — | v(@,y,—2) |- (7.1.31)
o 0z QN(z>0) 0z
w(z,y, z) —w(z,y, —2)

En intégrant les termes de (7.1.31) par parties, il vient

u(x,y, 2) 5 u(z,y, 2)
_/ 2 U(LC,y,Z) n+/90_ ’U(:C,y,Z)
o0 o 0z
w(z,y, 2) w(z,y, z) (71.32)
U(I',y, _Z) 8 —U<£L',y, _Z)
—i_/~ 2 ’U(ZE,y, —Z) .n_/~ (pa_ —U(.T,y,—Z)
o0N(2>0) On(z>0) 0%
—w(z,y, —2) w(z,y, —z)

Les termes de bords sont nuls puisque par définition u = v = 0 sur tous les bords
extérieurs considérés et que sur l'interface entre les deux domaines on a w = 0. Il

vient alors

P U(l’,y,Z) U(l’,y, —Z)
/<P— v(r,y,2) +/ o | v(z,y,—2) |, (7.1.33)
o 0z an(z20) 0z
w(x,y,z) —w(x,y,—z)

qui équivaut a (par application de la définition de £(u))

0 0
Leaems [ o) (7.1.34)

et puisque Q = QU (QN (2 > 0))), (7.1.34) devient

/ o3 (), (7.1.35)
QO
d’ou

—/Qg(u)g—f :/ng%(g(u)). (7.1.36)
Comme E(u) € L*(Q)* alors (%(g(u)), (,%(S(u)) et %(g(u)) appartiennent

aussi & L*(Q)3. 1l existe donc Vi = 1,2, 3, g; € L*(Q)? caractérisant la dérivée faible

de £(u) qui soit définie par

0= W) @= g E@) = pEW).  (TL3)
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et tel que l'on ait

_/ﬁg(u)gi - /Q‘pgi' (7.1.38)

Grace a (7.1.38) et au fait que I'on ait montré précédemment que €(u) € L?(Q2)3,
on peut conclure que £(u) € H'(Q)?. Comme £(u) est nul sur le bord de Q et est &

divergence nulle par définition, on peut conclure finalement que £(u) € Hj ,,,.

Maintenant, grace au résultat de densité rappelé ci-dessus (ie. V est dense dans
TH, ), on déduit qu’il existe une suite de champ de vecteurs (@) )nen de VY qui converge
vers £(u) dans TH;.

On définit 'opérateur de symétrisation S tel que : (avec ¢ = (¢, 1))

1
S(go)(x,y,z) _ §§cph(3:,y,z)+goh(x,y,—z)) (7139)
5(77(35» Y, Z) - 77(% Y, _Z)>

On remarque que :

— Quand V- ¢ =0, alors V - S(¢) = 0,

— Siw € H, yp, alors S(w) = w.

— De plus, 7,S(¢) = S(¢p) et S projete de maniére continue les éléments de TH,
dans I[ill,sym (ou 7, est définie par (7.1.16)).

Donc (@,)nen = (S(9,,))nen converge vers S(€(u)) = £(u) dans TH;. Prenons
@, o comme étant une restriction de ¢,, au domaine 2. Ainsi, @, |q € V et cette suite
converge vers u dans 'espace IH;. On raisonne de la méme maniere pour prouver la

densité de IH; dans IH,. [ |

7.1.4.2 Resultats de régularité

7.1.4.2.1 Objectif On cherche a régulariser les équations de Navier-Stokes considérées
avec les conditions aux limites (7.1.1). Dans un premier temps, on a besoin de

résultats de régularité pour le probleme de Stokes associé.

Etant donné u = (uy,w), les équations pour le probleme de Stokes sont les

suivantes :

—Au+ Vp={£f dans (,
V-u=0 dans(, (7.1.40)
r, =V = (V1, V),

wlp = 0, U—h|FZUFb =0, Vu,-n
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Dans l'optique de notre étude future sur le modele de déconvolution, on a besoin
de vérifier que u € TH; N H*(Q)3 quand f € L?(Q)3 et que V est assez régulier.
De plus, on doit chercher & savoir quelle est la régularité de u quand f € H?(Q)3.
Les difficultés proviennent d’une part du fait que notre domaine €2 ne soit pas assez
régulier a cause des coins et d’autre part du fait de la nature méme de nos conditions

aux limites.

On énonce d’abord les résultats montrés dans cette section. Ils sont les suivants :

Théoreme 7.1.3 On suppose que
(H1) V € H3(O)? et que V est a support compact dans O,
(H2) £ € L*(Q)3.
Alors le probléme (7.1.40) a une solution unique (u,p) € IH; N H?(Q)3 x H(Q).

Théoreme 7.1.4 On suppose que

(H3) V € H*(O)? et que V est a support compact dans O, V-V =0,

(Hy) £ = (f1. f2, f3) € H(Q)® avec fs|r, = 0.

Alors le probléeme (7.1.40) a une solution unique (u,p) € IH; N H*(Q)? x H'(Q)
et pour chaque € >0, u € H3¢(Q)3.

Le domaine Q est convexe avec un bord Lipchitzien. Le probleme de Stokes pour
une telle géométrie a déja été étudié par P. Grisvard [25] et M. Dauge [17] avec des
conditions de Dirichlet homogenes. Notre idée est alors de se ramener a un probleme

avec des conditions de Dirichlet homogenes en passant du domaine {2 au domaine

Q.

Remarque 7.1.1 Les auteurs des articles [70], [69], [65] prouvent des résultats de
régularité analogues. Ils considerent un probléeme de Stokes dans un cylindre avec
une approximation hydrostatique. Les conditions aux limites sont les mémes et ils

prouvent des résultats similaires en utilisant eur aussi un argument de symétrie.

On adoptera, dans la suite, la démarche suivante :

— On commencera par relever les conditions aux limites afin de se ramener a des
conditions de Neumann et de Dirichlet homogenes,

— On considérera alors un probléme de Stokes dans un double cylindre Q avec
des conditions de Dirichlet homogenes et nous montrerons que 1’équation reste

invariante sous 'action de I'opérateur de symétrie suivant

T(u,p) = (T.(w), P(p)) (7.1.41)
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ou 7, et P sont définis par (7.1.15) et (7.1.16).

7.1.5 Relévement de la condition aux limites

On suppose que V = V(z,y) est a support compact dans O (= I'y). On cherche

le relevement sous la forme du vecteur ¥ = ¥(z,y, z) tel que :

#, o(2)V(,y)
T,Y, %) = = 7.1.
Hoy2) (w) (—fe(zxvh.vxx,y)) (72.42)

ou

’ /

K(z) = /Z p(z)dz .

—h

3 h
Lemme 7.1.1 1] eziste p(z) = EzQ +z+ T de sorte que V -9 =0, Y|p, = Vet
w’FlUFb = 0

Preuve. Calcul de la fonction p(z)

On cherche p(z) du type p(z) = az? + bz + ¢ (ol a, b, ¢ sont des coefficients
constants) tel que les trois conditions (C1), (C2) et (C3) soient satisfaites.

dp

RGO
(@) ol =0,
(C3) - /_ Dl = 0.

* La condition (C1) nous donne b = 1.

o o

aZ(z) =2az+b et 82:(0) =b. (7.1.43)
* La condition (C2) nous permet d’estimer ¢ en fonction de a : ¢ = —ah® + h.
* La condition (C3) ajoutée a l'estimation de ¢, nous donne a = e
0 0 3 2
h h
/ p(2")dz = / [az? + 2+ c] d = L h=0 (7.1.44)
o " 3 2
et en remplacant ¢ par —ah? + h, on obtient
R R?
8L (—al+ =0 (7.1.45)

3 2
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. 3
Cce qul nous amene a : @4 = —.

4h
. ) h
* En remplacant a par son expression dans celle de ¢, on obtient ¢ = 1

Et donc en remplagant a, b et ¢ par leurs valeurs dans p(z) on obtient

= — —. 7.1.46
p(z) 4hz +z+ 1 ( )
ce qui termine la démonstration. |

Il est facile de vérifier que le champ 1 est a divergence nulle et qu’il vérifie les

conditions aux limites (7.1.1). Dans la suite, on pose :

W =p(V). (7.1.47)
On note que lorsque V € H*(0)?, alors ¥(V) € H*71(0)?, pour s > 1.

Pour V € H(0)? et (V) € L*(2)3, on définit le champ u € TH; comme

i=u—(V). (7.1.48)

En insérant cette nouvelle variable dans les équations, on obtient le probleme
suivant :

Trouver u = (0, w) € IH; et p tel que 'on ait

—Au+ Vp=£f+ Ay dans Q,
V-u=0 dans, (7.1.49)

ij|p = 07 ﬁh|FlUFb = O, Vﬁh . 1’1|Fs = 0,
Le probléeme variationnel correspondant au probléeme (7.1.49) est le suivant :

Trouver t = (G, w) € IH; et p tel que Vv = (v, () € TH; on ait

/QVﬁ:VvdX:/Qf-vdx—i—/ﬂ(A'gb)-vdx. (7.1.50)

7.1.6 Probleme de Stokes dans le domaine symétrisé

Considérons le champ G défini sur Q par
G =E(f+ Av) (7.1.51)
ou &€ est donnée par la formule (7.1.20). Et on notera qu’il vérifie la propriété suivante

7,G = G. (7.1.52)
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Soit maintenant le probleme de Stokes dans Q avec des conditions aux limites

homogenes, ou I' = 99 :

—Av+Vr=G dansQ,
V-v=0 dans, (7.1.53)

V|f = 0.
et on suppose que G € L2(Q)3, ce qui a lieu lorsque V € H3(O)2.

On constate alors que :
~ Lorsque G € L*(Q)? et V € H*(0)?, le probleme (7.1.53) admet une solution

unique (v,7) € H2(Q)? x HY(Q) (voir [17], [25]) (les h}jpothéses (H1) et (H2)

du Théoreme 7.1.3 font que G = E(f + Av) € L*(Q)3 ou 1 est le terme
provenant du vent de surface et qui est déterminé par (7.1.42) et f est le terme
source du systeme (7.1.40)) .

— Lorsqu’en plus, G € H 1((2)3, on a la partie vitesse u de la solution qui est
dans TH;_. pour tout £ > 0. Les hypotheses (H3) et (H4) du Théoreme 7.1.4

font que G = E(f+ Av) € H(Q)®.

De plus, comme I' = 9Q possede des singularités, on notera que I'on ne peut pas

garantir que v soit dans H3(€2)? comme ce serait le cas pour un domaine a bord C2.

Les Théoremes 7.1.3 et 7.1.4 seront entierement démontrés lorsque la démonstration

de la proposition générale suivante sera totalement établie.
Proposition 7.1.1 On a 7,(v,7) = (v, ).

Preuve. On écrit les équations composantes par composantes, avec v = (v, v3)
et vy, = (v1,v2), et G = (G, Gy, G3) :

—Avy + 0,7 = Gh,
—A’UQ + 8y7r == GQ, (7 1 54)
—Avg + azﬂ' = Gg, o

Vv =00 + 0yvs + 0,u3 = 0.

D’abord, nous remarquons que
V-7T,(v) =V.-v=0.
Puis, si 7,(v) = (7.} (v1), T2 (v2), 7.2 (v3)), alors

A?;l(vl) = A’Ul, AI];?(/UQ) = AUQ, AZ?(Ug) = —A’Ug.
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Et, de la méme fagon,
0, T,m = 0,7, O,T,m =0,m, 0., T,m=—0,.r.

Alors comme 7,(G) = G, 7,(v,7) est encore solution du probléme de Stokes
(7.1.53). Cette solution étant unique, on en déduit que 7,(v, ) = (v, 7). La preuve

est terminée. [ |

7.1.7 Conclusions

7.1.71 Cas1:

On considere que

— V € H3(O)? et que V est a support compact dans O,
(V) € HAQ) et Ag(V) € L(Q)

~ fe L}(Q)3.

Donc (f+ AY(V)) € L*(Q)? et par suite (G = E(f+ Av)) € L*(Q)? et vérifie
7,(G) = G.

Soit (v, m) l'unique solution du probleme (7.1.49) avec v = (vy, (). D’apres ce

qui précede, on sait que (v, ) € H*(2)? x H* (). En particulier, la restriction de
v & Q, notée 1, est dans TH; N H%(Q)3 (et 7|q = p € HY(Q)).

Il reste a prouver que ce u est aussi une solution variationnelle du probleme
(7.1.49), ce qui permettra de conclure que u est la solution de (7.1.49) grace a
'unicité, et que u=u+ (V) € H*(Q)3.

Nota Bene : Puisque u € ]Itll,sym N H?(2)? et que 0, est pair par rapport a z,
ouy,

alors ——| a un sens grace a la régularité H?(2) et grace a la parité de vy, on
Z |p,
oy,
a: — =0.
0z |,_

On choisit w = (wy,,n) € ]Iillysym comme test dans (7.1.53) et on intégre par

parties seulement sur 2. En utilisant, (|, = 0 et ? = 0, on obtient
4 z=0
/Vv:dex:/(f+ AY) -wdx . (7.1.55)
Q Q

Comme on sait que lorsque v parcours IH; 4, v|q parcours IH;, on en déduit

que (1, p) est bien I'unique solution de (7.1.49).
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Enfin, comme 1 et 1(V) sont dans H%(Q2)?, u y est aussi et on peut donner un

A ~

ou _ a
sens & — , et tout ce qui précede comme D =VetV-u=0.
0z |r, 0z |p,

7.1.7.2 Cas 2:

On considere que :
— V € HYO)2 V est & support compact et V; -V = 0.
— fe HY(O)? avec fs|r, = 0.

ce qui implique que

{ (f + A)glr, =0, (7.1.56)

f+ Ay € H(Q)3.
et donc : G = E(f+ Ay) € HY(Q)3.
On en déduit que u € H37¢ pour € > 0 par les résultats standards (cf. Grisvard

[25] et Dauge [17]).

7.1.7.3 Remarques

On note que l'on a également des estimations de la forme :

||u||H2(Q)3 < C (||f||L2(Q)3 + ||V||H3(O)2) (7157)

pour le cas 1. C' > 0 est une constante.

pour le cas 2. C; — oo quand € — 0.

7.2 L’équation de déconvolution

Dans cette partie, on étudie I’équation de déconvolution introduite dans le cha-
pitre précédent mais avec les conditions aux limites (7.1.1) considérées dans le

présent chapitre.
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7.2.1 Le filtre

Dans cette partie, on cherche a résoudre le probleme (7.2.59) pour u € TH;.

Trouver (u,r) pour V fixé tel que l'on ait

—o?Au+u+Vr =u,
V-u=0, (7.2.59)

w’Fa ﬁh|FlUFb - 07 vﬁh ‘N, = V.

La résolution de (7.2.59) pour u € IH; n’est pas évidente et fait apparaitre deux

difficultés :

8uh
— Sipour u € IH; seulement, on ne sait pas donner unsensa —| = Vu,-n

0z |p b
— Les conditions aux limites données dans (7.2.59) nous donne naturellement
u € IH, N H?(Q)? d’apres le Théoreme 7.1.3 quand V € H3(O). Par contre, si

I'on veut plus de régularité, il nous faut une condition supplémentaire sur V

(ie. Vi, - V =0). C’est pourquoi on commence par filtrer u — ¥ (V) plutot que

u, avec des conditions aux limites homogenes.

On considere le systeme (7.2.60) avec les conditions aux limites homogenes.
Trouver (W, r) avec a fixé tel que l'on ait
—a?Au+u+Vr=u—(V)

V-u=0, (7.2.60)
w r, =0,

lp =0, U|r,ur, =0, Vi, - n

On pose ensuite

a=u-+y(V) (7.2.61)

Le Théoreéme 7.1.4, nous amene au Lemme suivant.

Lemme 7.2.1 On suppose que V € H'(O)? et que V est a support compact dans
O et u € Hy, alors pour tout o > 0, le champ @ donné par (7.2.61) est défini de
maniére unique et U = @ — (V) € Hy N H*(Q)®. De plus, si V. € H*(O)? et
w € H;y, alors u e H; N H35(Q)3, Ve > 0.
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Remarque 7.2.1 En utilisant ’estimation (7.1.57) avec f = u — ¥ (V) comme

terme source et V=0 dans la condition de flux, combiné au fait que

[(V)llz2@ < €Il Vilasoy (7.2.62)

on a

@] 2 < Ca |:HUHL2(Q)3 + | VHH1(@)2] (7.2.63)
ou Cn > 0, qui peut tendre vers linfini lorsque o — 0.

De méme,

]| g3 (0)2 < Car [|Ullmi@)pe + || Vlm2(0)2] (7.2.64)

ot Coe >0, et Cp e — 00 quand € — 0 et/ou a — 0.

Dans la suite, on pose, en utilisant un abus de notation :

Alu=u. (7.2.65)

Remarque 7.2.2 [l est tres facile de vérifier que l'on a les estimations suivantes

en raisonnant comme dans Layton et Lewandowski [38].

[T — ul|z22 < V2a|[u—p(V)||m @3, (7.2.66)
10— |0y < V2[u— (V)| @ (7.2.67)

7.2.2 Equation de déconvolution continue et convergence

On écrit ci-dessous une généralisation de 1’équation de déconvolution continue
(6.1.26) établie au chapitre 6 au cas de conditions aux limites non périodiques.
Cette généralisation se traduit par 'ajout d’'un gradient de pression artificiel (Vr).
L’équation est alors la suivante. On cherche v = (v, 0) et r, pour u — ¥ (V) € IH;
et a fixé. On rappelle que I'on note x le vecteur position.

)
—a2A—gV +v+Vr=u—v¢((V)=n,
T

Vev=0, (7.2.68)
Vh|FlUFb = O, VVh . Il|r5 = O, 0|8Q = O,

v(0,x) =a + (V) =1,
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Théoréme 7.2.1 Soit a > 0, u € IH; et supposons que V € H3(O)? et que en plus
V soit a support compact dans O. Alors le systeme (7.2.68) a une solution unique
v =v(7,x) € L*(IR,TH,). De plus, v(1,x) converge fortement dans H*(2)> vers u

lorsque T tend vers l’infini.

Preuve. En premier lieu, on considéere w = v — u avec w = (wy,n). Cette

nouvelle variable satisfait

( 9 A OW
—_o2AZY
« or
V-w=0, (7.2.69)

Wh|I‘lUFb = 0, VWh -n ry = 0, 77’,99 = O,

+w+Vr=0,

w(0,x) =1u — u,

On commence par une estimation a priori. On multiplie formellement ’équation
pour w et on integre par parties. En utilisant les conditions aux limites, et en notant

que 5 satisfait les mémes conditions aux limites que v, il vient,
T

o 2/]VW|2(JZX+/|W|2dx—O (7.2.70)
2 87' Q Q N o

en particulier,

8%_/9|Vw|2dx <0, (7.2.71)

d’out en intégrant par rapport a 7 et en utilisant w(0,x) = u — u, on obtient

pour chaque (7,x) € R x Q,

/Q|VW(T, ) dx < /Q V(6 — )2 dx. (7.2.72)

Par conséquent, quand u € ITH; et u € IH; N H?*(Q)3, cette estimation a
priori montre que cela a un sens de chercher la solution de (7.2.68) dans ’espace
L>*(R,H,).

On utilise maintenant la méthode de Galerkin.

On notera tout d’abord que grace aux Théoremes 7.1.2 and 7.1.3, il existe (cf.
Showalter [60]) une suite de nombres strictement positifs (Ax)ren qui tendent vers
I'infini lorsque k tend vers I'inifini, une suite (eg)ren o €, € H%(Q2)? pour chaque k
et (er)ren est une base orthogonale de IH;, et il existe aussi une suite de scalaires

T )ken avec mp € H' () pour tout k et tel que
(T ) ke p q
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— Aek + Vﬂ'k = /\kek dans Q,
V-e, =0 dans (), (7.2.73)
=0,

prlr =0,  egulr,ur, =0,

avec ey = (egp, Pr)-
On notera aussi que la famille e est également une base de IHg et qu’elle peut-

étre choisie telle que

1
/ Ve, : Ve, dx = (5;-“, / e -epdx = —(5;“, (7.2.74)
Q Q Ak
Considérons V,, = vect(ey, .....,e,), P, la projection orthogonale sur V,,. On

cherche une solution approchée du probleme (7.2.69) dans V,, qui est de la forme

w, = Z G (T) €. (7.2.75)
k=1

La formulation variationnelle du probleme (7.2.69) projeté est la suivante :

Trouver w,, € V,, tel que Vv,, € V,, on ait,

oz2/ Vawn : Vv, dx + / W, -V, dx = 0, (7.2.76)
o Ot Q

et que le champ w,, a 7 = 0 soit tel que

n

W (0,x) = Pp(W—u)(x) = Y (U — u)ex(x), u=> (u—uep. (7.2.77)

k=0

On obtient alors 1’équation différentielle suivante issue de (7.2.69), pour chaque
k=1,...,n
a2)\kg,'€’n(7) + gen(7) =0,  grn(0) = (T —u)g, (7.2.78)

qui a pour solution

042)\19
On notera que le gy ,(7) donné par la relation (7.2.79) ne dépend pas de n.

I (T) = (W — u)i exp (— a ) : (7.2.79)

On en déduit que la partie vitesse de la solution de (7.2.69) est donnée par la

formule

= T
Z U — u)exp(— 2>\k) er(x). (7.2.80)
k=1
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La pression est obtenue grace au Théoreme de De Rham.

On montre a présent la convergence de w(7,-) vers 0 dans IH; lorsque 7 tend

vers 'infini. On a

= 2T
1w, = > 1@ — w)ilexp | ——5 (7.2.81)
b1 (0% )\k

Soit ¢ > 0. Comme u — u € IHy, il existe N > 0 tel que

D lE—uf < g (7.2.82)

k=N+1

2T
et comme : exp 5oy <1,
k

Iy = kZN:H (@ — )| exp (—;;k) < g (7.2.83)
D’autre part,
. N _ 9 27
Tll_g)lo; |(@ — u)k|” exp (—52)\k> = 0. (7.2.84)

Donc il existe 19 > 0 tel que V7 > 75 on ait

N
2T €
In =Y [(@—w)l*exp (_52_/\k> <3 (7.2.85)

or ||w||fg, = In + Jn, et donc V7 > 79, on a :

I, < ¢ (7.2:86)
ce qui montre bien que w(7,-) — 0 dans IH; fort.

On rappelle a présent que v(7,-) qui est solution de (7.2.68) vaut
v=u+w=u—¢(V)+w (7.2.87)

et donc a 7 fixé, et Vu € IH;, on a

T

042/\14

Ho(u) = v(7,) + (V) =u+ Y (7 — u)exp(—

k=1

) ex. (7.2.88)

ou H.(u) le champ déconvolé a l'ordre 7.

ce qui montre que v + (V) tend vers u lorsque 7 tend vers 'infini. |
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Remarque 7.2.3 Maintenant, on peut remarquer qu’a cause de (7.2.67),
(T — u)g est borné par une constante qui ne dépend ni de v et ni de k. Donc, pour

V1 >0, H-(u) converge fortement vers u dans IH; lorsque « tend vers zéro.

Remarque 7.2.4 On a ¥ (V) € H;.

B(V) =) dney.
k=1

1l est alors facile de vérifier que l'on a

—_— 7.2.89
Z +a2)\kek+a ;1+a2)\kek ( )

k=1

Enfin, on terminera cette section par un résultat de régularité.

Lemme 7.2.2 On suppose que u € IH; et que V€ H(O)? et que V est a support
compact. Soit T > 0. Alors H,(u) € H*(Q)? et il existe une constante C, . (avec

éventuellement C, , — 00 quand T — oo et/ou o — 0) telle que l'on ait

[ H-(u)||g20)3 < Car [H'UJHL?(Q)3 + | V]| (9)2] (7.2.90)

Preuve. On rappelle que v est la partie vitesse de la solution de (7.2.68), que

I'on écrit sous la forme (7.2.91), en remarquant que g commute avec I'opérateur
T

divergence et que puisque v satisfait des conditions aux limites homogenes, il en est

de mém ra—v— %%
© Teme pot or \or’'or)

(

ov
— 2 - — i —
a‘A <07‘) +Vr=u—¢(V)—v,
ov
Vg =0, (7.2.91)
ov -0, v(%) =0, %1 _y
or T, or or |

\
On commence par évaluer la norme L? de v en utilisant (7.2.80) et en notant

que v=w +u — (V). Il en résulte

VIl < W22 + lullz2@)s + [P (V)] r2)s (7.2.92)
avec ||¢(V)||L2(Q)3 S C||V||H1(O)2

D’apres (7.2.80) et (7.2.74), on a
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[[Wllz2@p < [Ju — 1|2 (7.2.93)

Par ailleurs, d’apres (7.2.89), on a aussi

llu— @] 20 < 2||ul|r20p + ozzll'tb(;/')HL?(mﬁ (7.2.94)
< 2[[ul|z2(@p + ?[| Va1 (0)2
et par conséquent
Vllz2(ps < € [ullzzeys + [Vilmop] (7:2.95)

On utilise maintenant (7.1.57) appliqué au systeme (7.2.91) avec f = u—p(V)—v
comme terme source et des conditions de surface homogenes. En plus, en combinant

avec (7.2.95), on obtient en chaque 7

On notera que C, ne dépend pas de 7.

ov

3 < Co [Ilullz2y + VI 0)2] - (7.2.96)

H2(Q)3

Enfin, on a d’apres (7.2.68)

Tov,

v(r,)=u+y¥(V)+ i E(T L) dr'. (7.2.97)

Il en résulte que pour 7 fixé

(7.2.98)

||V(7‘, )||H2(Q)3 S ||ﬁ||H2(Q)3 —+ O||V||H3(O)2 + T sup 87'

o<r'<r

H?(Q)3

L’estimation (7.2.90) se déduit de (7.2.98) combinée avec (7.2.96) et (7.2.63), et

cela acheve la preuve. |

7.3 Le modele de déconvolution

7.3.1 Position du probleme

Soit 7 > 0. On considere le systeme (7.3.99) ot u = (uy, w).
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ou+ (H;(u)-V)u—vAu+ Vp =1,
V-u=0,

(7.3.99)
wlpr =0, wlr,ur, =0, Vu,-n

r, =V,
U;=p = Uo,

On note que, quand 7 = 0, le systeme (7.3.99) correspond au modele Leray-a de
Cheskidov, Holm, Olson et Titi ([11], [10], [32]). Les résultats précédents permettent
de conjecturer que lorsque 7 — oo, alors le modele donné par (7.3.99) converge
vers les équations de Navier-Stokes pour des conditions aux limites identiques. Dans
un certains sens, ce modele de déconvolution est une homothopie entre le modele

Leray-a et Navier-Stokes.

Dans cette partie, il s’agit de :
— Montrer un résultat d’existence et d’unicité d’une solution réguliere a (7.3.99).
— Montrer que cette solution converge vers une solution faible dissipative des

équations de Navier-Stokes dans la formulation variationnelle.

7.3.2 Formulation variationnelle et estimations a priori

On commence par donner les estimations a priori formelles. On note en premier
lieu que puisque V - H,(u) = 0 et par construction H,(u) - n|r = 0, alors on a pour
u € IH;, du moins formellement,

/(HT(u)V)u -udx =0. (7.3.100)
Q
Par conséquent, en prenant u comme test dans (7.3.99), et en notant aussi que

I'on a naturellement u - n|r = 0, ce qui implique

/Vp-udx:—/pv-udx:o, (7.3.101)
Q Q

on obtient ’égalité d’energie suivante :

1
_'Q/IUPCZX‘FV/WuPdX—V/ V-uth:/f-udx. (7.3.102)
2 Ot Jq o r. 0

En utilisant, I'inégalité de trace, I'inégalité de Young et l'inégalité de Poincaré,

on en déduit que

0 v C
: —/ ]u]Q dx + —/ |Vll|2 dx < ; |:HVH%2(FS)2 + HfHLQ(Q)B (73103)
Q Q
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Donc, il est raisonnable de chercher u dans I’espace

W = L*>([0,T], L*(Q)*) N L*([0, T], H,), (7.3.104)
ot T > 0 est fixé, des lors que ug € IHy, f € L*(Q)? et V € L*(T,)>.

En utilisant (7.2.90) et en prenant V € H*(O)?, on en déduit grace au Théoreme
d’injections des Sobolev (cf. Brezis [8])

H,(u) € L=([0,T], H*()?) (7.3.105)
s L([0,T] x Q). B

Par conséquent, on a en particulier

A = (H,(u)-V)ue L*([0,T] x Q)°. (7.3.106)
avec ||Allr2orx03 < Cla, V, v, £, 7).
0
On suppose ici que V ne dépend pas du temps. En prenant —1; comme test

dans (7.3.99) et en intégrant sur €2, on obtient, toujours formellement, la relation
(7.3.107).

J

8_u
ot

Ju Ju
\V vl Voudx=- [ A2 £ 2
2 8t/| ul’ dx—v / udx /Q 5 dx + /Q 5 dx

On en déduit assez rapidement en intégrant 7.3.107 sur [0,7] (¢ € [0,7]), que
lorsque uy € IH; et avec les hypotheses ad-hoc sur V et f que

ou 9

ot € L*([0,T] x Q) (7.3.108)
et

u e L>=([0,7],H,). (7.3.109)

On termine cette série d’estimations formelles par une estimation dans L*([0, T], H?(2)?).

En effet, pour t € [0, 7], (7.3.99) peut s’écrire sous la forme

—yAu—i-Vp——a——A—i-f

ot
V-u=0,

wlr =0, wlr,ur, =0, Vu,-n

(7.3.110)

Fs:V7

L Ui=0 = Up.
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On fait 'hypothese que V € H?(0)? et que V ne dépend pas du temps et est a
support compact. De plus, on suppose f € L?([0, 7] x Q)3 et uy € IH;. On en déduit,
en appliquant (7.1.57), que pour presque tout ¢ € [0, 77,

‘ ‘ oull?
ot || ;2 @
(7.3.111)

ce qui, en intégrant par rapport a t sur l'intervalle [0,7], et en utilisant les

[a(t, )| F2qp < C

2 2 2
+ VIl + [[AlT2 ) + ||f||L2(Q)3] ;
3

estimations précédentes, montre qu’il existe une constante C' définie comme

¢=C <||110||1H1 Nl 20,1, 220002 > IV a2 02 5 v @ T) ; (7.3.112)

telle que [[u 210 7 23y < C-

7.3.3 Enoncé des résultats

Théoréme 7.3.1 On suppose que V € H3(O)?* et qu’il ne dépend pas du temps et
est a support compact. On suppose aussi que ug € H; et £ € C°([0,T], THy).

Soit T > 0. Alors le probléme (7.3.99) a une solution faible unique (u,,p;) ou
uw, € L>([0,T), L*(Q)*) N L*([0, T],H;). De plus

u, € L>([0,T],H;) N L*([0, T], H*()?) et p, = L*([0,T], H'(Q)).  (7.3.113)
avec u, € C([0,T], L*(Q)3), Oyu, € L*([0,T] x Q)3.

Théoréme 7.3.2 [l existe une suite (7,)nen tel que la suite (U, )nen converge fai-
blement dans L*([0,T),TH,), fortement dans L*([0,T],MHy), vers le champ

u = (u,,w) € L*([0, 7], TH;) N L>([0, T, L*(£2)%) (7.3.114)

tel que dyu € L3 ([0, T),TH}) et que pour tout v = (vy,,0) € L*([0,T],TH,), on ait

/OT /Q((?tu).vdx) dt—%-/OT (/Qu®u:Vvdx) dt
V/OT (/QVu:Vvdx) dt—y/OT( FSV-vhalx) dt (7.3.115)
/OT(/Qf-vdx) dt,

_l_
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u(t, ) converge faiblement vers uy dans L*(Q2)® quand t tend vers zéro, et on a

Uinégalité d’energie suivante pour chaque t € [0,T],

T T
l/ |u|2(t,x)dQ+V/ </ |Vu|2dx) dt—y/ ( V-uhdx> dt
2 Ja 0 Q 0 rs
1 ) 4
< = [ |upl?(x)dQ + f-udx)| dt.
2 Ja 0 Q

Remarque 7.3.1 En appliquant le Théoreme de De Rham, on aimerait montrer

(7.3.116)

qu’il existe un scalaire p tel que (u,p) soit solution des équations de Navier-Stokes

du+ (u-Viu—vAu+Vp=H{,
V.-u=0,
'lU|F = 07 uh|FlUFb = Oa Vuh : anS =V = (‘/la ‘/Q)a

Ui=0 — Up.

(7.3.117)

Cependant, on doit rester trés prudent car on a pas assez d’informations sur la

régularité de w pour définir précisément ce qu’est Vuy, - n|p,. C’est pourquoi nous

avons restreint le domaine d’application du Théoreme 7.3.2 alors que le Théoréeme

7.8.1 prend tout son sens avec la réqularité H* de u.,.

7.3.4 Preuve du Théoreme 7.3.1

ETAPE 1 : FORMULATION VARIATIONNELLE.

On dit que
u c L*([0,T),H;) N L>([0,T], L*(2)%) (7.3.118)

est la solution faible du probleme (7.3.99) si
o € L*([0, T, TH,) (7.3.119)

et Vv € L*([0,T],TH,), on a

<8tu,v>—/0T (/Q(HT(u)-V)u-vdx> dt
+I//OT (/QVu:Vvdx> dt—u/OT( FSV-vhdx> dt (7.3.120)
:/OT(/Qf.VdX> dt,
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On notera que tous ces termes ont un sens. En effet, V.€ H3(T,) (avec I'y =~ O)
et quand v € L2([0,T],TH,), sa trace sur I'y est dans L?([0, 7], H'/?(T',)?). Ainsi, le
terme de bord est bien défini. De plus, on a vu précédemment (cf. section 7.3.2) que
pour 7 fixé et que pour u € L*([0,T],TH;) N L>([0, T, L*(2)?), on avait

H(u) € L=([0, T, H*()%)

(7.3.121)
< L(]0,T] x Q)3.

Donc, (H,(u)-V)u € L*([0,T] x Q). Cela donne un sens au terme non-linéaire.
Tous les autres termes sont évidemment bien définis.
ETAPE 2 : LA METHODE DE GALERKIN

Tout d’abord, on signale que la décomposition & suivre a lieu au sens L?, et on

rappelle que les e, forment une base pour IH; et IH, (voir section 7.2.2).

On commence par écrire

w =Y ugrer, £=Y_ filt)er, (7.3.122)
k=1 k=1

ou en particulier, par I’hypothese de continuité en temps faite sur f,

o0

\V/to S [0, T]7 }LIE)
k=1

2

fol) = filto) |* _ (7.3.123)

Ak

On cherche une solution approchée du probleme (7.3.99) dans I’espace V,,. On

recherche donc

W, =Y upa(tler, Vh=1,...n ,(0)=tgpn, (7.3.124)
k=1

tel que pour chaque k = 1,...,n, on ait en utilisant (7.2.89) et (7.2.88) (qui
définissent H.(u)),

U (t) = U (fr — VAR)—
2

o T i i
Ak luq,n (un + m(% = Urpn) €XP (— = Ak)) /Q erdjeqerdX + (7.3195)

/ V. €L.h dX:| s
I

ol nous avons utilisé des sommes répétées d’indices, les indices r et ¢ vont de

1 &n,ietjvarient de 1 & 3, e, = (e}, e e?), e, = (e}, e?). Puisque f; est

ryEryr YT
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une fonction continue de t et que V est indépendant du temps, on peut appliquer
le Théoreme de Cauchy-Lipschitz. Donc, le systeme (7.3.125) a une solution unique
(U1,ny vy U ) définie sur [0, T'] définissant uniquement u,, = > _;_; U (t)ey sur [0, T

tel que Vv € V,,, on ait a chaque instant ¢,

/8tun (%) - v(x) dx +/(H( V%) - V)un(t, x) - v(x) dx +

/QVun(t x): Vv(x dx—u/ V. Vhdx—/QPn(f)@’X).VdX' (7.3.126)

ETAPE 3. ESTIMATIONS CLASSIQUES

On commence avec des estimations classiques. On prend v = u, = (W, wy,)
comme test dans (7.3.126). Puisque V-H,(u,,) = 0, H.(u,) -n|sq = 0 et u,-n|sg = 0,

le terme non-linéaire disparait et on a pour chaque t

%/Q|un(t7x)]2dx+y/oT (/Q|Vun(t,x)|2dx) dt—u/0T< FSV~un,h(1t,x) dx) dt
=5 [ 0P+ [ ) ( RGN dx) dt.

(7.3.127)
a partir duquel il est facile de déduire grace a I'inégalité des traces que
’ ’un| |L2([O,T},H'Il) + ‘ ‘unHLoo([QTLLZ(Q)ZS) S C, (73128)
avec C'= C(f,ug, v, V,Q).
De plus, on obtient d’apres ce qui précéde
[(H-(u,)(t, %) - V), || 2011x0)8 < C, (7.3.129)
avec ici C' = C(f,up, v, V,Q, a, 7). Dans la suite, on note
(H-(u,)(t,x) - V)u, = A,. (7.3.130)

ETAPE 4. ESTIMATIONS SOPHISTIQUEES

Le but, ici, est de donner une estimation du terme d;u,, dans L*([0,T] x ).
A t fixé dans [0,7], on prend Oyu, € V, comme champ de vecteur test dans

(7.3.126). On obtient alors
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/’atun’2dx+/An'atundX+z'2/‘vun‘2dx_
A o 2t Jq

(7.3.131)
1// V.o, dx = / P, (f) - Oy, dx.
I, Q
Puisque V est un champ de vecteurs stationnaire, on a
0
V- o, ,dx = — V - u, dx. (7.3.132)
r, 7 ot Jr, ’

Donc, en intégrant (7.3.131) en temps sur [0, 77, il vient

T T
/ </ 10,u,,|? dx) dt—l—/ </ An-ﬁtundx) dt
0 Q 0 Q

v

+—/ \Vun|2dx—l// V. u,,dx
2 {t}xQ {t}xTs

t
= / (/ Pn(f) 'atundx) dt%l// V'un,hdx+z/ |vun|2 dX'
o \Ja {0} xTs 2 Jiorxa

(7.3.133)
En utilisant I'inégalité de Young, lestimation (7.3.129), I'inégalité des traces
combinée avec (7.3.128), les hypotheses faites sur les données, on peut affirmer qu’il

existe une constante C' = C'(f,up, v, V, o, 7, Q) tel que
||8tun||L2([07T]7L2(Q)3) + HunHLoo([QT]’]Hl) S C (73134)

Notons que la constante C' ne dépend pas de n.
ETAPE 5. PASSAGE A LA LIMITE : PREMIER EPISODE

On note que

H, C H,, (7.3.135)

et I'inclusion est dense et compacte. Cela provient du Théoreme 7.1.2 combiné
avec le Théoreme des injections de Sobolev. On peut donc utiliser le Lemme de
Aubin-Lions combiné avec les estimations (7.3.128), (7.3.129) et (7.3.134). En uti-
lisant des arguments classiques (voir [64]), on peut facilement montrer 1’existence
d’une sous-suite de (u,),en (encore notée (u,),en et on appliquera a (A,),en les

meémes conventions de notation), et

u e L*([0,7],H;) N C°([0, T], Hy) (7.3.136)
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avec dyu € L*([0,T], L*(Q2)?) et tel que quand n tend vers I'infini :

- u,, — u fortement dans L?([0,T], L*(Q2)?), faiblement dans L?([0, 7], H,),
- Opu,, — Opu faiblement dans L?([0, T, L*(Q2)?),
- A,, — A faiblement dans L*([0, T, L*(Q2)?).

Il est facile de prouver que pour chaque test v € L*([0,T],TH;), on a

/OT(/Qﬁtu-vdX> dt+/0T (/QA~vdx> dt+1//OT (/QVu:Vvdx> di—
V/T< F V.de> dt:/T(/Qf.VdX) "
- | (7.3.137)

Afin de localiser I’équation en temps, on fait le calcul suivant. Soit x(s) régulier,
X =0pour s <0,y =1pour s >1et pour v € IH;. On considere t € [0, 7.
On utilise x((t — s)/¢))v(x) comme test dans (7.3.137), et on prend la limite quand
e — 0. On obtient pour ¢t € A, avec mes(A°) =0,

/Qat““”‘) v(x) dx + /Q A(t,x) - v(x) dx +
z//QVu(t,X):Vv(x) dx—y/F V(x) - v(x) dX:/Qf(t,X)-v(x) . (7.3.138)

ETAPE 6. PASSAGE A LA LIMITE : DEUXIEME EPISODE

On doit maintenant montrer que A = (H.(u) - V) u, ce qui est la difficulté ici.
Pour faire cela, on va montrer que la suite (H,(u,)),en converge fortement vers

H,(u) dans l'espace L*([0,T],TH;).

On montre d’abord que la suite (U, ),ecn converge fortement vers u dans L?([0, T, TH; ).

A partir de (7.2.60), on obtient facilement

—a?Am, —u)+u,—u+V(r,—r)=u,—u
V.- (T, — 1) =0, (7.3.139)

W, —wWlr =0, (Wyp—s)|rur, =0, V(@,n—1y) - njr, =0.

On déduit a partir de (7.3.139) 'inégalité

/OT (/Q V(u, —ﬁ)|2dx) dt < %/OT (/Q l, — u|2dx> dt. (7.3.140)
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Comme on sait que la suite (u,),en converge fortement vers u dans l’espace
L*([0,T7], L*(©2)?), on déduit de (7.3.140) que @, converge fortement vers @ dans
L*([0,T),IH;) pour Ya > 0 fixé.

Maintenant, on utilise (7.2.68) pour écrire
O(v, — V)
or
Ve (va—v)=0, (7.3.141)

Vo — Vlrur, =0, V(vyp —vy)-nfp, =0, 6, —0|r, =0,

(

—CKQA{ 1—|—Vn—v+V(rn—r)—un—u,

(Vi = V)|r=0 = U, — 1,

\

ou l'on note v,, = H-(u,) = (Vop,0n) et v = H (u) = (v,0).

On déduit a partir de (7.3.141) 'estimation suivante pour un 7 donné :
/ IV (v, — V) dx < LQ/ u, — uf? dx +/ IV, —m)Pdx  (7.3.142)
Qx{r} 207 Jq Q

En effet, on choisit (v, — v) comme test dans (7.3.141) et on intégre sur €,

sachant que —(v,, — v) vérifie les mémes conditions aux limites que (v,, — v) dans

or

ce cas précis. On déduit alors que :

042&/]V(vn—v)]de+/|Vn—v‘2dx:/(un—u).(vn—v)dx, (7.3.143)
or Jo 0 0

Grace a 'inégalité de Young, on a

1 1
/(un —u).(v, —v)dx < —/ [, —ul*dx + —/ v, — v|*dx (7.3.144)
Q 2 Ja 2 Ja
et en intégrant par rapport a 7, et puisque v, — v|,—o = @, — @, on en déduit
(7.3.142).
Donc pour 7 fixé, on a

||HT(un) - HT(“)HLQ([O,T]JHQ <

L (7.3.145)
C(7)(|u, — 11||L2([0,T},L2(Q)3) + |1, — ‘1HL2([0,T],1Hl))-

La convergence forte de la suite (H, (u,))nen vers (H,(u)) dans 'espace L*([0, T, IH,)

est la conséquence des résultats ci-dessus.

Enfin, on considere x comme étant un champ C* défini sur €2. A partir des

résultats ci-dessus, il est facile de vérifier que

lim [ (H;(u,)-V)u, xdx = /(Hf(u) -V)u- xdx (7.3.146)
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et donc A = (H,(u) - V) u, par unicité de la limite.

ETAPE 7. REGULARITE L*(H?)

Pour t € A, on considere le probleme suivant

— AU+ VP =f(t,") = 0ul(t,:) — A(t,-) = G(t,-) dans Q,
V-U=0 dans Q, (7.3.147)
Wir =0, Ulpur, =0, VU, -n|p, =V = (V3,14).

Puisque f(t,-) — Opu(t,-) — A(t,-) € L*(Q)? et que V € H*(O)? et est en plus a
support compact, alors selon le Théoreme 7.1.3, le probleme (7.3.147) a une solution
unique (U, P) € TH; N H*(Q)? x HY(Q).

De plus, on a

||U”mlﬁH2(Q)3 < O(V, Q)HG(Zf, ‘)HLQ(Q)B (7.3.148)

et pour chaque v € TH;,
U/VU:VVdX—I/ V-VdX:/G(t,-)~de. (7.3.149)
Q r, Q

Donc, puisque U est unique, on a U = u(t,-). L'inégalité (7.3.148) combinée avec

tous les résultats ci-dessus assure que u € L*([0,T], H*(Q)?).

Ce résultat de régularité nous permet de donner un sens a Vuy, sur la surface I'.
Donc, la formulation variationnelle combinée avec le Théoreme de De Rham assure

qu’il existe une fonction scalaire p tel que (u, p) soit solution de (7.3.99).

ETAPE 8. UNICITE

Il est maintenant tres facile de prouver un résultat d’uncité. Prenons (uy,py),
(ug, p2) un couple de solutions au probleme (7.3.99), u = u; —uy, p = p — p;1. Dong,

(u, p) satisfait I’équation suivante :

atu + (H‘r(ul) ’ V) u—vAu+ vp = (H‘r<u) ’ V) Uy,
V-u=0,

(7.3.150)
wlp = 0, U—h|FZUFb =0, Vu,'n

Fs :VJ

Ui=0 = 07

On prend (u = uy; — uy) dans (7.3.150), ce qui est possible, dans ce cas, grace

aux résultats de régularité prouvés plus haut. Il en résulte que

l.ﬁ/ ’uPng/(HT(u)-V)uQ.udx (7.3.151)
2 0t Jq 0
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or

/ (HT(U) . V) 112.11dX S ||H7—<11)||Loo(Q)3.||u2HH1(Q)3.||u||L2(Q)3 (73152)
Q
On sait que uy € L*(IH;), donc

ou C dépend des différents parametres du probleme (ug, 7, o, f, ...) .

Par ailleurs en utilisant (7.2.90) combinée a 'inégalité de Sobolev et avec une

condition de flux homogene sur I'y pour u = u; — uy, on déduit

[[H-(0)|| 203 < Cllul|z2a)s (7.3.154)

Il résulte de ceci et de (7.3.151)

— . — < ..
5 at/Q|u\ dX_C/Q|11| dx (7.3.155)

Comme ul|;—g = 0, il résulte du lemme de Gronwall que u(t,x) = 0 pour presque

chaque (t,x) € [0,T] x Q. La preuve est terminée. |

Remarque 7.3.2 Il est facile de remarquer que la vitesse u dans (7.3.99) est dans
Iespace C°([0,T),TH,) et qu’elle satisfait ’égalité d’energie

1 T T
—/ |u|2dx—1—1// (/|Vu|2dx) dt—y/ ( V-uhdx> dt
2 Jaxq 0 Q 0 r,
1 T
:—/ \u0|2dx—i—/ </f~udx) dt.
2 Jaxqoy 0 Q

Remarque 7.3.3 Ce résultat est obtenu par une hypothese forte de régularité sur

(7.3.156)

les données : il faut que le champ 'V soit dans H?(T's)? et qu’il soit a support compact,
ug doit étre dans TH, et £ € C°([0,T],TH,). On peut assouplir I'hypothése sur £ et la
remplacer par £ € L*([0,T),THy). Par contre, nous ne voyons pas comment assouplir

les hypotheéses sur 'V et uy.
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7.3.5 Preuve du Théoréme 7.3.2

De I’égalité d’énergie (7.3.156), on déduit que (u,),~o est borné dans L*([0, 7], TH;)
et dans L>([0, 7], L*(©2)3). La borne étant indépendante de 7. Donc, de cette suite,
on peut extraire une sous-suite (U, )nen, (OU 7, — +00), qui converge faiblement
dans L*([0,T],1H,) vers un certain u € LZ([O,n f]o,olHl) Pour simplifier, on note

(w,)nen au lieu de (u,, )pen-

On a les injections denses

H, — H, — H),, (7.3.157)

la premiere étant compacte et dense et la deuxieme étant dense. En vue d’ap-
pliquer le Théoreme d’Aubin-Lions (cf. Temam [64]), il nous faut une borne sur
(Oyup )nen dans un espace de type LP([0,T],IH]). Cette borne est conditionnée par

I'obtention d’une borne correspondante du terme (H,, (u,) - V)u, qui est une borne

n

indépendante de 7,. Pour cela, il nous faut estimer H, (u,). La formule (7.2.88)

entralne

()l < 21l [0y + [T [ (0. (7.3.158)

Ce qui combiné a (7.2.89) entraine

||H7(un)||H1(Q)3 S C [||un||H1(Q)3 + ||V||H1(@)2} . (73159)

On en déduit qu’il existe une constante indépendante de 7, telle que

|| H o (wn) || 220,711,y < C (7.3.160)

Il en résulte que le terme (H.,, (u,) - V)u, est borné dans L*/3([0, 7], TH}) et il en
est de méme pour d,u,,. On en conclue que (1, ) ey est compacte dans L*/3([0, T, TH,)
et par suite, grace & des arguments standards, également dans L*([0,T],Hy) (car
bornée dans L>([0,T],1THy)) (et en particulier L3([0,T], L*(Q)%) ~ L3([0,T] x Q)3
et [0, 7] x £ est borné).

Il nous reste a prouver que

(H,, (u,)-V)u, — (u-V)u, (7.3.161)

au moins au sens des distributions et pour une suite extraite. La difficulté ici

est le passage a la limite dans H., (u,). L’estimation (7.3.160) assure que l'on peut
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extraire de la suite (H,, (u,))nen une sous-suite (encore notée de la méme maniere)
qui converge faiblement vers un certain g dans L*([0,7],1H;). Il faut prouver que
g = u. Pour cela, on écrit

H,

n

(u,) —u=H, (u, —u)+ H, (u) —u. (7.3.162)

D’apres (7.2.88), on a

T o0 T
—Tk _
/0 1, (w) — w3, dt =S exp (a%) /0 [, — | d. (7.3.163)

k=1

Comme u —u € L*([0,T],IH;), on en déduit, par un argument analogue &
celui employé dans la preuve du Théoreme 7.2.1, que H,, (u) converge vers u dans
LZ([OvT]7]I_Il>‘

Par ailleurs on a :

H, (u,—u)=(u,—u)+ Z [(ty, — w)g — (uy, — u)g] exp <o¢27)—\kk) ey (7.3.164)

k=1

Il est alors facile de voir que le terme >~ [(@, — u)r — (un, — u)y] exp (O;i\kk) e
tend vers 0 dans L?([0, T],H;). Par conséquent H, (u,)—u tend vers 0 faiblement
dans L?([0, T],IH;) et fortement dans L*([0,7],TH,), et on a bien finalement u = g

presque partout.

Soit alors ¢ € C*°([0,T],V) ou V est I'espace défini par (7.1.13). On considere

I, = /O ' ( /Q (H. (1) V)u- godx) dt (7.3.165)
H,

(u,) tend vers u dans L*([0, T] x Q)3 fort et Vu,, tend vers Vu dans L?[0, T] x
Q)3 faible et p € L>([0,T] x ©)3. Il en résulte que

I, — /OT (/Q(u - V)u~godx) dt (7.3.166)

A partir de 1a, le reste de la preuve suit exactement les mémes arguments que la

preuve du Théoreme 3.2 dans Layton et Lewandowski [37]. La preuve est finie. W
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Chapitre 8

Validation numérique

8.1 Introduction

On cherche maintenant a valider numériquement, dans un cas 2D, le modele de
déconvolution étudié dans la partie théorique (cf. équation (7.3.99), chapitre 7). On

rappelle sa formulation ci-dessous.

du+ (u-V)u—vAu+Vp="f,
V-u=0,

(8.1.1)
wlp = 0, U—h|FZUFb =0, Vu,'n

r, =V =(V1, V),
W;=p = Up.

La validation de ce modele se fait par rapport aux résultats d’un calcul de simu-
lation directe (DNS) (cf. équation (7.3.117), chapitre 7). La validation numérique
d’un modele de turbulence est importante puisqu’avant d’utiliser ce dernier en rem-
placement de la DNS, il faut s’assurer qu’il donne des résultats cohérents par rapport
a la DNS. Ainsi, on utilise des cas ou I'on a des résultats DNS et donc pour lesquels
il n’y aurait pas d’intérét a utiliser des modeles de turbulence sauf dans le but d’une

validation numérique de ces derniers.

On choisit donc de s’intéresser a un écoulement généré par le vent de surface,
afin d’étre fidele aux conditions aux limites considérées dans la partie théorique (cf.
équation (7.1.1), chapitre 7). On effectue la validation numérique sur deux géométries
différentes : une sans bathymétrie et une avec bathymétrie. En plus, on valide le
modele de déconvolution par rapport a des résultats DNS obtenus sur deux maillages

différents pour chaque géométrie.

165
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On utilise le logiciel FreeFem++ (cf. Hecht et al [28]) pour mener a bien cette
validation. C’est un logiciel éléments finis pourvu d’un mailleur automatique qui
permet de résoudre n’importe quelle équation aux dérivées partielles exprimée sous

forme variationnelle.

On commence par expliquer dans ce chapitre comment on a implémenté le modele
de déconvolution dans FreeFem++ (cf. Hecht et al [28]). En donnant notamment
des informations sur les discrétisations spatiale et temporelle et sur I’algorithme de
résolution utilisé (cf. section 8.3). Puis on expose les résultats numériques obtenus

et on les commente par la suite (cf. section 8.4).

8.2 Géométrie et conditions aux limites sur la vi-

tesse

8.2.1 Géométrie et Maillage

Pour valider numériquement le modele de déconvolution donné par (7.3.99), on
s’intéresse a deux géométries différentes qui sont représentées sur la figure 8.1. La
géométrie de gauche fait référence a un domaine sans bathymétrie alors que celle de

droite fait référence a un domaine avec bathymétrie.

Fi1G. 8.1 — Domaines utilisés dans cette validation numérique

On utilise dans le cas sans bathymétrie un domaine rectangulaire [0, 1] x [-0.5, 0]
et dans le cas avec bathymétrie un domaine de méme taille que dans l'autre cas
mais présentant un monticule situé entre x = 0.2m et x = 0.6 m. Grace au mailleur

automatique de FreeFem++ [28], on maille ces deux domaines avec des éléments
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finis triangulaires. Les différents maillages utilisés dans les simulations sont visibles

dans 'annexe D.

8.2.2 Conditions aux limites sur la vitesse

On utilise les conditions aux limites (7.1.1) (pour un cas 2D) pour lesquels on ob-
tient les résultats théoriques vus au chapitre 7. On rappelle ci-dessous ces conditions

aux limites.

U}|F = 0, uh|plupb = O, Vuh . n|rs = V (822)

Le vent V' doit étre a support compact puisque cette condition joue un role
dans I'analyse théorique menée au chapitre 7. On utilise une fonction de localisation
fp(2), qui est construite par morceaux, afin d’obtenir un vent a support compact.

On définit alors le vent V' par

V(x) = sin(mx) f,(x) (8.2.3)
ou fy(x) est construite de la maniere suivante :

Va € [0,0.125]

Foz) =0 (8.2.4)

Va € [0.125,0.25]

fp(x) = / h(z")dz' (8.2.5)
0.125
avec h(z') = — (2/ — %)3 (3 - :U’)g.

Pour plus de simplicité par la suite, on a choisit de considérer la formule développée

de h(x’) qui se caractérise par I'expression suivante :

h(z') = aga’® + by’ + cox’™ + doa”® + exx + for' + gy (8.2.6)

ou les coefficients ont les valeurs numériques suivantes :

Ne)

33 63 33 9 1

:—1[):7 :——dzi = —— = — = —
a2 =g e=—gh b =mn =5 2= 51950 92 3763

A partir de cette forme de h(z'), on calcule la fonction f,(x) par intégration. On

obtient alors le résultat suivant :
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x7 20 x® x? x3 x?

fp(l‘) =A (F - CL27 - bgg - ng - dgz - 623 - fg; - ggiL') (827)

ol
7 6 5 4 3 2
F=ay <0.1725 >+b2 <0.1625 >+02 <0.1525 >+d2 <O.1425 >+62 (0.1325 >+f2 (0.1225 )+0'12592
(8.2.8)
A= ! (8.2.9)
- F —as 0.2757 — by 0%56 — 0.2555 —dy 0%54 e 0%}53 — f 0.2252 —0.25¢> e
Va €]0.25,0.75]
folx) =1
Va € [0.75,0.875]
0.875
Ip() :/ h(x")dz' (8.2.10)

. 3 3

ol h(z') = (2/ = 3)"- (£ —a')" .

Comme précédemment, on considére la formule développée de h(z') écrite sous

la forme suivante :

h(z') = aga’® + bya”® + ey + dyz” + esx” + far' + g (8.2.11)
ou
W 39633 5473 13293 ; 17199 9261
AT TR T R AT T M e ST T 08 0 4 T 8192 9T T 39768

Apres intégration, on trouve une fonction f,(x) définie par

x’ ol x° x? 23 x?

fp($) =A (F — CL47 - b4€ — 043 — d4z - 643 — f4? — 941') (8212)

ou

0.8757 0.8756 0.875° 0.875% 0.8753 0.8752
F=ay ( 7 >+b4 < 6 >+C4 < 5 >+d4 < 1 )-‘1-64 ( 3 >+f4 ( 5 )-‘1-0.87594

(8.2.13)
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A L
- 0.757 0.756 0.755 0.75% 0.753 0.752
F— ayq 7 b4 6 Cq 5 d4 i €4 3 f4 5 0.7594

Va €]0.875,1]

fo(x) =0 (8.2.14)

La représentation graphique de la fonction de localisation et du vent est montrée

sur la figure 8.2.

| \ 0.8

0.6 / \
051 { \

04r

(x).sin(m x)

f

o
I
T

\
‘} | 03l |

L L L L L L L L
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fi1a. 8.2 — Tracés de la fonction de localisation (a gauche) et du vent (@ droite) en

fonction des abscisses

8.3 Implémentation numérique

8.3.1 Cas du modeéle de déconvolution

On cherche a tester numériquement, a 'aide du logiciel FreeFem++ [28], le
modele de déconvolution donné par (7.3.99), dans une configuration bidimension-
nelle et dans sa forme adimensionnée (voir annexe B) (cf.équation (8.3.15)). On
note que dans le cas bidimensionnel, la vitesse a une seule composante horizontale

u et que le vent V a lui aussi une seule composante V. On cherche donc u = (u, w)
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et p pour f = 0 (ie. cas d'un fluide non pesant) et V fixé, tel que 'on ait

( 1
ou+ (H(u)-V)u— EAU +Vp=0,

V-u=0, (8.3.15)
U)’F = O, U‘FZUFZ, = O, Vu ‘1N rs = V,

U;=p = Up,

ou
— H.(u) est définie par I’équation (7.2.88) (cf. chapitre 7).
— R, est le nombre de Reynolds caractérisant le rapport entre les forces d’inertie

et les forces visqueuses.
La formulation variationnelle associée a ce probleme est la suivante :

Soit 7 > 0. Trouver u = (u,w) € IH; et p tel que Vv = (v,0) € IH; et Yq on ait,
apres intégration par parties et application des conditions auzx limites, le systeme

sutvant

)
/(atu) -vdrdz +/ [(H(u) - V)u] - vdadz — L V.vdz
Q Q Re Ty
1
+— / Vu: Vvdzdz + /(Vp) -vdrdz =0, (8.3.16)
R. Jq Q
/(V -u).qdzdz = 0.
0

avec les conditions aux limites et initiales suivantes :

’LU’F = O, u‘rlupb = 0, Vu . Il‘pS = ‘/,

8.3.1.1 Discrétisation spatiale

La résolution numérique du probleme variationnel (8.3.16) est faite a I’aide du lo-
giciel FreeFem++ [28] qui est basé sur la méthode des élements finis. Le domaine est
discrétisé par le mailleur intégré au logiciel en un nombre N de triangles Tjx—1..n),
ce qui nous amene a considérer un domaine triangulé 2, composé de ces triangles

qui est défini par

O, = Up=1..NTk (8.3.18)

On appelle I'y = 0 Ug—1..n T} le bord du domaine triangulé.
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On choisit des éléments finis de type P? pour la vitesse et de type P! pour la
pression (voir Pironneau [55] pour plus de détails). Les espaces discrets sont alors
les suivants :

La vitesse discrete est dans l’espace discret IH;; qui est défini par

H,), = {w, = (u, wi) € (CO(W))% V) € U, wi|ry, € P2(T}), V- uy = 0,

uk|Fka =0, uk|Fbka = 07wk|Fska = 0}-

(8.3.19)

et la pression discrete appartient a I’espace discret P, qui est défini par

Pr = {pr € C°(U),VTi € U, pilz, € P'(Ti)}. (8.3.20)
Alors la formulation discréte du probleme variationnel (8.3.16) est la suivante
(on note qu'il s’agit d'une formulation mixte)

Soit 7 > 0. Trouver w, = (ug, wy) € Hyy, et pr. € Py tel que Vo, = (v, 0y) € THyy
et Yqi € Py on ait

( 1
/ (Opuy,) - v dxdz + / [(Hr(ug) - V)ug] - vi dady — — V.vide
Q, Qp e JT NIy
1
+— Vuy, : Vv dxdz +/ (Vpg) - videdz = 0,
Re Qp Qp
(V- uy) - qpdrxdz = 0.
\ R
(8.3.21)
avec les conditions aux limites et initiales suivantes :
wi|rar, =0,  uk|mur,)nr, =0,  Vug -n|p,ar, =V, (8.3.22)

u(t =0) = ul.

8.3.1.2 Discrétisation utilisée pour la vitesse advective H, (uy)

La vitesse advective est solution de ’équation de déconvolution continue (cf.
équation (7.2.68), chapitre 7). On rappelle la formulation variationnelle de cette
équation ci-dessous (cf. équation (8.3.23)) (on utilise la version 2D et on a remplacé
dans I’équation (7.2.68) v = (vp,0) par H.(u) = (H,(u), H;(w)) et on se place dans

le cadre de condition aux limites non-homogene a la surface).
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p
_QQAaHT(u>
or

V- Hr(u) =0, (8.3.23)
H-(u)lror, =0, VH(u)-nfr, =V, H-(w)|oe =0,
H. (u)(0,x) = .

+ H.(u) + Vr =nu,

\

C’est une équation d’évolution, qui une fois projetée sur le maillage, doit étre
discrétisée en temps de déconvolution. On partage U'intervalle [0, 7] en sous-intervalles
espacés de 07, 01 est le pas de déconvolution. On cherche a approximer la vitesse
advective projetée sur le maillage H, (uy) a l'instant de déconvolution 77 = j.07 par
HI(uy), ou j est le nombre de déconvolution. On utilise pour cela un schéma aux

différences finies d’ordre 1 tel que 'on ait :

OH(we) | HI(wg) — HI ™ (wy)

g . (8.3.24)

TJ
Et donc la formulation variationnelle de 1’équation continue de déconvolution
(8.3.23) discrétisée en espace et temps et apres intégration par parties et application

des conditions aux limites est la suivante :

Soit 7 > 0 et 67 > 0. Trouwver Hi(wy) = (HI(uy,), Hi(wy,)) € Hyy, et 7, € Py tel
que Yo, = (vg, Or) € Hyy et Vg € Py ainsi que pour tout j=1...T7 on ait

2

2
( / « (VHI(uwg) : Vvy) dzdz —/ @ (VHI ' (uy) : Vvy) dadz
Q

. 0T o 0T

+ [ Hi(uy)-vydrdz + /

(Vripvidsds [ wovidsdz =0, (335
O e

Qp

/ (V- Hi(wy)) - qx dovdz = 0.
Qf

\

avec les conditions aux limites ci-dessous

VHI (w)

roor, 0=V, Hl(u)|eorar, =0,  H(wg)lpar, = 0. (8.3.26)
et la condition initiale suivante

H%(uy) =1, ou 1y est solution de (8.3.28). (8.3.27)

Trowver w, = (g, wy) € MHyy et 1y € Py tel que Vo, = (vg,0;) € Hyy et
Vaqr € Pr on ait
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(
—a2/ V-vidr + az/ Vuy : Vv dxdz +/ (Vry) - vy dedz
sy, Q Q
+/ 0y, - v doedz — / uy, - vipdrdz =0, (8.3.28)
972 Q
(V-uy) - qpdxdz = 0.
\ /g

avec les conditions aux limites ci-dessous

Ukl (rury)nr, =0, Vig|p,ar, - =V,  wg|rar, = 0. (8.3.29)

Remarque 8.3.1 Le schéma numérique utilisé pour calculer la vitesse advective (cf.
équation (8.3.25)) est implicite et donc est inconditionnellement stable au sens de
Von-Neumann (il est stable quelque soit le pas de déconvolution dt utilisé). On a fait
ce choix car on utilise un schéma numérique explicite pour la résolution complete du
modéle de déconvolution (cf. section 8.3.1.3) et par conséquent comme on congjecture
que ce schéma explicite induit une condition CFL, on ne voulait pas rajouter une
condition CFL supplémentaire a celle induite par le schéma explicite. Par contre,
Uinconvénient de ce schéma implicite, c’est qu’il augmente le temps de calcul (cf.
section 8.4).

8.3.1.3 Discrétisation temporelle et algorithme de projection

Les équations regroupées dans (8.3.21) sont instationnaires et donc on doit faire
en plus de la discrétisation spatiale, une discrétisation temporelle. On partage 1'in-
tervalle temporel [0, T] en sous-intervalles espacés de dt. dt est le pas de temps. On
cherche a approximer uy et p, au temps t" = ndt par u} et pp. On utilise un schéma
explicite (cf. Quarteroni et al [56]) puisque le terme non-linéaire est calculé a l'ins-
tant "1 (cf. equation (8.3.30)). Ce schéma étant explicite, on conjecture qu’une
condition CFL existe. Cependant comme nous n’avons pas de résultats théoriques
donnant cette condition, on I'a estimée a partir d’expériences numériques (cf. cha-

pitre 9).

Afin de résoudre (8.3.21), on utilise I’algorithme de résolution de Chorin [12],[13]
et Temam [63] dans sa version modifiée par Rannacher [57]. C’est un algorithme
visant a résoudre séparemment le champ des vitesses et le champ de pression a
travers le calcul d'une vitesse auxilliaire u; donnée par la résolution de (8.3.30)

et que l'on projete dans l'espace solénoidal (ie. on associe a uj le gradient d’une



8.3. IMPLEMENTATION NUMERIQUE 174

fonction scalaire ¢}), cf. equation (8.3.33). C’est un algorithme de projection qui
comprend deux phases : une premiere ou 'on prend en compte seulement les effets
visqueux et une deuxieme ou l'on prend en compte 'incompressiblité. On détaille

ces deux phases ci-dessous :

1. Prise en compte des effets visqueux. On résout le probleme (8.3.30)

Soit T > 0. Trowver w; = (u},wy) € Hyy tel que Vg = (vg, Ox) € IHyy, on ait

. 1
/ (0,4}) - vi drdz + / [(HI(ap™") - V)up ™| - vy dady — — V-vpda
le Qp, Re T'snI'
+— [ Vuy: Vvipdedz + / (Vpi™h) - v dadz = 0.
RB Qp Qp
(8.3.30)

avec les conditions aux limites et initiales suivantes

~n _ ~n _ n J—
ty|ruryr, =0, Vag|r,ar, -n =V, @p|rar, =0,

B ~ R . (8.3.31)
Ut =0) =), pe(t=0)=py.
Note : Le calcul de G} et ) est expliqué dans le paragraphe 8.3.1.4.

Dans (8.3.30) la dérivée temporelle est approximée par un schéma aux différences

finies d’ordre 1 tel que 'on ait :

n n—1
u} —u
et le terme u} ™' — 6t[(H,(u}™") - V)u? '] est calculé par une méthode des

caractéristiques (cf. FreeFem-++ manual [28], opérateur ”convect”) sachant

que le terme H, (u} ') est calculé préalablement (cf. section 8.3.1.2).

2. Prise en compte de I'incompressibilté (phase de projection).

Afin de prendre en compte I'incompressibilité, on résout d’abord le probleme va-
riationnel (8.3.33) puis I’équation (8.3.35) donnant le champ des vitesses a divergence

nulle u}. Ensuite la pression a U'instant ¢ est calculée par (8.3.36).

Trowver ¢ € Py tel que Vi, € Py, on ait

V-al -V -
/ Vp : Vo d — / ( k 5 ’f) br A = 0. (8.3.33)
Qk Qk

avec
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o, V- Oy

AVARR Vs ka o

et Vg -nlr, =0. (8.3.34)
puis on obtient le champ des vitesses a divergence nulle u} en résolvant

up = Ay + 5tV (8.3.35)

et la pression a l'instant " est calculée par

7

e e (8.3.36)

ou

T E— ka (pZ_l — op) S,
P — %=
Jo 1%

(8.3.37)

8.3.1.4 Initialisation du schéma temporel

L’initialisation se fait par les solutions d’un probleme de Stokes que 1’on a résolu

au préalable. La formulation variationnelle de ce probleme est la suivante :

Trouver w;, = (u},wy) € Hyy et p; € Pi tel que Vop, = (vx,0;) € THy, et
Yqir € P on ait

1 1
——/ V.vidr + — Vu; : Vv dedz + / (Vpy) - vidxdz = 0,
Re TsNly R@ Qp Qp
(V-ug) - qpdxdz = 0.
Q
(8.3.38)
avec les conditions aux limites suivantes
UZ|(FZUFb)ﬂFk = 0, VUZ Ny * n= ‘/, w;:h‘m]jk = O (8339)

On prend alors dans (8.3.31) : G (t = 0) = @) = uj et pp(t = 0) = p} = p;.

Enfin, pour que l'initialisation soit totale, on doit calculer HT(ﬁg) qui est égal
& H,(u}) puisque ) = u}. On calcule d’abord la solution filtrée w} associée &
u; a partir de la formulation variationnelle (8.3.40) afin de pouvoir ensuite utiliser

I'équation de déconvolution continue (cf. section 7.2.2; chapitre 7).

Trowver w;, = (uj,w;) € Hy et 1x € Py tel que Vo, = (vg,0;) € Hyy et
Vaqr € Pr on ait
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(
—a2/ V.vipdr+a® | Va}: Vv dedz + / (Vry) - vy, dodz
LsNly Q Qp
—|—/ uy - vy dedz — / u; - v dedz =0, (8.3.40)
7% Q
(V-u})-qdedz =0.
\ S

avec les conditions aux limites ci-dessous

’az’(r‘lul"b)mrk - 0, Vﬂz Fsﬁrk 1N = ‘/, U_];:_‘Fmpk - O (8341)

Ensuite, on détermine H,(uj) grace a 'équation de déconvolution continue (cf.
section 7.2.2, chapitre 7) initialisée par u qui est solution de (8.3.40). La formulation

variationnelle donnant H.(uj) est la suivante :

Soit > 0 et 67 > 0. Trowver Hi(u}) = (Hi(u}), H(w})) € Hy,, et 1)’ € Py
tel que Yvp = (vy, k) € IHyy, et Vi, € Py ainsi que pour tout j = 1...J on ait

¢ o ' 2
/ — (VHI(u}) : Vvg) da:dz—/ —
Q

3 0T o oT

(VHI ' (u}) : Vvy) dadz

+ [ Hi(u})-vydrdz + / (V(ry)? )V dzdz — / uj - videdz =0, (8.3.42)
o O o

/ (V- H(u})) - qp dovdz = 0.
Qp

avec la condition initiale suivante :

H%(u}) =} qui est solution de (8.3.40). (8.3.43)

et les conditions aux limites ci-dessous :

VHZ(”Z)’FSHFIC n=1V, Hﬁ(uZH(FlUFb)ka =0, Hi(w;)lpmrk = 0. (8'3'44)

8.3.1.5 Résumé du processus de résolution

1. Calculs Préalables

(a) Résolution du probleme de Stokes (8.3.38) afin d’obtenir les champs

et P qui vont nous permettre d’initialiser I’équation (8.3.30).
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(b) Filtration et déconvolution de la solution du probléeme de Stokes (cf.
équations (8.3.40) et (8.3.42)) afin de calculer le champ H,(i}) nécessaire
a l'initialisation de (8.3.30).
2. Initialisation de (8.3.30) par @} et pY et H, (a}).
3. Résolution de (8.3.30), (8.3.33), (8.3.35) et (8.3.36) & l'instant ¢'.
4. On filtre et on déconvole la solution obtenue en 3 pour t!' afin de connaitre
H.(11}) qui est nécessaire au calcul des champs & l'instant 2.
= On résout les problemes (8.3.40) et (8.3.42) en prenant les champs en
présence a l'instant ¢!
5. Résolution de (8.3.30), (8.3.33), (8.3.35) et (8.3.36) & I'instant ¢*.
6. On filtre et on déconvole la solution obtenue en 4 pour t? afin de connaitre
H.(%}) qui est nécessaire au calcul des champs & 'instant 3.
= On résout les problemes (8.3.40) et (8.3.42) en prenant les champs en
présence a l'instant ¢2.

7. etc... jusqu’a l'obtention de la solution a l'instant ¢".

8.3.1.6 Remarque sur ordre de convergence de H,(u)

On a vu dans le chapitre 7 que H,.(u) était donné par 1’équation (7.2.88) que

I’on rappelle ci-dessous :

Ho(u)=u+ Y (@ —u)peap (O;;) er (8.3.45)

=1

k
Proposition 8.3.1 Afin que H.(u) converge vers u, on doit avoir la relation

1 hmam 2 hmaa:
- << ( ) < (8.3.46)

T (0% 0%

Preuve. On utilise un raisonnement d’analyse dimensionnelle. Afin que les di-

soit sans dimen-

mensions de (8.3.45) soient respectées, il faut que le rapport )
QAR

2 a la dimension dune

sion. Par conséquent comme 7 est sans dimension et que «
longueur au carré alors Ay doit étre homogene a l'inverse d’une longueur au carré.
Ainsi, on peut approximer A\, par (o0 A, est la taille de maille maximum du

maillage, et est homogene & une longueur)

1
12

max

A (8.3.47)
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2

max

et donc le rapport peut étre approché par . Maintenant, si I’on veut

a2\ o?
que H,(u) converge vers u, il faut que
h? |
Tlmer 55 1 soit ( ) >> (8.3.48)
o a T

Par ailleurs, afin que le maillage puisse ”voir” les tourbillons, il faut o > 0.

En combinant (8.3.48) et 'estimation & > 4., on obtient la relation suivante

1 hmaa: ? hmax
— << ( > S , (8349)

ce qui termine la preuve. |

8.3.2 Cas du modele Leray-a

On compare les résultats donnés par le modele de déconvolution (cf. équation
(8.3.15)) a ceux donnés par le modele Leray-a dont la formulation est donnée par
(8.3.50).

1

V.ou=0, (8.3.50)
wlr =0, ulpur, =0, Vu-nlp, =V,

\ UWt=0 = Up;

ou u est défini par 'équation (7.2.59) (cf. chapitre 7).

La discrétisation spatiale (cf. section 8.3.1.1), la discrétisation temporelle et ’al-
gorithme de résolution (cf. section 8.3.1.3) sont les mémes que pour le modele de
déconvolution si on remplace H,(u) par u. L’initialisation du schéma temporel
ne comporte que les deux premieres étapes de celle correspondant au modele de
déconvolution (ie. résolution des équations (8.3.38) et (8.3.40), cf. section 8.3.1.4).
Et, le processus de résolution est le méme que celui décrit dans la section 8.3.1.5 si

on enleve les épisodes de déconvolution.

Remarque 8.3.2 On peut remarquer que le modele Leray-a est en fait un cas par-
ticulier du modéle de déconvolution. Il correspond au cas T = 0. Et par conséquent,

on peut aussi le tester a partir du modeéle de déconvolution en prenant T = 0.
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8.3.3 Cas de la simulation directe, DNS

On compare les résultats donnés par le modele de déconvolution (cf. équation
(8.3.15)) et par le modele Leray-a (cf. équation (8.3.50)) avec les résultats issus du

calcul de simulation directe (DNS) obtenus en résolvant (8.3.51).

1
( atu—l—(u-V)u—ﬁAu—l—Vp:O,

V-u=0, (8.3.51)
U)l[‘ =0, u|rlurb =0, Vu-n|p, =V,

\ UWt=0 = Uo,

Dans ce cas, il n’y a aucune modélisation de la turbulence, il s’agit de résoudre
directement les équations de Navier-Stokes, d’ou le nom de simulation directe. La
discrétisation spatiale (cf. section 8.3.1.1), la discrétisation temporelle et ’algorithme
de résolution (cf. section 8.3.1.3) sont les mémes que pour le modele de déconvolution
si on remplace H,(u) par u. Le schéma temporel est initialisé par la solution de

(8.3.38). Et le processus de résolution est le suivant :

1. Résolution du probléme de Stokes (8.3.38) afin d’obtenir les champs G}, et 79
qui vont nous permettre d’initialiser 1’équation (8.3.30) ou l'on a remplacé
H, (@} par a} .

2. Initialisation de (8.3.30) par @} et 52 ot I'on a remplacé H, (@} ~") par a} !

3. Résolution de (8.3.30) ot 'on a remplacé H,(a} ') par ) ', (8.3.33), (8.3.35)
et (8.3.36) & l'instant ¢*.

4. Résolution de (8.3.30) ot 'on a remplacé H,(a} ') par a} ', (8.3.33), (8.3.35)
et (8.3.36) a l'instant ¢2.

5. etc... jusqu’a l'obtention de la solution a l'instant ¢".

8.3.4 Parametres utilisés dans les simulations numériques

Enfin, avant d’aborder la partie résultats numériques, on recense ci-dessous tous

les parametres utilisés dans les simulations numériques.

8.3.4.1 Cas sans bathymétrie

— Pas de temps : 0t = 0.2s
— Nombre de Reynolds : R, = 4000
— Degré de filtration : « = 0.1m
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— Pas de déconvolution : 7 =1, 67 = 0.5
— Parametre de déconvolution : 7 =5, 7 = 20

— Nombre d’itérations en temps : N = 450 (équivaut a 90 s)

8.3.4.2 Cas avec bathymétrie

— Pas de temps : 6t = 0.2s

— Nombre de Reynolds : R, = 4000

— Degré de filtration : a = 0.1m

— Pas de déconvolution : 07 =1, 67 = 0.5
— Parametre de déconvolution : 7 =5

— Nombre d’itérations en temps : N = 500 (équivaut a 100 s)

8.3.4.3 Les parametres qui influent sur les résultats

Que ce soit pour le cas sans bathymétrie ou avec bathymétrie, les parametres qui
influent sur les résultats sont les suivants :
— Pour la filtration : «

— Pour la déconvolution : o7, 7

Dans la suite, on teste 'influence de ces différents parametres sur les résultats.

Remarque 8.3.3 Comme le schéma temporel est explicite d’aprés Quateroni et al
[56] (cf. section 8.3.1.3), on conjecture qu’il y a une condition CFL et donc que le
pas de temps influe sur la convergence du schéma numérique et donc influence aussi
les résultats. Dans toutes les simulations présentées dans la section 8.4, on prend un
pas de temps qui respecte la présumée condition CFL. En effet, on observe que tous
les algorithmes de résolution convergent pour la valeur du pas de temps considéré.
On donnera une estimation de la présumée condition CFL qui sera obtenue a partir
d’expériences numériques pour le modele de déconvolution et pour le modele Leray-a

dans le chapitre 9.

8.4 Résultats numériques

Dans cette section, on compare les résultats numériques donnés par le modele
Leray-ar (cf. équation (8.3.50)) et par le modele de déconvolution (cf. équation
(8.3.15)) aux résultats issus du calcul DNS (cf. équation (8.3.51)). Le but étant

de valider numériquement le modele de déconvolution par rapport au cas DNS.
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On rappelle que dans les cas présentés ici, comme on a des résultats DNS, il ne
serait pas approprié d’utiliser des modeles de turbulence pour étudier ce type de
cas. En effet, les modeles de turbulence ont une utilité seulement lorsque l'on a
pas de résultats DNS soit parce que I'on a pas les ressources numériques suffisantes
ou parce que la DNS demande un temps de calcul trop important par rapport aux
modeles de turbulence. Cependant, avant d’utiliser un modele de turbulence en rem-
placement de la DNS, une étape de validation est nécessaire afin de voir s’il donne
des résultats cohérents avec ceux de la DNS. On effectue la validation sur deux
géométries différentes : un cas sans bathymétrie et un cas avec bathymétrie (cf.

figure 8.1) et avec des résultats DNS obtenus sur deux maillages différents.

On s’intéresse a I'influence du degré de filtration «, du parametre 7 et du pas de

déconvolution 47 sur les résultats.

Dans toutes les simulations, on utilise un pas de temps égal a 0.2s qui nous
permet de respecter la présumée condition CFL, puisque 1’on observe pour cette va-
leur de 6t un bon comportement des algorithmes de résolutions. On itére en temps
jusqu’a ce que l'algorithme de résolution en jeu dans chaque simulation est convergé
vers une valeur minimale €. Pour cela, on regarde le comportement de I’approxima-
tion du résidu a linstant "™ (noté r"™') défini par (8.4.52). On effectue alors la

boucle "tant que” suivante :

Tant que (r"** > ¢) calculer

Wt = St — )2 4 (T — )2 (8.4.52)

ou

— u™"! est Papproximation de la vitesse horizontale & I'instant ¢"*!
— w"! est approximation de la vitesse verticale a l'instant ¢"+1

— € est une constante

8.4.1 Cas sans bathymétrie

On compare, ici, pour une géométrie sans bathymétrie, les résultats donnés par
le modele de déconvolution et le modele Leray-a par rapport aux résultats DNS
dans le but d’'une validation numérique du modele de déconvolution par rapport
au cas DNS. On compare les résultats des modeles de turbulence aux résultats du

calcul de simulation directe (DNS) effectué sur deux maillages différents : le premier
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maillage étant le méme que celui utilisé pour les modeles de turbulence et le deuxieme
maillage comportant 2.2 fois plus d’éléments que le premier. On notera que 1'on n’a
pas pu faire de calcul de simulation directe sur des maillages plus volumineux faute

de ressources numériques suffisantes (ie. ressources en mémoire insuffisantes).

Afin d’illustrer numériquement le role des parametres de déconvolution 7 et o7,

on considere dans la suite les cas suivants :

—a=01m,7=50r=1
—a=01m,7=20,0r=1
~a=01m,7=50r=0.5

— a=0.1m, 7 =0 (ie. Modele Leray-«)

8.4.1.1 Maillage identique pour la DNS, le modele de déconvolution et

le modele Leray-a

On utilise un maillage éléments finis non structuré comprenant 8357 sommets
et 16352 éléments triangulaires (cf. annexe D). La taille de maille minimum est de
0.006 m et la taille de maille maximum est de 0.014 m. La comparaison entre la DNS

et les modeles de turbulence se fera sur des résultats obtenus sur ce maillage.

On commence par s’intéresser a l'influence de 7 sur les résultats en comparant
les résultats du modele de déconvolution pour a = 0.1m, 7 = 5, 67 = 1 et pour
a = 0.1m, 7 = 20, 67 = 1 aux résultats du calcul de simulation directe (DNS)
et aux résultats du modele Leray-«. Puis on s’intéresse a l'influence de 67 sur les

résultats en considérant les cas 07 = 0.5 et 071 =1 pour 7 =5 et a =0.1m.

a> Test de 'influence de 7 : Cas ou aa =0.1m, 7 =5 et 20, o7 =1

On effectue 450 itérations en temps avec un pas de temps de 0.2s. Pour ces
parametres, les algorithmes de résolution de la DNS, du modele Leray-a et du modele
de déconvolution convergent et la valeur des résidus est d’environ 0.0015m.s~%, au
bout de 450 itérations et pour toutes les simulations (cf. figure 8.9). On obtient
les profils verticaux de vitesses montrés sur les figures 8.3 et 8.4. Ces profils sont
extraits en des abscisses fixées, x = 0.25m, x = 0.75m et x = 0.875m pour la

vitesse horizontale et en x = 0.2m, x = 0.8 m et x = 0.9 m pour la vitesse verticale.

Pour chaque profil, on calcule lerreur L? entre la solution DNS et la solution

donnée par le modele de déconvolution pour 7 = 5 et 67 = 1 et pour 7 = 20 et
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Profils en x=0.25m Profils en x=0.75m Profils en x=0.875m
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-0.05 -0.05[ 0051 LES, (c=20,61=1) *ﬁ*w

-01 -01f o1 Leray-a
—~ -0.15 o~ -0.15[ o~ -0.15[
E E E
o -02 L 02 L 02
3 3 3
[0) [0} [0}
o -025 o -025 o -025F
c c c
L2 s L sl L Lt
o o 19
o o o
o -0.35 o -0.35 o -0.351

-0.4 —DbNS -0.4 — Dns -0.4F

LES, (v=5,0t=1) LES, (t=5,01=1)
045} 4+ LES,(r=20,5t=1) -0.45} 4. LES,(x=20,8t=1) ~0.45}
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Fic. 8.3 — Profils pour la wvitesse horizontale. DNS en rouge. Modele de
déconvolution : T =5 et 0T =1 en rose, T = 20 et 07 = 1 en bleu. Modéle Leray-«

en noir.

Profils en x=0.2m Profils en x=0.8m Profils en x=0.9m

— — ——DNS
‘1\,\._ LES‘ (t=5,8t=1)
005 0051 LES,(t=20,6v=1) £ 005
-0.1 -0.1 Lersya -0.1
— -0.15 — -0.15 — -0.15
3 £ E |
= ~ ~ |
. 02 L 02 . 02
>3 3 3
8 -0.25 % -0.25 % -0.25
c c c
“9 -0.3 9 -0.3 “9 -0.3
(@) [e) [e)
e e e
o -0.35 o -0.35 o -0.35
-04 — DNs -04 -04
LES, (t=5,dt=1) =56t=1)
-0.45 + LES2 (t=20,6t=1) -0.45 -0.45 + LES2 (t=20,8t=1)
Leray—c Leray—a
-0.5 -0.5 -0.5
-1 0 1 2 3 4 5 6 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 -0.025 -0.02 -0.015 -0.01 —-0.005 0 0.005
Vitesse Verticale (m/s) x10* Vitesse Verticale (m/s) xio* Vitesse Verticale (m/s)

Fi1G. 8.4 — Profils pour la vitesse verticale. DNS en rouge. Modéle de déconvolution :

T=>5¢etdr =1 en rose, T =20 et 67 = 1 en bleu. Modéle Leray-a en noir.

07 = 1, ainsi que 'erreur L? entre la solution DNS et la solution donnée par le

modele Leray-a (cf. tableau 8.1).

Les isocontours de la vitesse horizontale pour la DNS et le modele Leray-a sont
montrés sur la figure 8.5 et pour le modele de déconvolution pour 7 =5 et 67 =1
et pour 7 = 20 et 67 = 1 sur la figure 8.6. De méme, on montre les isocontours pour

la vitesse verticale sur les figures 8.7, 8.8.
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Profils DNS vs Modele | DNS vs Modele DNS vs Modele

Leray-a de deconv. (7 =5 | de deconv. (7 = 20

et o7 =1) et o7 =1)

r=0.25m 0.0261 0.0052 0.0007
r=0.75m 0.0443 0.0194 0.0104
r=0.875m 0.0333 0.0177 0.0101
r=0.2m 0.0124 0.0024 0.0003
r=0.8m 0.0272 0.0094 0.0033
r=0.9m 0.0183 0.0185 0.0107
Erreur Moyenne 0.0262 0.0127 0.0061
(m.s™1)

TAB. 8.1 — Erreur Ly entre la solution DNS et la solution des modéles de turbulence

pour chaque profil.

IsoValue

Fi1Gc. 8.5 — Isocontours de la vitesse horizontale dans le cas DNS a gauche et dans

le cas du modéle Leray-a a droite.

On observe sur les figures 8.3 et 8.4 que le modele Leray-a ne donne pas une bonne

représentation de ’écoulement en comparaison avec la DNS qui sert de référence.

En effet, notamment, pour les profils de vitesse horizontale pris en x =

x = 0.875m et les profils de vitesse verticale pris en x = 0.8 m et x =

0.75m et

0.9m, ou

I'on a des erreurs L? par rapport & la DNS allants de 4.4% & 2.7%. On constate que

I’on a perdu beaucoup d’informations par rapport a la DNS, ce qui montre que pour

ce cas, avec ce modele, la valeur de a est un peu trop élevée (ie. a = 0.1m) pour

donner une bonne représentation de 1’écoulement (toujours en comparaison avec la

DNS) (on notera que si 'on veut avoir une meilleure représentation de ’écoulement

IsoValue
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IsoValue IsoValue
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Fig. 8.6 — Isocontours de la wvitesse horizontale dans le cas du modéle de

déconvolution : 7 =5 et 01 =1 a gauche et 7 = 20 et 7 = 1 a droite.

IsoValue IsoValue

.opppgop_opp
(olelelele]

mEsssmEmns
[olelelele)

jolelalale)
QOO BN —
OLRHON
O—=NWH,
N=—=00,
WOWOH
=AW

Fia. 8.7 — Isocontours de la vitesse verticale dans le cas DNS a gauche et dans le

cas du modele Leray-a a droite.

avec le modele Leray-a, il faut abaisser la valeur de «, et que ce processus nécessite
alors de raffiner le maillage puisque 'on doit satisfaire dans tous les cas I'inégalité :
a > hmae). On peut arriver a la méme conclusion en observant les figures 8.5 et 8.7
qui montrent les isocontours de la vitesse horizontale et de la vitesse verticale pour
la DNS (partie gauche) et pour le modele Leray-a (partie droite) avec une structure

tourbillonnaire donnée par le modele Leray-a assez différente de celle obtenue par

la DNS.

Ici, notre modele de déconvolution est utile car il permet de corriger les effets
induits par la filtration. En effet, d’apres le Théoreme 7.3.2 (cf. chapitre 7), on
sait que la solution du modele de déconvolution converge vers une solution faible

dissipative des équations de Navier-Stokes dans sa formulation variationnelle (ie. la
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IsoValue

m-0.0159286

Fi1G. 8.8 — Isocontours de la vitesse verticale dans le cas du modéle de déconvolution :

T=>5¢etdr =1 a gauche et T =20 et 67 =1 a droite.

solution DNS), lorsque 7 tend vers 'infini.

On observe sur les figures 8.3 et 8.4 que les résultats donnés par le modele de
déconvolution sont en accord avec ceux donnés par le calcul de simulation directe
(DNS), en particulier pour 7 = 20. On constate que plus on augmente la valeur du
parametre de déconvolution 7 et plus on se rapproche de la solution obtenue sans
modélisation (ie. la solution DNS), ce qui confirme numériquement le Théoreme 7.3.2
établi au chapitre 7. En regardant les erreurs L, moyennes sur ces profils, on note
que l'on divise par deux cette erreur entre les deux cas de déconvolution (ie. 7 =5
et 7 = 20) et que I'on divise cette erreur par quatre entre les cas du modele Leray-o
et du modele de déconvolution pour 7 = 20. De plus, si on regarde les isocontours
des vitesses horizontale et verticale (cf. figures 8.5, 8.6, 8.7, 8.8), on constate que
la représentation de I’écoulement donnée par le modele de déconvolution est plus

proche de celle donnée par la DNS que celle donnée par le modele Leray-a.

Enfin, on donne quelques informations sur les temps de calcul des simulations
dans le tableau 8.2. Il s’agit du temps d’exécution total de chaque simulation en
fonction du temps d’exécution total de la DNS et du modele Leray-a. On constate
que le point faible du modele de déconvolution, par rapport au modele Leray-a, c’est
le temps de calcul. Ce point faible provient du fait que 'on effectue plus d’itérations
dans le cas du modele de déconvolution que dans le cas du modele Leray-a (en effet,
pour le modele Leray-a, on ne fait pas d’itérations de déconvolution puisque 7 = 0).
En plus, comme on utilise ici un schéma numérique implicite pour résoudre I’équation

de déconvolution continue, les temps de calcul sont particulierement élevés. On no-
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0.03

0.35

T T

Leray—a Leray-o

LES, (v=50t=1) LES (x=50t=1)
LES, (v=20, 6v=1)|| LES, (=20, bt=1)

——DNs 0.0251 ——DNs

0.3

Residus

0.01F

0.005

L L L I T 0 L L L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 [ 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Nombre iterations Nombre iterations

Fic. 8.9 — Résidus des équations de Nawvier-Stokes. DNS en rouge. Modéle de
déconvolution : T =5 et 0T =1 en rose, T = 20 et 07 = 1 en bleu. Modéle Leray-«

en noir.

tera que 'on peut abaisser les temps de calcul du modele de déconvolution en uti-
lisant un schéma explicite pour résoudre ’équation de déconvolution continue mais
par contre on devra considérer alors une condition CFL supplémentaire. Ainsi, le
ratio entre le temps de calcul du modele Leray-a et du modele de déconvolution
pour 7 = 5 et 07 = 1 est de 4.25. Pour le cas ou 7 = 20 et 67 = 1, on a un ratio
de 14.5. Par contre, pour cette valeur de 7, on a divisé 'erreur L? moyenne sur les

profils par 4.3 par rapport au cas du modele Leray-a.

Temps de 1la DNS Temps du Leray-«

comme référence (T) comme référence (L)
DNS T 0.38L
Modele Leray-a 2.66T L
Modeéle déconvolution 11.33T 4.25L
(r=>5,0r=1)
Modele déconvolution 38.66T 14.5L
(1=20,6T=1)

TAB. 8.2 — Temps d’exécution total de chaque simulation en fonction du temps

d’exécution total de la DNS (T=1h30) et du modéle Leray-cc (L=4h).
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b> Test de I'influence de 67 : Cas ou a=0.1m, 7=5,07r=05et 1

On étudie maintenant a l'influence de d7 sur les résultats. On compare aux
résultats DNS les résultats donnés par le modele de déconvolution pour 7 = 5 et
0T =1 et pour 7 =5 et 7 = 0.5. Comme précédemment, on effectue 450 itérations
en temps (soit 90 s) avec un pas de temps de 0.2 s. Pour ces valeurs, 'algorithme
de résolution du modele de déconvolution pour 7 = 5 et 7 = 0.5 converge et la

U (cf. figure

valeur du résidu au bout de 450 itérations est d’environ 0.0015m.s~
8.14). Les profils donnés sur les figures 8.10, 8.11 et les erreurs L? sur ces profils
répertoriées dans le tableau 8.3 montrent que l'on a un peu gagné en précision en
prenant 07 = 0.5 par rapport au cas ou 67 = 1. Ce qui est normal puisque l'on a
raffiné par deux la discretisation en 07 entre les deux cas et donc on est plus précis.
Cependant, le gain de précision est assez faible entre les deux cas de d7, environ
0.06% en moyenne sur les profils considérés. De plus, les isocontours de la vitesse
horizontale et verticale donnés respectivement sur les figures 8.12 et 8.13 montrent
des résultats similaires pour les deux cas de 7. Le temps de calcul pour 67 = 0.5 a
été multiplié par environ 1.77 par rapport au cas ou 7 = 1s (cf. tableau 8.4), ce qui
est cohérent puisque 'on effectue le double d’itérations de déconvolution dans ce cas
(ie. 7 = j.0T, ou j est le nombre d’itérations de déconvolution). Si on considere tous
les arguments énoncés ci-dessus, on peut conclure qu’il n’y a pas d’intérét a prendre
07 = 0.5 puisque 'on gagne peu en précision et que 'on perd beaucoup en temps
de calcul. Et que si on voulait avoir une meilleure précision il faudrait, par exemple,
descendre a 7 = 0.1 et cela voudrait dire multiplier le temps de calcul par environ
8.5 ou 9 par rapport au cas ou 67 = 1. En fait, ce cas confirme numériquement le
Théoreme (7.3.2) établit au chapitre 7, en montrant que I'important pour la qualité
des résultats (ie. convergence de la solution du modele vers la solution DNS), c’est

la valeur de 7.
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Profondeur (m)

Profils en x=0.25m

——DNS
LES, (v=5,0t=1)

LES, (v=5,0t=05)

-0.5 L
-0.005 0 0.005

0.01

0.015 0.02 0.025 0.03

Vitesse Horizontale (m/s)

Profils en x=0.2m

!
<
N
&

Profondeur (m

!
e
@
&

——DNS
LES, (v=5,dv=1)
LES, (v=5,51=05)

0 1‘ é 3 4
Vitesse Verticale (m/s) x10°

5

—

Profondeur (m

Profondeur (m

Profils en x=0.75m

Profils en x=0.875m

de déconvolution : T =15 et 01 =1 en rose, T =5 et 7 = 0.5 en bleu.

0 /
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Vitesse Horizontale (m/s) Vitesse Horizontale (m/s)
Fi1G. 8.10 — Profils en abscisses fizées pour la vitesse horizontale. DNS en rouge.
Modéle de déconvolution : 7 =5 et T =1 en rose, T =5 et 7 = 0.5 en bleu.
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F1G. 8.11 — Profils en abscisses fixées pour la vitesse verticale. DNS en rouge. Modéle
IsoValue IsoValue

m0.00268738

m0.0230756

Fic. 8.12 — Isocontours de

la witesse horizontale

dans le cas du modéle

de

déconvolution pour T =5 et 7 = 1 a gauche et pour T =5 et 7 = 0.5 a droite.

m0.00278852
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IsoValue

m-0.0159286
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Fi1G. 8.13 — Isocontours de la vitesse verticale. Modéle de déconvolution pour 7 =5

et 01 =1 a gauche et pour T =5 et o7 = 0.5 a droite.

Profils DNS DNS

vs Modele de deconv. | vs Modele de deconv.

(tr=5et dr=1) (T=5et 671 =0.5)
r=0.25m 0.0052 0.0045
z=0.75m 0.0194 0.0185
r=0.875m 0.0177 0.0173
r=0.2m 0.0024 0.0020
r=0.8m 0.0094 0.0087
r=0.9m 0.0185 0.0181
Erreur Moyenne 0.0127 0.0121
(m.s™h)

TAB. 8.8 — Erreur Ly entre la solution DNS et la solution des modéles de turbulence

pour chaque profil.

IsoValue

m-0.0159528
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0.03

L‘ES‘ F=5.0=1)

LES, (r=20, bt=1)
LES, (t=5,dt=05)|]
——DNS

0.025

0.02f

0.015
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L L L T
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Lés| T=5.0r=1)
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———DNS

/,4{ /
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TS——

L
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Nombre iterations

160 1 éo 260 25‘0 3(;0 séo 4(;0 450
Nombre iterations

FiG. 8.14 — Résidus des équations de Navier-Stokes. DNS en rouge. Modele de

déconvolution :

0T = 0.5 en vert. Modéle Leray-a en noir.

T=5¢etdr =1 enrose, 7 =20 et 1 = 1 en bleu et 7 = 5 et

Temps de la DNS Temps du Leray-«
comme référence (T) comme référence (L)
DNS T 0.38L
Modeéle Leray-a 2.66T L
Modeéle de  déconvolution 11.33T 4.25L
(r=5,0r=1)
Modele de déconvolution 20.00T 7.55L
(r=>5,0Tr=0.5)
Modeéle de déconvolution 38.66T 14.5L
(r=20,6r=1)

TAB. 8.4 — Temps d’exécution total de chaque simulation en fonction du temps
d’exécution total de la DNS (T=1h30) et du modéle Leray-cc (L=4h).
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8.4.1.2 Maillage plus fin pour la DNS que pour le reste

On compare les résultats du modele de déconvolution pour (7 = 5,07 = 1),
(1 =120,07 =1), (1 = 5,07 = 0.5) et les résultats du modele Leray-a aux résultats
DNS obtenus sur un maillage plus fin que celui utilisé pour les simulations avec le
modele de déconvolution et le modele Leray-a. Ce maillage comprend 2.2 fois plus
d’éléments triangulaires (soit 36154 éléments) et de sommets (soit 18348 sommets)
que le maillage sur lequel ont été effectuées les autres simulations. La taille de maille
minimum est de 0.004m et la taille de maille maximum est de 0.011m. Pour ce
calcul DNS, on utilise un pas de temps de 0.2 s et on fait 450 itérations en temps.
Pour ces parametres, l'algorithme de résolution de cette DNS converge et la valeur
du résidu au bout de 450 itérations est d’environ 0.0018 m.s~! (cf. figure 8.20). On
observe sur les figures 8.15, 8.16, 8.17, 8.18 le méme comportement qu’avec le cas
d’une DNS effectuée sur un méme maillage (cf. figures 8.3, 8.4, 8.10 et 8.11) : on
obtient de meilleurs résultats de convergence vers la solution DNS pour 7 = 20 et
0T = 1 et les différences entre les cas 7 = 5, 01 = 1 et 7 = 5, §7 = 0.5 sont faibles

mais 'on constate tout de méme que les résultats sont meilleurs pour 7 = 0.5 que

pour 67 = 1.
Profils x=0.25m Profils x=0.75m Profils x=0.875m
or L +‘77+7_J+J,_+,/+ op ****‘*ﬂ Ll p—— ﬁ
0.05} ot 0,05} p fﬂn 0087 t:; . ﬁ%ﬁv

=011

~—~ -0.151

|
Profondeur (m

Profondeur (m
1

-0.4

——DNS DNS \
LES, LES, 045l -
. LES,

4 LES,

L2005 0 0005 001 0015 002 0025 003 002 0 002 004 0.06 0.08 802 -0.01 0 001 002 003
Vitesse horizontale (m/s) Vitesse horizontale (m/s) Vitesse horizontale (m/s)

Fic. 8.15 — Profils de la vitesse horizontale en des abscisses fixées. DNS en rouge.

Modéle de déconvolution : 7T =05 et 01 =1 en rose et 7 = 20 et 67 = 1 en bleu.

0.04
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Fi1ac. 8.16 — Profils de la vitesse verticale en des abscisses fixrées. DNS en rouge.

Modéle de déconvolution : 7 =05 et 07 =1 en rose et 7 = 20 et 67 = 1 en bleu.

Profils en x=0.2m Profils en x=0.8m Profils en x=0.9m
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\
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Fi1G. 8.17 — Profils en abscisses fizées pour la vitesse horizontale. DNS en rouge.

Modéle de déconvolution : T =5 et 07 =1 en rose et T =5 et 07 = 0.5 en bleuw.

Les erreurs L? sur chaque profil entre la solution issue du calcul DNS et la solution
pour chaque modele sont répertoriées dans le tableau 8.5 et on constate qu’elles ont
diminuées en moyenne de 0.2% par rapport au cas ou la DNS était effectuée sur
un maillage identique a celui utilisé pour les autres simulations. Avec une erreur
L? voisine de 0.4% entre le modele de déconvolution pour 7 = 20 et 7 = 1 et
la DNS, on peut conclure que le modele de déconvolution pour ces parametres-ci
permet d’obtenir des résultats similaires a ceux obtenus avec une DNS faite sur
un maillage contenant 2.2 fois plus d’éléments (on notera qu’a cause de ressources
numériques insuffisantes, nous ne pouvons pas faire de comparaison avec une DNS

effectuée sur un maillage encore plus fin et voir quelle précision de DNS notre modele



8.4. RESULTATS NUMERIQUES

194

Profondeur (m)

Profils en x=0.25m

Profondeur (m)
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F1G. 8.18 — Profils en abscisses fixées pour la vitesse verticale. DNS en rouge. Modele

de déconvolution : T=5 et dt =1 en rose et T =5 et 67 = 0.5 en bleu.

de déconvolution est capable de simuler). Les isocontours de la vitesse horizontale

et verticale (cf. Figure 8.19) montrent la méme structure tourbillonnaire que sur le

maillage plus grossier (cf. section 8.4.1.1).

Profils DNS vs DNS vs DNS vs | DNS vs Modele

Modele de de- | Modele de de- | Modéele de de- | Leray-a

conv. (1 = 5,|conv. (7 = 20, | conv. (7 = 5,

or =1) or=1) ot =0.5)
x=0.25m 0.0051 0.0006 0.0044 0.0260
x=0.75m 0.0174 0.0083 0.0165 0.0423
x=0.875m 0.0168 0.0093 0.0165 0.0317
z=0.2m 0.0024 0.0002 0.0020 0.0124
z=0.8m 0.0072 0.0016 0.0064 0.0248
z=0.9m 0.0137 0.0061 0.0133 0.0150
Erreur Moyenne 0.0107 0.0041 0.0101 0.0243

(m.~")

TAB. 8.5 — Erreur Ly entre la solution DNS et la solution des modéles de turbulence

pour chaque profil.
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IsoValue

m0.00410504

< - m0.0240158
e 7| mQ027998
—= /| m0.0319801

—= /| m0.0359623

- - m0.0399445

N = m0.0239266

— m0.0479088

m0.0518909

m0 0558731

m0.0598553

Residus

F1G. 8.19 - Isocontours de la vitesse horizontale (a gauche) et de la vitesse verticale

(a droite) dans le cas DNS.

0.45

R u‘zs1 w=501=1)
_ LES,(x=20,8t=1)
_ LES (x=5,0r=05)
——— DNS

L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Nombre iterations

FiG. 8.20 — Résidus des équations de Navier-Stokes.

T=5etdr =1 enrose, 7 =20 et 1 = 1 en bleu et T = 5 et

déconvolution :

0T = 0.5 en vert.

450

Residus

0.03

0.025

0.015

0.01

0.005

R Lés‘ T=5.0r=1)
_ LES,(t=20,8t=1)
_ LES,(r=5bt=05)
DNS

50

100

L L L L L
150 200 250 300 350 400 450

Nombre iterations

DNS' en rouge. Modéle de

Les temps de calcul sont répertoriés dans le tableau 8.6. On constate que le

temps de calcul de la DNS a été multiplié par 1.86 par rapport au temps donné

dans la section 8.4.1.1. Ceci est cohérent puisqu’ici on a un maillage contenant plus

d’éléments et donc on a plus de degrés de liberté a calculer que dans le cas de la

section 8.4.1.1.

Remarque 8.4.1 Dans les deux cas testés, la relation 8.3.46 n’est pas vérifiée, ce

qui montre que l’on peut encore améliorer la qualité des solutions obtenues avec le

modele de déconvolution.

IsoValue

m-0.0161453

SOOO!
(olo/olele]
(ole alele]
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EEEEEEEEEN
@

NO B,
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Temps DNS comme Temps Leray-a
référence (T) comme référence (L)
DNS T 0.69L
Modeéle Leray-a 1.43T L
Modeéle de  déconvolution 6.10T 4.25L
(T1=5,0r=1)
Modeéle de  déconvolution 10.86T 7.55L
(tr=25,0T=0.5)
Modeéle de  déconvolution 20.83T 14.5L
(1=20,0r=1)

TAB. 8.6 — Temps d’exécution total de chaque simulation en fonction du temps
d’exécution total de la DNS (T=2h47) et du modéle Leray-o (L=4h).

8.4.2 Cas avec bathymétrie

On étudie maintenant un cas avec bathymétrie. Par rapport a la géométrie
précédente, qui était celle d'un rectangle, on a rajouté un monticule sur le bord
'y localisé entre x = 0.2m et x = 0.6 m (cf. figure 8.1). On compare les résultats
donnés par le modele de déconvolution avec les résultats obtenus avec le calcul DNS
(on teste comme précédemment deux maillages différents pour la DNS) dans le but
de valider, dans ce cas, le modele de déconvolution par rapport a la DNS. On étudiera
aussi les résultats donnés par le modele Leray-a. On teste 'influence du parametre 7
et du pas de déconvolution 7 sur les résultats. On cherche a vérifier si I'influence de
ces parametres est la méme que pour le cas sans bathymétrie. On utilise comme dans
le cas sans bathymétrie un pas de temps égal a 0.2 s et mais par contre on effectue
500 itérations en temps (soit 100s). On étudie la convergence des algorithmes de

résolution en fonction du nombre d’itération en temps.

8.4.2.1 Maillage identique pour la DNS, le modele de déconvolution et

le modele Leray-a

On utilise un maillage éléments finis, généré par le mailleur automatique de
FreeFem++ [28], comprenant 18322 sommets et 35997 triangles (cf. annexe D).
La taille de maille minimum est de 0.002m et la taille de maille maximum est
de 0.010m. On effectue 500 itérations en temps et on observe sur la figure 8.33

que les algorithmes de résolution de la DNS, du modele Leray-a et du modele de
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1 au bout

déconvolution convergent et la valeur du résidu est d’environ 4.10~* m.s~
de 500 itérations et pour toutes les simulations. On obtient les résultats pour la
DNS, le modele Leray-a et pour le modele de déconvolution montrés sur les figures
8.21, 8.22, 8.23. De plus, on a répertorié les erreurs L? entre les profils DNS et les
profils donnés par les modeles de turbulence dans le tableau 8.7. On constate qu’ici
7 = 5 suffit puisque I'on a une erreur L? moyenne sur les profils de 0.4% par rapport
a la DNS, ce qui est tout a fait correct. De plus, on constate sur les figures 8.25 et
8.27, que les structures tourbillonnaires apparentes sont assez proches de celles du

cas DNS (cf. figures 8.24 et 8.26), ce qui n’est pas le cas du modele Leray-a (cf.

figures 8.24 et 8.26) qui présente des structures tourbillonnaires un peu différentes.

Par ailleurs, on constate, comme dans la section 8.4.1.1, que I'influence de o7 est
faible sur les résultats. En effet pour 67 = 0.5, on obtient des résultats légérement
plus précis (on gagne 0.03% sur Uerreur L? moyenne et les isocontours des vitesses
horizontale et vericale montrés sur les figures 8.25 et 8.27 sont similaires). Par contre,

on multiplie le temps de calcul par 1.77 par rapport au cas ou 67 = 1 (cf. tableau
8.8).

Le modele Leray-a a plus de difficultés dans ce cas a converger vers la solution
DNS que le modele de déconvolution avec une erreur L? moyenne d’environ 1.4%.
On note que le ratio entre 'erreur moyenne donnée par le modele Leray-a et le
modele de déconvolution (pour 7 = 5, 7 = 1) est d’environ 3.44. Ce qui montre
I’amélioration apportée par le modele de déconvolution. Cependant, le point faible
du modele de déconvolution par rapport au modele Leray-a reste le temps de calcul.
En effet, on constate que le modele de déconvolution pour 7 = 5 et 7 = 1 est
environ cing fois moins rapide que le modele Leray-a (cf. tableau 8.8), ce qui est
logique puisque 1'on effectue cinq fois plus d’itérations. De méme, prendre é7 = 0.5
multiplie le temps de calcul par 8.7 par rapport au modele Leray-«, ce qui encore

une fois est cohérent puisque 1’on effectue encore plus d’itérations.

Remarque 8.4.2 On est conscient que dans ce cas, la DNS est beaucoup plus rapide
que les modeles de turbulence et qu’ici il n’y a pas de raison d’utiliser ces modéles
puisque l'on a des résultats DNS mais on le fait quand méme dans le but de s’assurer
que le modéele de déconvolution donne des résultats cohérents en le validant par

rapport auz résultats DNS.
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Fi1G. 8.21 — Profils de la vitesse horizontale. DNS en rouge. Modéle de déconvolution :

T=>5etdr =1 en bleu, T =5 et 67 = 0.5 en rose. Modele Leray-o en noir.
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Fi1G. 8.22 — Profils de la vitesse verticale. DNS en rouge. Modéle de déconvolution :

T=5etdr =1 en bleu, 7 =05 et 67 = 0.5 en rose. Modéle Leray-a en noir.
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Fi1G. 8.23 — Profils de la vitesse verticale. DNS en rouge. Modéle de déconvolution :

T=5¢etdr =1 en bleu, 7 =5 et 67 = 0.5 en rose. Modéle Leray-a en noir.
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Profils DNS vs Modele DNS vs Modele DNS vs Modele
Leray-« de deconv. (7 = 5, | de deconv. (7 =5,
or=1) ot =0.5)
z=0.25m 0.0138 0.0040 0.0038
r=0.45m 0.0152 0.0043 0.0040
z=0.75m 0.0332 0.0140 0.0133
r=0.1m 0.0052 0.0016 0.0015
r=0.3m 0.0027 0.0007 0.0006
r=0.4m 0.0055 0.0005 0.0005
r=0.5m 0.0251 0.0048 0.0043
r=0.7m 0.0064 0.0064 0.0064
r=0.8m 0.0274 0.0068 0.0062
Erreur Moyenne 0.0141 0.0041 0.0038
(m.s™1)

TAB. 8.7 — Erreur Lo entre la solution DNS et la solution donnée par tous les

modeles de turbulence pour chaque profil pris en abscisses fixées
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FiG. 8.24 — Isocontours de la vitesse horizontale dans le cas DNS a gauche et dans

le cas du modéle Leray-a a droite.
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FiG. 8.25 — Isocontours de la vitesse horizontale dans le cas du modele
F1G. 8.26 — Isocontours de la vitesse verticale dans le cas DNS a gauche et dans le

déconvolution : 7T =5 et 01 = 1 a gauche et T =5 et o1 = 0.5 a droite.

cas du modele Leray-a a droite.

de

dans le cas du modéle

Isocontours de la witesse wverticale
déconvolution : 7 =5 et 01 =1 a gauche, T =5 et 67 = 0.5 a droite.

Fic. 8.27 -
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0.45 T T T T T T T T T 0.03 T T T T T T T T
— LES (ov=1) — LES (r=1)

Leray—a.

Leray—o.

DNS I DNS
LES, (51=0.5) 0025 LES, (6v=05)

0.3 il 0.021-

0.015

Residus

015 1 0.01F

0.005 -

0 5‘0 1(;0 1;0 2;)0 2?0 30.0 350 460 45‘70 500 50 1&0 15‘:0 2(;0 25‘:0 X 3(;0 i SELO 4(;0 450 500
Nombre iterations Nombre iterations

Fic. 8.28 - Résidus des équations de Navier-Stokes. DNS en rouge. Modeéle de
déconvolution : 7 = 5 et 01 = 1 en bleu, T = 5 et o1 = 0.5 en rose. Modéle

Leray-a en noir.

Temps DNS comme Temps du Leray-«
référence (T) comme référence (L)
DNS T 0.38L
Modeéle Leray-a 2.63T L
Modeéle de 13T 4.9L
déconvolution
(r=>5,0r=1)
Modéle de 23T 8.7L
déconvolution
(1 =5,0r=0.5)

TAB. 8.8 — Temps d’exécution total pour chaque simulation en fonction du temps
d’exécution total de la DNS (T=3h34) et du modéle Leray-oc (L=9h23).

8.4.2.2 Maillage plus fin pour la DNS que pour le reste

On compare maintenant les résultats donnés par les modeles de turbulence aux
résultats DNS effectués sur un maillage plus fin que celui utilisé pour les modeles de
turbulence. Ce maillage comprend 81575 triangles et 41272 sommets. Il comporte
environ 2.26 fois plus de triangles et de sommets que celui utilié dans la section

8.4.2.1. La taille de maille maximum est de 0.0073 m et la taille de maille minimum
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est de 0.0018 m. Comme dans la section 8.4.2.1, on effectue 500 itérations en temps
(soit 100 s) avec un pas de temps de 0.2 s. Pour ces valeurs, I’algorithme de résolution
de la DNS sur ce maillage converge et le résidu est d’environ 4.107*m.s~! au bout
de 500 itérations (cf. figure 8.33).

On observe sur les figures 8.29, 8.30, 8.31 et le tableau 8.9 que l'obtient a peu pres
les mémes résultats (on a amélioré 'erreur L? moyenne sur les profils de 0.03%) que
dans la section 8.4.2.1 ou le calcul DNS avait été effectué sur un maillage identique

a celui utilisé pour les modeles de turbulence.

On constate sur le tableau 8.10 que, dans ce cas, le modele Leray-a a été plus
rapide que la DNS (et pourrait étre utilisé en remplacement de celle-ci si ses résultats
étaient meilleurs) et que le modele de déconvolution pour 7 = 5 et §7 = 1 met
seulement trois fois plus de temps que la DNS comparativement au facteur 13 du
cas de la section 8.4.2.1. On peut supposer que si on raffinait encore le maillage, on
pourrait obtenir un temps de calcul pour le modele de déconvolution pour 7 = 5,
0T = 1 qui serait de I'ordre de celui de la DNS, ou inférieur a celui de la DNS. Et ainsi,
le modele de déconvolution montrerait toute son utilité. Cependant, nous n’avons

pas pu pour confirmer cette hypothese, faute de ressources numériques suffisantes.

Profils en x=0.25m Profils en x=0.45m Profils en x=0.75m
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y-
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-0.5 -0.5 -0.5
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F1G. 8.29 — Profils de la vitesse horizontale. DNS en rouge. Modéle de déconvolution :

T=5¢etdr =1 en bleu, 7 =5 et 67 = 0.5 en rose. Modéle Leray-a en noir.
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Profondeur (m)

Profils en x=0.5m Profils en x=0.7m Profils en x=0.8m
0 0 or -
-0.05 -0.05 -0.05 /
-0.1 -0.1 -0.1
-0.15 ~—~ -0.15 ~—~ -0.15
£ £
0.2 : 02 : -0.2
3 >3
(0] [0)
-0.25 T 025 T 025
c c
03 ug -0.3 -og -0.3
-0.35 D‘: -0.35 n): -0.351
-0.4 —— DNS -0.4 —DNS -0.41 —— DNS
_LES, (bv=1) _LES, (v=1) _LES, (bv=1)
-0.45 Leray-a -0.45 Leray—c -0.45 Leray-a.
_LES,(t=05) _ LES,(bv=05) _LES,(6v=05)
05, [ 2 4 6 8 10 12 14 05, ) 2 4 6 8 50 -8 -6 4 2 ) 2
Vitesse Verticale (m/s) x1w0* Vitesse Verticale (m/s) x10* Vitesse Verticale (m/s) xw0*
F1a. 8.30 — Profils de la vitesse verticale. DNS en rouge. Modéle de déconvolution :
T=5¢etdr =1 en bleu, 7 =5 et 67 = 0.5 en rose. Modéle Leray-a en noir.
Profils en x=0.1m Profils en x=0.3m Profils en x=0.4m
or ) . 0 ) 0 }
-0.05 -0.05 -0.05
~0.1 -0.1 -0.1
-0.15 —~ -0.15 — -0.15
£ £
-0.2 r 02 \: 0.2
3 3
[0 (0]
-0.25 © 025 © 025
c c
~03 -g -03 -g -0.3
-0.35 DL‘ -0.35 nt -0.35
-04f ——DNS -0.4 ——DNS -0.4 —DNS
__LES,(r=1) __LES, (t=1) _LES (bv=1)
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2 0 05 T 5 2 25 05, -1 ) 3 2 3 4 35 0 05 T 5 2 25 3 35
Vitesse Verticale (m/s) x10® Vitesse Verticale (m/s) x1o* Vitesse Verticale (m/s) x1w0*

Fi1G. 8.31 — Profils de la vitesse verticale. DNS en rouge. Modéle de déconvolution :

T=5etdr =1 en bleu, 7 =05 et 67 = 0.5 en rose. Modéle Leray-a en noir.
IsoValue IsoValue

m0.00537172 m-0.0122726

m0.0222805

F1a. 8.32 — Isocontours de la vitesse horizontale (a gauche) et de la vitesse verticale
(a droite) dans le cas DNS.
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Profils DNS vs Modele DNS vs Modele DNS vs Modele
Leray-« de deconv. (7 = 5, | de deconv. (7 = 5,
or =1) ot = 0.5)
z=0.25m 0.0137 0.0039 0.0037
r=0.45m 0.0151 0.0042 0.0038
z=0.75m 0.0327 0.0134 0.0127
r=0.1m 0.0052 0.0016 0.0015
r=0.3m 0.0026 0.0007 0.0006
r=0.4m 0.0055 0.0005 0.0005
r=0.5m 0.0249 0.0047 0.0042
r=0.7m 0.0062 0.0062 0.0062
r=0.8m 0.0266 0.0060 0.0054
Erreur Moyenne 0.0138 0.0039 0.0036
(m.s™1)

TAB. 8.9 — Erreur Lo entre la solution DNS et la solution donnée par tous les

modéles de turbulence pour chaque profil pris en abscisses fizées
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Fic. 8.33 — Résidus des équations de Navier-Stokes. DNS en rouge. Modele de
T =5¢etdr =1 en bleu, 7 = 5 et 67 = 0.5 en rose. Modéle

déconvolution :

Leray-a en noir.
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Temps DNS comme Temps du Leray-a
référence (T) comme référence (L)

DNS T 1.62L

Modele Leray-o 0.62T L

Modele de 3T 4.9L

déconvolution

(r=5,0r=1)

Modele de 5.4T 8.7L

déconvolution

(r=>5,dr=0.5)

TAB. 8.10 — Temps d’exécution total pour chaque simulation en fonction du temps
d’exécution total de la DNS (T=15h12) et du modéle Leray-cc (L=9h23).

8.4.3 Conclusion sur cette étude numérique

Cette étude numérique nous a permis d’arriver aux conclusions suivantes

1. Sur le modeéle Leray-a. La valeur de « est trop élévée (o = 0.1 m) pour que

le modele Leray-a reproduise correctement 1’écoulement simulé par la DNS
dans les cas étudiés (ie. cas avec et sans bathymétrie). En effet, on constate
notamment qu’au niveau des isocontours de vitesse horizontale et verticale,
que les résultats du modele Leray-a présentent une structure tourbillonnaire
modifiée par rapport a celle décrite par la DNS. Si 'on voulait améliorer les
résultats du modele Leray-c, il faudrait diminuer la valeur de «a, ce qui im-
pliquerait de raffiner le maillage puisque I'on doit toujours avoir a > M4z, €t

donc augmenterait le temps et le cott de calcul.

. Sur le parametre 7. Plus on augmente la valeur de 7 et plus le modele de
déconvolution converge vers la solution DNS, ce qui confirme numériquement
les résultats théoriques établits au chapitre 7 (cf. Théoreme 7.3.2) et qui montre
que le modele de déconvolution a un bon comportement numérique. De plus,
on constate que selon les cas, avec ou sans bathymétrie, la valeur de 7 pour
laquelle on a convergence vers la solution DNS n’est pas la méme. En effet,
on a montré que dans le cas sans bathymétrie 7 = 5 n’était pas suffisant
pour avoir une bonne convergence (cf. isocontours de la vitesse horizontale

et verticale) alors que dans le cas avec bathymétrie, 7 = 5 suffisait. Il n’est

donc pas possible de déterminer une valeur de 7 universelle hormis I’estimation
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T — 400 mais qui n’est pas réalisable numériquement a cause d'un temps et
d’un cout de calcul trop élevés. Il faut ainsi adapter la valeur 7 en fonction des

cas en essayant de respecter I'inégalité (8.3.46).

3. Sur le temps de calcul du modele de déconvolution. On observe que
le modele de déconvolution a amélioré la qualité des résultats par rapport au
modele Leray-a en rendant par exemple le pouvoir d’attraction initial aux
tourbillons (cf. sections 8.4.1.1 et 8.4.2.1). Par contre, a maillage identique, le
point faible du modele de déconvolution par rapport au modele Leray-a, c¢’est
le temps de calcul. Le temps de calcul pour le modele de déconvolution avec
T =>5et 07 = 1 est 4 a 5 fois supérieur a celui du modele Leray-a et pour
7 =20 et 67 = 1, on a un temps de calcul 14.5 fois supérieur a celui du modele
Leray-a. Cette augmentation du temps de calcul est normal puisque dans le cas
du modele de déconvolution on fait plus d’itérations que dans le cas du modele
Leray-a ou l'on fait zéro itération de déconvolution. En plus, on a utilisé un
schéma implicite pour résoudre 1’équation de déconvolution continue, ce qui
augmente encore le temps de calcul, mais qui nous permet de nous affranchir
d’une condition CFL supplémentaire. Le temps de calcul peut étre diminué en
utilisant un schéma explicite pour résoudre ’équation de déconvolution conti-
nue. Il faut cependant noter que dans I’étude menée ici a cause de ressources
numériques insuffisantes, nous avons comparé le modele Leray-a et le modele
de déconvolution sur un méme maillage. Si I'on faisait une comparaison a per-
formances égales, il faudrait comparer les résultats du modele de déconvolution
aux résultats du modele Leray-a obtenus sur un maillage plus fin. Et dans ce
cas, le temps de calcul du modele Leray-a augmenterait assez rapidement
puisque 'on multiplierait le nombre de degré de liberté. Et on obtiendrait sans

doute un temps de calcul similaire a celui du modele de déconvolution.

4. Sur le pas de déconvolution d7. On observe que la diminution de d7 de
1 a 0.5 améliore faiblement la précision des résultats et multiplie le temps de
calcul par 1.77 par rapport au cas ou 67 = 1. Il faudrait prendre é7 = 0.1
pour vraiment améliorer la précision des résultats mais cela signifierait que
I’on multiplierait le temps de calcul par 8.5 ou 9 par rapport au cas ou 67 = 1.
Comme le point faible du modele de déconvolution, c’est le temps de calcul,
il ne semble pas nécessaire d’accroitre celui-ci en augmentant la valeur de 7
sachant que ce qui importe pour la convergence de la solution du modele de

déconvolution vers la solution DNS, c¢’est la valeur de 7 (cf. Théoreme 7.3.2).
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On recommande donc de garder 67 = 1 dans les simulations faites avec ce

modele.

5. Sur D’algorithme de résolution du modele de déconvolution. [’algo-
rithme de résolution commenté dans la section 8.3.1.3 converge bien dans tous
les cas étudiés que ce soit pour la DNS ou pour les modeles de turbulence. 11
semble donc tout a fait adapté a cette étude. Cependant, le schéma temporel
utilisé est explicite et donc nous impose une contrainte sur le pas de temps.

Ici, 6t = 0.2 s convient parfaitement.

6. Modele de déconvolution et DNS plus fine. La comparaison avec une
DNS effectuée sur deux maillages différents nous a montré que les modeles
de turbulence convergeaient mieux vers la solution DNS lorsque celle-ci était
calculée sur un maillage comportant 2.2 fois plus d’éléments que le maillage
utilisé pour les modeles de turbulence. Cela montre la capacité naturelle des
modeles de turbulence a simuler un écoulement DNS qui aurait été effectué sur
un maillage plus fin. On les utilise pour cette capacité, lorsque, par exemple,
la DNS plus fine cofite trop cher en temps et en cott de calcul. Dans le cas
avec bathymétrie, la comparaison des modeles de turbulence avec une DNS
effectuée sur maillage comportant 2.2 fois plus d’éléments que celui utilisé
pour les modeles de turbulence, nous a donné un apercu de cette utilité. En
effet, dans ce cas, le modele Leray-a est plus rapide que la DNS et pourrait
donc étre préféré a celle-ci si ses résultats étaient meilleurs (il faudrait alors
diminuer «). Le modele de déconvolution est encore un peu trop lent pour
étre préféré a la DNS (il demande un temps de calcul trois fois supérieur a
celui de la DNS). On aurait aimé pouvoir comparer les résultats du modele de
déconvolution avec ceux d'une DNS beaucoup plus fine afin de voir quand est-
ce qu’il est moins cotuteux d’utiliser le modele de déconvolution que de faire le
calcul DNS, mais nous n’avons pas les ressources numériques nécessaires pour

faire ce calcul.

Le modele de déconvolution arrive dans tous les cas a bien reproduire 1’écoulement
issu du calcul DNS, et par conséquent, cela permet de le valider numériquement. Il
faut cependant garder a l’esprit que son point faible, c’est le temps de calcul et qu’il

faudrait essayer, dans ’avenir, de le diminuer.

Enfin, dans un dernier chapitre, on présente d’autres expériences numériques qui

nous permettent notamment d’estimer la présumée condition CFL.
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Chapitre 9

Autres expériences numériques

9.1 Cas avec bathymétrie et avec un flot de poi-

seuille en entrée et en sortie

Il s’agit ici d’estimer a partir d’expériences numériques la présumée condition
CFL pour le modele Leray-a et pour le modele de déconvolution. On rappelle que 1’'on
n’a pas de résultats théoriques la concernant. Pour cela, on considere la géométrie
avec bathymétrie étudiée dans la section 8.4.2. On change les conditions aux limites
sur les parois latérales en mettant des flots de poiseuille en entrée et en sortie afin
d’augmenter le niveau de turbulence. Le systeme d’équations considéré est alors le

suivant :

1
ou+ (H(u)-V)u— EAU +Vp=0,

Vou=0, (9.1.1)
U)|r = O, u|Fb = 0, U|Fl = —4y(1 + y), Vu-n r, — V,

\ U;=p = Uy,

ou H.(u) est définie par I’équation (7.2.88) (cf. chapitre 7).

On teste deux valeurs de o2 : a? = 1.1072m? et 1.10*m?2. On utilise le méme
maillage pour toutes les simulations qui comprend 18322 noeuds et 35997 éléments
triangulaires. On compare comme précédemment le comportement du modele Leray-
a et du modele de déconvolution (pour 7 = 5, 67 = 1) au comportement de la DNS.
On utilise un pas de temps égal a 0.02 s et on fait 500 itérations en temps soit un
temps simulé de 10s. On étudie le comportement des algorithmes de résolution a
'aide des résidus (cf. équation (8.4.52)).

209
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9.1.1 Cas ou o? = 1.1072m?

Dans ce cas, on constate que l'algorithme de résolution pour la DNS converge
difficilement vers une valeur de résidu assez importante d’environ 1.6 m.s™ (cf. fi-
gure 9.1). Les résidus du modele Leray-a et du modele de déconvolution montrent
une tres bonne convergence de l'algorithme de résolution avec des résidus aux alen-

1 ce qui est nettement

tours de 0.03m.s™! pour le modele Leray-« et de 0.05m.s™
mieux que dans le cas DNS. Ceci nous ameéne a penser que les parametres a? et 7
jouent un role dans la présumée condition CFL et que les valeurs o? = 1.1072m?
et 7 = 5 améliore la convergence des algorithmes de résolution du modele Leray-a
et du modele de déconvolution. Ce sont des premiers éléments d’information sur la
présumée condition CFL qui sera estimée dans la section 9.1.2 grace aux éléments

supplémentaires apportés dans la section 9.1.2.

y T T T y
1T L
7 ]
DNS —— DNS ——

Residus

05 |

\\\M o ‘ ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Nombre iterations Nombre iterations

Fi1G. 9.1 — Résidus des équations de Navier-Stokes. Modéle de déconvolution en bleu

(LES; ), modéle Leray-c en noir (Leray-a) et DNS en rouge.

Par ailleurs, on compare les résultats donnés par les 2 modeles de turbulence
aux résultats DNS grace a des profils pris a abscisses fixées (cf. figure 9.2). On
observe que le modele de déconvolution a amélioré les résultats par rapport a ceux
donnés par le modele Leray-a, mais les résultats obtenus ne sont pas satisfaisants.
En effet, ici, la valeur du degré de filtration, o = 1.10~2m?2, semble trop élevée pour
que l'on obtiennent des résultats satisfaisants avec le modele Leray-a; a 'entrée les
profils issus de ce modele ont encore la méme forme que ceux DNS, ce qui n’est
plus cas a la sortie en x = 0.8m ou en x = 0.7m comme on peut le voir sur la
figure 9.2. Et dans la mesure ou le champ filtré est assez éloigné du champ DNS,

le modele de déconvolution avec 7 = 5 n’arrive pas a corriger tous les effets de la
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Fic. 9.2 — Profils de la vitesse horizontale pris en x = 0.25m, x = 0.45m et
r = 0.8m et de la vitesse verticale pris en © = 0.3m, x = 0.5m et x = 0.7m.

Modéle de déconvolution en bleu, modéle Leray-a. en noir et DNS en rouge.

filtration, ce qui explique ses mauvais résultats. On pourrait améliorer la qualité des

résultats en augmentant la valeur du parametre de déconvolution, 7, mais 'effet de
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la filtration étant trop important (cf. figure 9.2), il faudrait une valeur du parametre
de déconvolution élevée et par conséquent le temps de calcul requis ne serait pas
acceptable. Dans ce cas, la solution la plus sensée serait de diminuer la valeur de o?
afin d’améliorer la qualité des solutions données par les modeles de turbulence tout
en nous permettant de faire moins de déconvolution et donc de réduire le temps de
calcul et c’est I'objet de la section suivante. Cela nous permettra aussi de déterminer

numériquement la présumée condition CFL.

Remarque 9.1.1 Ici on a hpey >~ o2 et donc cette étude montre que prendre une
valeur de o de 'ordre de la taille maximum de maille n’est pas forcément synonyme

de bons résultats.

9.1.2 Cas ou o? = 1.107*m?

On commence par étudier l'influence de la valeur de a? sur la convergence
de l'algorithme de résolution. Les résidus pour le modele Leray-a, le modele de
déconvolution et la DNS sont montrés sur la figure 9.3. On constate a travers la
représentation des résidus que les algorithmes de résolution pour le modele Leray-a
et le modele de déconvolution ne sont pas convergés pour 500 itérations en temps et
méme qu’ils auraient tendance a diverger. Ce phénomene confirme notre conclusion
précédente & savoir que la valeur de a? joue un role fondamental dans la conver-
gence de l'algorithme de résolution a cause de son implication dans la présumée
condition CFL. Avec ce cas, on s’apercoit que diminuer la valeur de o entraine des
problemes de convergence de I'algorithme. De plus, on remarque que contrairement
au cas précédent le comportement des résidus du modele Leray-a n’est pas le méme
que celui du modele de déconvolution. De plus, ’algorithme de résolution du modele
de déconvolution a plus de difficultés a converger que celui du modele Leray-a. Ces

constatations nous amenent a formuler les conclusions suivantes :

e Le degré de filtration o joue un role important dans la présumée condition
CFL.

e Pour o? = 1.1072m?, la valeur de a? est assez élevée pour que son effet dans
la présumée condition CFL masque celui du nombre de déconvolution 7, ce qui
explique pourquoi, dans ce cas, les algorithmes de résolution pour le modele
Leray-a et pour le modele de déconvolution convergent a peu pres de la méme
facon. De plus, la valeur de o? est assez élevée pour améliorer la convergence

de I'algorithme de résolution par rapport au cas DNS.
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e Pour a? = 1.107*m?, la valeur de a? n’est plus assez forte pour que son effet
sur la présumée condition CFL masque celui du nombre de déconvolution 7,
ce qui explique la différence de convergence entre I'algorithme de résolution du

modele Leray-a et l'algorithme de résolution du modele de déconvolution.
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Fi1G. 9.3 — Résidus des équations de Navier-Stokes. Modéle de déconvolution en bleu,

modeéle Leray-a en noir et DNS en rouge.

L’article de Guermond-Quartapelle [26] nous amene & penser que la présumée

condition CFL pour ’algorithme de résolution utilisé dans la DNS est de la forme :

5t > c1h®. (9.1.2)

N

ol
— ¢1 est une constante qui a la dimension d’un temps divisé par une longueur au

cube,
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— h représente la taille de la maille,

— 0t est le pas de temps.

A partir de I’équation (9.1.2) et des conclusions obtenues précédemment, on
conjecture que ’algorithme de résolution du modele Leray-a est stable sous la condi-

tion :
ot > 23 (9.1.3)
= a3l 1.
ol ¢y est une constante qui a la dimension d’un temps divisé par une longueur.

et que 'algorithme de résolution du modele de déconvolution est stable sous la

condition :

C3T 3
0t > =2 (9.1.4)

ol c¢3 est une constante qui a la dimension d’un temps divisé par une longueur.

De plus, on conjecture que ’on doit avoir les relations : ¢y < 1.1072¢; et ¢y = c3

Application de la conjecture a notre cas :

Prenons ¢; = 1000s.m™2 et ¢ = c3 = 1s.m™ et h = hypee = 1.1072m (avec

0t =0.02s et 7 =5). On a alors

1. Pour o = 1.1072 m?
— Pour la DNS : ¢;h% = 1.1073s et donc 6t > ¢, k3. Par conséquent la DNS

converge, et c’est ce que I'on observe.

h? 1.10°6 h?
— Pour le modele Leray-a : er = 1.107*, et donc 6t > AL,
a? 1.10-2 5 a?

coh
donc elle converge et mieux que la DNS puisque 2—2 < ¢1h® et c'est ce que
e

l'on observe.
C37'h3 - 5.1076

a2 1.10°2

donc elle converge et mieux que la DNS et moins bien que le modele

— Pour le modele de déconvolution :
3

= 5.107* et donc 6t >

c3Th

o 3 3
Cgh CgTh

Leray-a puisque — < < ¢1h? et clest ce que l’on observe.
o

a2
2. Pour a? = 1.107*m?
— Pour la DNS : ¢;h% = 1.1073s et donc 6t > ¢;h®. Par conséquent la DNS

converge, et c¢’est ce que I'on observe.

coh? 1.107¢ coh

— Pour le modele Leray-« : 2 = = 1.1072, et donc 6t 2 =2 et
a? 1.10~4 ~ ool
donc 'algorithme converge tres difficilement et c¢’est ce que 'on observe.
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CgTh3 . 5.1076
a2 1.104

et donc l'algorithme diverge et c’est ce que 1’on observe.

— Pour le modele de déconvolution :
3

= 5.1072 et donc 6t <

c3Th

a2

On note que les conditions de stabilité (9.1.3) et (9.1.4) sont déduites de consta-

tations purement numériques et donc qu’il faut les utiliser avec précautions.

Enfin, malgré que les algorithmes de résolution des modeles de turbulence ne
soient pas convergés, on va tout de méme comparer les profils obtenus avec les profils
DNS, tout en gardant a ’esprit que ces résultats ne sont pas, en I'état, fiables. Il
s’agit seulement de voir 'impact de la diminution du o sur les résultats. On observe
sur les figures 9.4, 9.5 que les résultats des modeles de turbulence se sont améliorés
par rapport au cas ol o? = 1.1072m? en particulier pour les profils en x = 0.25m,
x=045m, x = 0.3m et x = 0.5m. Et constate sur ces profils que le modele de
déconvolution donne de meilleurs résultats que le modele Leray-a. Ainsi, on peut
conclure que pour obtenir des résultats cohérents avec la DNS, il faut choisir un
couple (a?,7) cohérent avec 1’écoulement modélisé plutot qu'un o? égal a la taille

maximum de la maille.
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Fi1G. 9.4 — Profils de la vitesse horizontale pris en x = 0.25m, x = 0.45m. Modéle

de déconvolution en bleu, modele Leray-a en noir et DNS en rouge.
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Fi1G. 9.5 - Profils de la vitesse horizontale pris en x = 0.8 m et de la vitesse verticale
pris en x = 0.3m, x = 0.5m et x = 0.7m. Modéle de déconvolution en bleu, modéle

Leray-a. en noir et DNS' en rouge.

9.2 Cas d’un vent a haute fréquence dans une

configuration sans bathymétrie

Dans cette section, on étudie le comportement du modele de déconvolution pour

un vent a la surface a plus haute fréquence que celui considéré dans le chapitre 8.

On considere dans cette expérience numérique le vent représenté sur la figure
9.6. Son expression analytique est : V,(x) = f,(x)[sin(1007mx) 4+ 1], ou f,(z) est la

fonction de localisation définie dans le chapitre 8.

On compare ici le modele de déconvolution pour a« = 0.1m, 7 = 5 et o7 = 1
aux résultats DNS sur un méme maillage pour une géométrie sans bathymétrie. La

géométrie et le maillage sont identiques a ceux de la section 8.4.1.1 du chapitre 8. Le
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Fi1G. 9.6 — Vent appliqué a la surface.

but étant de voir si le modele de déconvolution "n’explose pas” avec un vent a haute
fréquence. Il ne s’agit en aucun cas de refaire une validation numérique comme celle

effectuée au chapitre 8.

On utilise un pas de temps de 6t de 0.2 s. On fait 500 itérations en temps et on
observe sur la figure 9.12 que pour ces parametres les algorithmes de résolution de la
DNS et du modele de déconvolution ont convergés vers une valeur du résidu autour
de 0.0055 m.s™*

On obtient les profils verticaux pour la vitesse horizontale et pour la vitesse
verticale montrés sur les figures 9.7, 9.8 et 9.9. Pour chaque profil, on a calculé
I'erreur L? entre la solution DNS et la solution donnée par le modele de déconvolution
(cf. tableau 9.1). On observe que 'erreur L? moyenne sur les profils est d’environ
1.63%, ce qui est tout a fait acceptable pour les parametres considérés (o = 0.1m,
7 =5, 67 = 1). Comme on l'a vu précédemment cette erreur pourrait étre abaissée
en augmentant la valeur de 7. On note que les résultats donnés par le modele de
déconvolution sont légerement moins bons en comparaison avec les résultats DNS
que dans le cas ou V,(z) = fy(x)sin(rx) notamment pour les profils de vitesse
horizontale en z = 0.7m et x = 0.8 m ou l'on a respectivement des erreurs de 3.74%
et 4.27%. On remarque cependant que sur ces profils le modele de déconvolution

donne une bonne représentation de la vitesse horizontale en comparaison avec la
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DNS dans le premier tiers du bassin.

Le temps de calcul est un peu plus élevé que celui pour le cas de V,(x)

fp(x)sin(mz) (o f,(x) est la fonction de localisation définie au chapitre 8), avec

un temps d’exécution total de 2h pour la DNS et de 19h pour le modele de

déconvolution.

On peut conclure de tout cela que le modele de déconvolution a aussi un bon

comportement pour un vent a haute fréquence.
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x = 0.8m. DNS en rouge. Modéle de déconvolution en bleu.

IsoValue IsoValue
m0.0024328 m0.00340333

T T m0.02799 T - m0.0282937
'\ = / m0.0331015 m0.0332718
S~ m0.0382129 —— m0.0382499
- ~ m0.0433244 e m0.0432279

I m0.0484358 . m0.048206
o m0.0535472 m0.0531841
m0.0586587 m0.0581621
m0.0637701 m0.0631402
m0.0688816 m0.0681183
m0.073993 m0.0730964

)/, | -

Fi1G. 9.10 — Isocontours de la vitesse horizontale dans le cas DNS a gauche et dans

le cas du modeéle de déconvolution a droite.
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Profils DNS vs Modele de de-

conv. (T=5et o7 =1)
u, r=0.25m 0.0052
u, x=0.4m 0.0088
u, x=0.5m 0.0173
u, z=0.7m 0.0374
u, z=0.8m 0.0427
v, t=0.2m 0.0014
v, z=0.5m 0.0144
v, =0.6m 0.0128
v, t=0.8m 0.0181
Erreur moyenne 0.0163
(m.s™1)

TAB. 9.1 — Erreur Ly entre la solution DNS et la solution du modéle de déconvolution

pour chaque profil.

IsoValue IsoValue
m-0.0284276 m-0.0296476
m-0.0257056 m-0.0269487
m-0.0229836 m-0.0242498
m-0.0202615 m-0.021551

Fia. 9.11 - Isocontours de la vitesse horizontale dans le cas DNS a gauche et dans

le cas du modéle de déconvolution a droite.
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FiGc. 9.12 — Résidus des équations de Navier-Stokes. DNS en rouge. Modele de

déconvolution en bleu.

9.3 Cas avec bathymétrie et flot de poiseuille en

entrée

Dans cette section, on étudie le comportement du modele de déconvolution dans

un cas avec bathymétrie (cf. figure 9.13) pour lequel on a un flot de poiseuille en

entrée (sur I';,). Cette nouvelle condition & la limite fait que la condition d’incom-

pressibilité n’est pas respectée par le probleme tel qu’il est posé et on veut voir

comment réagit le modele de déconvolution dans ce cas, sachant que 1’on impose

artificiellement la condition d’incompressibilité V - u = 0. Le systeme considéré est

alors le suivant :
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1
ou+ (Hy(u)-V)u— —Au+ Vp=0,

R,
V-u=0, (9.3.5)
U}’F = 0, U|F12UFIJ = 0, u|1"l1 = —4y(1 + y), Vu-n rs = V,
(| Ut=0 = Uy,
ol
— H.(u) est définie par I'équation (7.2.88) (cf. chapitre 7),
— R, est le nombre de Reynolds.
I's
I, r,
Iy
Q
0.6 0.9
-0.5

Fic. 9.18 — Géométrie considérée.

On utilise un maillage comprenant 35575 triangles et 18111 noeuds avec une taille
maximale de maille égale a ., = 0.010m et une taille minimum de maille égale
a hpin = 0.0027m. On prend un pas de temps égal a 0.02 s, une largeur de filtre o
égale a 0.1 m et un pas de déconvolution é7 égal a 1. On effectue des simulations
avec le modele de déconvolution pour 7 = 3 et pour 7 = 5. On utilise un maillage
similaire a celui utilisé dans la section 9.1 et on utilise des valeurs identiques pour
les parametres 07, dt, o et 7 a celles utilisées dans la section 9.1. L’étude faite dans
cette section ne différe de celle de la section 9.1 que par le fait que I'on ait seulement
un flot poiseuille en entrée au lieu d’avoir un flot de poiseuille en entrée et sortie.
Ici, la condition d’incompressibilité est violée alors que ce n’était pas le cas dans
la section 9.1. On a observé dans la section 9.1 que pour ce type de situation la
présumée condition CFL était vérifiée puisque I’on a observé une bonne convergence

des algorithmes de résolution.
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Ici, avec seulement un poiseuille en entrée, apres 600 itérations en temps, on
observe que 'algorithme de résolution de la DNS diverge (cf. figure 9.14) alors que
ceux du modele Leray-a et du modele de déconvolution pour 7 = 3 convergent.
L’algorithme de résolution du modele de déconvolution pour 7 = 5 a des difficultés
a converger. Dans la mesure ou lorsque l'on rajoute un flot de poiseuille en sortie
(cf. section 9.1), les algorithmes de résolution convergent, on peut conclure que le
probleme de divergence de la DNS provient de la violation de I'incompressiblité. On
note que l'algorithme de résolution du modele Lerya-a converge, ce qui nous amene
a penser que la filtration permet d’atténuer les effets de la violation de I'incom-
pressibilité. L’algorithme de résolution pour le modele de déconvolution pour 7 = 3
converge car pour cette valeur de 7 les effets de la filtration sont encore suffisamment
présents pour atténuer les effets de la violation de I'incompressibilité alors que pour
7 = b les effets de la filtration commencent a se dissiper et donc ’algorithme de
résolution a un comportement qui se rapproche plus de celui de la DNS. On observe
sur les profils de la vitesse horizontale et de la vitesse verticale (cf. figure 9.15) que
la solution du modele Leray-a apparait comme une solution ”lissée” par rapport a
la solution donnée par le modele de déconvolution pour 7 = 3, ce qui est cohérent

avec la notion de filtration.

Residus

0.5 HTES; (t=3) ——

LES, (x=5)

Leray-a

DNS —— ‘ O

0 100 200 300 400 500 600
Nombre iterations

Fic. 9.1/ — Résidus des équations de Navier-Stokes. Modele de déconvolution en

blew (T =3) et vert (1 =5), modéle Leray-o modéle en noir et DNS en rouge.
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la vitesse verticale pris en x = 0.1m et x = 0.8 m. Modéle de déconvolution en bleu

(1 =3, 61 = 1), modéle Leray-a en noir.




Conclusions et perspectives

On a étudié dans cette partie des modeles de turbulence de type simulation des
grandes échelles basés sur une régularisation de type Leray des équations de Navier-
Stokes. On analyse en détail d'un point de vue tant théorique (cf. chapitre 7) que
numérique (cf. chapitre 8) le comportement du modele de déconvolution (cf. équation
8.3.15, chapitre 8). On montre que ce modéle a un bon comportement mathématique
avec notamment |'existence et |'unicité d'une solution réguliere au modele de déconvolution
et on montre que cette solution converge vers une solution faible dissipative des équations
de Navier-Stokes dans la formulation variationnelle (cf. Théoréme 7.3.2, chapitre 7).
D’un point de vue numérique, ce modele converge correctement vers la solution DNS a
condition de choisir un couple (a?,7) pertinent. Il donne dans toutes les configurations
étudiées (circulation induite par le vent de surface avec ou sans bathymétrie) de meilleurs
résultats que le modéle Leray-a. Par contre, le point faible du modeéle de déconvolution
par rapport au modele Leray-«, c'est le temps de calcul si I'on compare les deux modeles
sur un méme maillage, comme cela a été fait ici. Par contre, si I'on compare ces deux
modeles a performance égale, il faut donc utiliser le modele Leray-a sur un maillage
plus fin, ce qui va entrainer une augmentation de son temps de calcul assez rapide. Le
modele de déconvolution constitue une avancée par rapport au modele Leray-a puis-
qu'il permet d'obtenir des résultats que I'on aurait eu avec le modele Leray-a sur un
maillage plus fin et présente donc intérét lorsque I'on n'a pas les ressources numériques
suffisantes pour faire des simulations de qualité avec le modele Leray-«.. L'algorithme
de résolution employé pour la DNS et les modeles de turbulence (cf. section 8.3.1.3,
chapitre 8) donne de bons résultats de convergence. Il est donc tout a fait adapté pour
ce type de problémes. On a estimé a partir d'expériences numériques la présumée condi-
tion CFL pour le modele Leray-a et pour le modele de déconvolution car on n'a pas de

résultats théoriques la concernant.

Dans I'avenir, afin de pouvoir comparer les résultats du modele de déconvolution avec

des données océanographiques, il serait intéressant d'implémenter un vent dépendant du
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temps et de rajouter le terme de coriolis afin de se ramener aux équations de Navier-
Stokes appropriées. De plus, il serait aussi intéressant de comparer les résultats du modele
de déconvolution avec ceux du modele LANS-« (cf. Foias et al [20]) qui est implémenté
notamment dans le code POP-« (cf. Hecht et al [29]). Par ailleurs, il serait tres utile de
faire une analyse de stabilité du schéma numérique utilisé pour le modele de déconvolution
afin d'obtenir des résultats théoriques sur la présumée condition CFL. Il serait intéressant
de résoudre I'équation de déconvolution continue avec un schéma explicite afin de voir
le gain de temps par rapport au schéma implicite. Enfin, il serait bien de pouvoir faire
un calcul de simulation directe sur un maillage dix fois plus fin que celui utilisé pour le
modele de déconvolution et de comparer les résultats. On pourrait ainsi voir si le modeéle
de déconvolution est plus rapide que la DNS et voir s'il est toujours aussi précis. Si c'était

le cas, on pourrait |'utiliser pour remplacer la DNS.
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Conclusion générale et Perspectives

Les études théoriques et numériques menées sur le comportement du nouveau modele
local URANS (R224) nous ont montré que ce modeéle était plus universel que les modeles
locaux de Pacanowski et Philander [53] et de Gent [21]. En effet, il fonctionne correcte-
ment quelle que soit la valeur du nombre de Richardson en jeu. On peut donc aisément
['utiliser dans des simulations impliquants une large gamme de nombre de Richardson.
Nous sommes maintenant en possession d'un modele plus universel pour lequel il serait
intéressant de comparer les résultats avec des résultats expérimentaux en changeant les

conditions aux limites a la surface, c'est-a-dire en les rendant dépendantes du temps.

Dans la deuxieme partie de ce travail, on a élaboré une nouvelle version du modéle
Leray-déconvolution de Layton-Lewandowski [36] pour laquelle on a montré notamment
la convergence de sa solution vers une solution faible dissipative des équations de Navier-
Stokes. De plus, on a validé numériquement cette nouvelle version du modele Leray-
déconvolution. Nous sommes maintenant en posséssion d'un modele de simulation des
grandes échelles qui permet d'obtenir des résultats similaires a ceux obtenus par le modele
Leray-a sur un maillage plus fin. Ce modéle peut donc étre utilisé sur des machines ayant
des puissances de calcul moindres. Reste cependant a améliorer le temps de calcul. Pour
cela, il suffirait par exemple de remplacer le schéma numérique implicite utilisé pour
discrétiser I'équation continue de déconvolution par un schéma explicite. Par contre,
cela ajoutera une condition CFL supplémentaire. Dans I'avenir, il serait intéressant de
pouvoir faire des expériences numériques sur un calculateur plus puissant que celui que

nous avons utilisé afin de compléter la validation numérique.
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Annexe A

Source du code de calcul Matlab
utilisé pour tester les modeles
URANS (ici on donne celui pour
R224)
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function R224tst(n)
%jeu 1 de coef

al 224=1.0e-4;

bl 224=1.0e-2;

a2 224=1.0e-5;

%coriolis
fc=0;

%Pas en espace
dz=5;
%Profondeur simule en valeur absolue
h=100
%Nombre de niveaux
ni=h/dz+1
%Pas en temps
dt=60;
%Niveaux
for i=1
z(1)=-h;
end
for i=2:ni
z(1)=z(i-1)+dz ;
end
%forcages
V=load('V.txt')
Vx=V(1,1)

Vy=V(1,2)

Q=-1.0e-6



%Conditions initiales en vitesse zonale
initu=load('u0.txt")
for i=1:ni
u0(i)=initu(ni+1-i);
end
figure(1)
subplot(1,3,1)
plot(u0(1:ni),z(1:ni),'m+:")
grid
xlabel('vitesse initiale zonale (m/s)")
ylabel("profondeur (m)")
%Conditions initiales en vitesse méridienne
initv=load('v0.txt")
for i=1:ni
vO(i)=initv(ni+1-i);
end
subplot(1,3,2)
plot(vO(1:ni),z(1:ni),'m+:")
grid

xlabel('vitesse initiale méridienne (m/s)")
ylabel("profondeur (m)')

%conditions initiales en densite
initr=load('r0.txt')
for i=1:ni
r0(1)=initr(ni+1-1);
end
subplot(1,3,3)
plot(rO(1:ni),z(1:ni),'r+:")
grid

xlabel('densite initiale (kg/m”"3)")
ylabel("profondeur (m)')



%0%%%%%%%%%%0%%0%%%% %%
% Instant initial %
%0%%%%%%0%%%%%%%%%% %%

2=9.8 %gravite

rref=1025 %densite de reference
kappa=g/rref %coefficient intervenant dans le nombre de richardson

ra=1.3; %densite air
coefl=ra/rref;
coef2=1/rref;

for t=0

%% calcul du nombre de richardson en chaque point R(i) et de la viscosite nul 224(i) et de la
diffusivite nu2_224(i)

for i=1

nR(1)=(r0(i+1)-r0(i))/dz;
dRu(i)=(u0(i+1)*u0(i+1)-2*u0(i)*u0(i+1)+u0(i)*u0(1))/(dz*dz);
dRv(1))=(vO(i+1)*vO(i+1)-2*v0(1)*vO(i+1)+v0(1)*v0(1))/(dz*dz);

Rs(i)=nR(1)/(dRu(i)+dRv(i));
R(i)=-kappa*Rs(i);

nul 224()=al 224+b1 224/((1+5*R(i))*2);
nu2_224(i)=a2_224+nul 224(3)/((1+5*R(i))*2);

end

for i=ni

nR(1)=(r0(1)-r0(i-1))/dz;
dRu(i)=(u0(1)*u0(i)-2*u0(i-1)*u0(i)+u0(i-1)*ul(i-1))/(dz*dz);
dRv(1)=(v0(1)*v0(1)-2*v0(i-1)*v0(@1)+vO0(i-1)*v0(i-1))/(dz*dz);

Rs(i)=nR(1)/(dRu(i)+dRv(i));
R(i)=-kappa*Rs(i);

nul 224(i)=al 224+bl 224/((1+5*R(1))"2);
nu2 224(i)=a2 224-+nul 224(i)/((1+5*R(i))"2);
end

for i=2:ni-1

nR(1)=(r0(i+1)-r0(i))/dz;

dRu(i)=(u0(i+1)*u0(i+1)-2*u0(i)*u0(i+1)+u0(i)*u0(i))/(dz*dz);
dRV(i)=(vO(i+1)*vO(i+1)-2%v0(i)*vO(i+1 +v0(i)*vO(i))/(dz*dz);



Rs(i)=nR(1)/(dRu(i)+dRv(i));
R(i)=-kappa*Rs(1)

nul 224(i)=al 224+b1_224/(1+5*R(i))"2);
nu2_224(i)=a2 224+nul 224(3i)/((1+5*R(i))*2);

%% calcul des coefficients des matrices

au(i)=-nul_224(i)/(dz*dz);
bu(i)=1/dt+nul_224(i)/(dz"2)+nul_224(i-1)/(dz"2);
cu(i)=-nul_224(i-1)/(dz*dz);
av(i)=-nul_224(i)/(dz*dz);
bv(i)=1/dt+nul_224(i)/(dz"2)+nul_224(i-1)/(dz"2);
cv(i)=-nul_224(i-1)/(dz*dz);
ar(i)=-nu2_224(i)/(dz*dz);

br(i)=1/dt+nu2_224(i)/(dz"2)+nu2_224(i-1)/(dz"2);
cr(i)=-nu2_224(i-1)/(dz*dz);

end

%% constitution des matrices
Au=zeros(ni-2,ni-2);

for j=2:ni-3
Au(j,j-1)=cu(j+1);
Au(j,j)=bu(+1);
Au(j,jt1)=au(+1);

end

Au(1,1)=bu(2);
Au(1,2)=au(2);

Au(ni-2,ni-3)=cu(ni-1);
Au(ni-2,ni-2)=au(ni-1)+bu(ni-1);

%
Av=zeros(ni-2,ni-2);

for j=2:ni-3
Av(j,j-1)=cv(j+1);

AV(j.))=bv(j*1);
Av(j.j+D)=av(+l);



end

Av(1,1)=bv(2);
Av(1,2)=av(2);

Av(ni-2,ni-3)=cv(ni-1);
Av(ni-2,ni-2)=av(ni-1)+bv(ni-1);
%

Ar=zeros(ni-2,ni-2);

for j=2:ni-3

Ar(j,j-1)=cr(j+1);
Ar(j,j)=br(j+1);
Ar(j,j+D=ar(+1);

end

Ar(1,1)=br(2);
Ar(1,2)=ar(2);

Ar(ni-2,ni-3)=cr(ni-1);
Ar(ni-2,ni-2)=ar(ni- 1 )+br(ni-1);

%stop

% calcul du second membre : vitesse zonale
if u0(1)==0

for k=1:ni-3

wu(k)=u0(k+1)/dt+fc*vO(k+1);
Bu=wu'

end

Bu(ni-2)=u0(ni-1)/dt-(au(ni-1)*Vx*coefl *dz)/nul_224(ni)+fc*vO0(ni-1);
else

for k=2:ni-3

wu(k)=u0(k+1)/dt+fc*vO(k+1);
Bu=wu'

end

Bu(1)=u0(2)/dt-u0(1)*cu(2)+c*v0(2);



Bu(ni-2)=u0(ni-1)/dt-(au(ni-1)*Vx*coefl *dz)/nul_224(ni)+fc*v0(ni-1);
end

% calcul du second membre : vitesse méridienne

if vO(1)==0

for k=1:ni-3

wv(k)=vO(k+1)/dt-fc*u0(k+1);
Bv=wV'

end

Bv(ni-2)=v0(ni-1)/dt-(av(ni-1)*Vy*coefl *dz)/nul_224(ni)-fc*u0(ni-1)
else

for k=2:ni-3

wv(k)=v0(k+1)/dt-fc*uO(k+1);
Bv=wv'

end

Bv(1)=v0(2)/dt-vO(1)*cv(2)-fc*u0(2);
Bv(ni-2)=v0(ni-1)/dt-(av(ni-1)*Vy*coefl *dz)/nul_224(ni)-fc*u0(ni-1);

end
% calcul du second membre : densite
for k=2:ni-3

wr(k)=rO(k+1)/dt
Br=wr'

end
Br(1)=r0(2)/dt-r0(1)*cr(2)
Br(ni-2)=r0(ni-1)/dt-(Q*dz*ar(ni-1))/nu2_224(ni)

end



%%0%0%%%%%%%%6%0%6%%%%%6%%%6%6%6%%%%%%%%6%6%%%%%%%
% resolution systeme aux instants n+1 %
%%0%0%%%%%%%%6%0%6%%%%%%%%6%6%6%%%%%%%%6%6%6%%%%%%
T=n*dt

fn=fopen('res_224.txt','w');

fclose(fn);

for t=dt:dt:T

t

% calcul des solutions aux instants n+1 : su224 est la vitesse zonale, sv224 est la vitesse
meridienne, sr224 est la densite

su=inv(Au)*Bu;

sv=inv(Av)*Bv;

sr=inv(Ar)*Br;

for i=1:ni-2
su224(i+1)=su(i);
sv224(i+1)=sv(i);
sr224(i+1)=sr(i);

end

su224(ni)=su224(ni-1)+(Vx*dz*coefl)/nul 224(ni);
sv224(ni)=sv224(ni-1)+(Vy*dz*coefl)/nul 224(ni);

su224(1)=u0(1);
sv224(1)=v0(1);

sr224(ni)=sr224(ni-1)+(Q*dz)/nu2_224(ni);
sr224(1)=r0(1);

% calcul des residus

ift>dt

uvitesse=load('vitu 224.txt");
vvitesse=load('vitv_224.txt');

densite=load('dens _224.txt");
for i=2:ni-1

Fu(i)=uvitesse(i,1);



Fv(i)=vvitesse(i,1);
Fr(i)=densite(i,1);

x(1)=abs(su224(i)-Fu(i));
g(i)=abs(sv224(i)-Fv(i));
y(i)=abs(sr224(1)-Fr(i));
X(1)=x(1)"2;
G(i)=g(1)"2;
Y(i)=y(1)"2;

end

r=sqrt(sum(X,2)+sum(G,2)+sum(Y,2));

if20 <t <100
btaul=t/50;

end

if 100 <=t <1000
btau2=t/50;

end

if 1000 <=t < 10000
btau3=t/500;

end

if 10000 <=t < 100000
btau4=t/5000;

end

if 100000 <=t < 1000000
btau5=t/50000;

end

if t==20

fn=fopen('res_224.txt','a");

fprintf(fn,'%10.6f %10.6f \n',t-dt,r);
fclose(fn);



end

if btaul==tloor(btaul)
fn=fopen('res_224.txt','a");
fprintf(fn,'%10.6f %10.6f \n',t-dt,r);
fclose(fn);

elseif btau2==floor(btau2)
fn=fopen('res_224.txt','a");
fprintf(fn,'%10.6f %10.6f \n',t-dt,r);
fclose(fn);

elseif btau3==floor(btau3)
fn=fopen('res_224.txt','a");
fprintf(fn,'%10.6f %10.6f \n',t-dt,r);
fclose(fn);

elseif btaud==floor(btaud)
fn=fopen('res_224.txt','a");
fprintf(fn,'%10.6f %10.6f \n',t-dt,r);
fclose(fn);

elseif btauS==floor(btau5)
fn=fopen('res_224.txt','a");

fprintf(tn,'%10.6f %10.6f \n',t-dt,r);
fclose(fn);

end

end

fu=fopen('vitu_224.txt','w');
fprintf(fu,'%10.6f \n', su224);
fclose(fu);

fv=fopen('vitv_224.txt','w");
fprintf(fv,'%10.6f \n', sv224);
fclose(fv);

fr=fopen('dens 224.txt','w");
fprintf(fr,'%10.6f \n', sr224);



fclose(fr);

% calcul du nombre de Richardson, de la viscosite et de la diffusivite aux instants n+1
for i=1

nR(1)=(sr224(i+1)-sr224(1))/dz;
dRu(i)=(su224(i+1)*su224(i+1)-2*su224(1)*su224(i+1)+su224(i)*su224(1))/(dz*dz);
dRv(1)=(sv224(i+1)*sv224(i+1)-2*sv224(i)*sv224(i+1)+sv224(i) *sv224(i))/(dz*dz),

Rs(i)=nR(i)/(dRu(i)+dRv(i));
R(i)=-kappa*Rs(i);

nul 224(i)=al 224+b1 224/(1+5*R(i))"2);
nu2_224(i)=a2_224+nul_2243)/((1+5*R(i))*2);

end
for i=ni
nR(1)=(sr224(1)-sr224(i-1))/dz;

dRu(i)=(su224(i)*su224(i)-2*su224(i-1)*su224(i)+su224(i-1)*su224(i- 1))/(dz*dz);
dRv(1)=(sv224(i)*sv224(i)-2*sv224(i- 1) *sv224(i) sv224(i- 1)*sv224(i-1))/(dz* dz):;

Rs(i)=nR(1)/(dRu(i)+dRv(i));
R(i)=-kappa*Rs(i);

nul 224(i)=al 224+b1 224/(1+5*R(i))"2);
nu2_224(i)=a2 224+nul 224(3i)/((1+5*R(i))*2);

end

%%%

for 1=2:ni-1

nR(1)=(sr224(i+1)-sr224(i))*dz;
dRu(i)=su224(i+1)"2-2*su224(i+1)*su224(i)+su224(1)"2;
dRv(1)=sv224(i+1)"2-2*sv224(1+1)*sv224(i)+sv224(1)"2;
R(i)=(-kappa)*(nR(1)/(dRu(i)+dRv(1)));

nul 224()=al_224+b1 _224/((1+5*R(i))*2);
nu2_224(i)=a2_224+nul 224(3)/((1+5*R(i))*2);

% calcul des coefficients des matrices aux instants n+1
au(i)=-nul_224(i)/(dz*dz);

bu(i)=1/dt+nul_224(i)/(dz"2)+nul_224(i-1)/(dz"2);
cu(i)=-nul_224(i-1)/(dz*dz);



av(i)=-nul_224(i)/(dz*dz);
bv(i)=1/dt+nul_224(i)/(dz"2)+nul_224(i-1)/(dz"2);
cv(i)=-nul_224(i-1)/(dz*dz);
ar(i)=-nu2_224(i)/(dz*dz);

br(i)=1/dt+nu2 224(i)/(dz"2)+nu2 224(i-1)/(dz"2);
cr(i)=-nu2_224(i-1)/(dz*dz);

end

% constitution des matrices

Au=zeros(ni-2,ni-2);

for j=2:ni-3

Au(j,j-1)=cu(+1);

Au(j,j)=bu+1);

Au(j,j+1)=au(G+1);

end

Au(1,1)=bu(2);
Au(1,2)=au(2);

Au(ni-2,ni-3)=cu(ni-1);
Au(ni-2,ni-2)=au(ni-1)+bu(ni-1);

%%%%%
Av=zeros(ni-2,ni-2);

for j=2:ni-3
Av(j,j-1)=cv(j+1);
AV(j.j)=bv(j+1);
Av(j.jHD)=av(+l);

end

Av(1,1)=bv(2);
Av(1,2)=av(2);

Av(ni-2,ni-3)=cv(ni-1);
Av(ni-2,ni-2)=av(ni-1)+bv(ni-1);
%%%%%

Ar=zeros(ni-2,ni-2);

for j=2:ni-3

Ar(j,j-1)=cr(j+1);



Ar(j,j)=br(j+1);
Ar(j,j+1)=ar(j+1);

end

Ar(1,1)=br(2);
Ar(1,2)=ar(2);

Ar(ni-2,ni-3)=cr(ni-1);
Ar(ni-2,ni-2)=ar(ni- 1 )+br(ni-1);

% calcul second membre : vitesse zonale
if u0(1)==0

for k=1:ni-3

wu(k)=su224(k+1)/dt+fc*sv224(k+1);
Bu=wu';

end

Bu(ni-2)=su224(ni-1)/dt-(au(ni-1)*Vx*coefl *dz)/nul_224(ni)+fc*sv224(ni-1);
else

for k=2:ni-3

wu(k)=su224(k+1)/dt+fc*sv224(k+1);
Bu=wu";

end

Bu(1)=su224(2)/dt-su224(1)*cu(2)+fc*sv224(2);
Bu(ni-2)=su224(ni-1)/dt-(au(ni-1)*Vx*coefl *dz)/nul_224(ni)+fc*sv224(ni-1);

end

% calcul second membre : vitesse meridienne
if vO(1)==0

for k=1:ni-3

wv(k)=sv224(k+1)/dt-fc*su224(k+1);
Bv=wv';

end

Bv(ni-2)=sv224(ni-1)/dt-(av(ni-1)*Vy*coefl *dz)/nul 224(ni)-fc*su224(ni-1);



else
for k=2:ni-3

wv(k)=sv224(k+1)/dt-fc*su224(k+1);
Bv=wv'";

end

Bv(1)=sv224(2)/dt-sv224(1)*cv(2)-fc*su224(2);
Bv(ni-2)=sv224(ni-1)/dt-(av(ni-1)*Vy*coefl *dz)/nul 224(ni)-fc*su224(ni-1);

end

% calcul second membre : densite
for k=2:ni-3

wr(k)=sr224(k+1)/dt;
Br=wr';

end

Br(1)=sr224(2)/dt-sr224(1)*cr(2);
Br(ni-2)=sr224(ni-1)/dt-(ar(ni-1)*Q*dz)/nu2_224(ni);

end
% trace des residus et des solutions aux instants n+1

% trace residus
residu=load('res_224.txt");
Gres=residu(:,2);
Gt=residu(:,1)/3600;
figure(2)

plot(Gt,Gres,'d")

grid

xlabel('temps (h)")
ylabel('residu’)

% trace vitesses et densite

figure(3)

subplot(1,3,1)
plot(su224(1:ni),z(1:ni),'b+:")

grid

xlabel('vitesse finale zonale (m/s)")
ylabel("profondeur (m)')



subplot(1,3,2)
plot(sv224(1:ni1),z(1:n1),'b+:")

grid

xlabel('vitesse finale meridienne (m/s)")
ylabel("profondeur (m)')

subplot(1,3,2)
plot(sr224(1:ni),z(1:ni),'k+:")
grid

xlabel('densite finale (kg/m”3)')
ylabel('profondeur (m)')

%
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Annexe B

Adimensionnalisation du modele

de déconvolution

On considere le modele de déconvolution (7.3.99) dans une configuration bidi-
mensionnelle définit par : (on rappelle que les équations utilisées dans le chapitre 7

sont formulées pour py = 1) (on considere un fluide non pesant f = 0)

( Ou ou ou 1 Op v 0*u
ov ov ov 1 dp v 0%
A A Ay ) LA S Y (A B.1
oG+ g = Py (T2 2) )
ou Ov
ox oy ="

On consideére les variables adimensionnées (t*, x*, y*, u*, v*, H,(u*), H,(v*), p*)

définies par :

Lo’ Ly’ Ly’

u v H.(u) H.(v) P
uw=— v=— H(u)= ., H.(v*) = , pt= .

Uy Uo ( ) Uy ( ) U b PoUg

ou Lg, Uy sont respectivement des échelles de longueur et de vitesse caractéristiques

de I’écoulement.

Alors pour ces variables adimensionnées, le systeme (B.1) devient
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(O g+ ) g - - (TR S,
Gt or 0
UOLO'

ou R, est le nombre de Reynolds qui est égal a
Et c’est le systeme (B.2) que 'on utilise pour les simulations numériques présentées

dans les chapitres 8 et 9.



Annexe C

Source du code de calcul
FreeFem-+}-+ utilisé pour tester les
modeles SGE (ici on donne celui

pour le modele de déconvolution)
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11111
// FILTRATION - DECONVOLUTION - NAVIER-STOKES //
1111

N e

//Variable d'environnement
N
s

verbosity=4;

N s
T

// Constantes

N s
s

real nu = 2.5%0.0001;
real pi = 4*atan(1);
real alpha =0.1;

I T
I

//Geometrie et Maillage
s
I

real xmin=0, xmax=1, ymin=-0.5, ymax=0;

border B1(t=0,-0.5) {x=0; y=t;label=1;};

border B21(t=0,0.2) {x=t; y=-0.5;label=2;};

border B22(t=0.2,0.6) {x=t; y=7*(t-0.2)*(0.6-t)-0.5;1abel=2;};
border B24(t=0.6,1.0){x=t; y=-0.5;label=2;};

border B3(t=0,2) {x=1.0; y=0.25*t-0.5;label=3;};

border GS(t=1,0) {x=t; y=0;label=4;};

real s=0.75;

mesh Th;

Th=buildmesh(B1(120*s)+B21(60*s)+B22(200%s)+B24(120*s)+B3(120*s)+GS(240%*s));
//savemesh(Th,"mesh_sample.msh");

fespace Ph(Th,P0);

Ph h = hTriangle;

cout << "size of mesh =" << h[].max << endl;
cout << "size of mesh =" << h[].min << end],



s
T T

/lespaces fonctionnels

T T
e

fespace Vh2(Th,P2);
fespace Vh(Th,P1);

Vh2 ul,u2,v1,v2;
Vh2 u,v,uu,vv;
Vh2 DELTAH1,DELTAH2;

Vh p,q,pp.qq;

N s
N e

// Fonction de localisation

N
N e

// Intervalle 2

real af=63./512;
real bf=-33./64;
real cf=9./8;

real df=-1./7;

real ef=-33./2048;
real £1=9./8192;
real gf=-1./32768;

real
F2=0.25*((1./8)"4)*af+(1./5)*((1./8)"5)*bf+(1./6)*((1./8)"6)*cf+((1./8)"7)*df+(1./3)*((1./8)"
3)*ef+0.5*((1./8)"2)*ff+gf*(1./8);

cout<<"F2 "<<F2<<endl;

real A2=1/(F2-0.25*((0.25)"4)*af-(1./5)*((0.25)"5)*bf-(1./6)*((0.25)"6)*ct-((0.25)"7)*df-
(1./3)*((0.25)"3)*ef-0.5*((0.25)"2) *ft-gf*0.25);

// Intervalle 4

real ag=5473./512;

real bg=-633./64;

real cg=39./8;

real dg=-1./7;

real eg=-1.3293*10"4/2048;
real fg=1.7199*10"4/8192;
real gg=-9261./32768;



real
F4=0.25*((7./8)"4)*ag+(1./5)*((7./8)"5)*bg+(1./6)*((7./8)"6)*cg+((7./8)"7)*dg+(1./3)*((7./8
)"3)*eg+0.5*((7./8)"2)*tg+gg*(7./8);

cout<<"F4 "<<F4<<endl;

real A4=1/(F4-0.25*((0.75)"4)*ag-(1./5)*((0.75)"5)*bg-(1./6)*((0.75)"6)*cg-((0.75)"7)*dg-
(1./3)*((0.75)"3)*eg-0.5*((0.75)"2)*fg-gg*0.75);

// Fonction f
T

func real f (real x)

{
if (x>=0)
{
1f(x<0.125)
{
return 0;
}
else
{
if(x<=0.25)
{
return A2*(F2-

(0.25*(x ) *af+(1./5)*(x5) *bf+(1./6)*(x 6) *cfH(xT) *df+(1./3)*(x3) *ef+0.5% (x2) *ff+gf*
X));

}
else
{
if(x<0.75)
{
return 1;
h
else
{
if(x<=0.875)
{
return A4*(F4-

(0.25*(xM)*ag+(1./5)*(x"5)*bg+(1./6)*(x"6)*cg+(x"7)*dg+(1./3)*(x"3) *eg+0.5*(x"2) *fg+g
g*x));

}
else
{
if(x<=1)
{
return 0;

}



}

// Derivee premiere de
T

func real Df (real x)

{
if (x>=0)
{
1f(x<0.125)
{
return 0;
J
else
{
if(x<=0.25)
{
return A2*(-af*(x"3)-bf*(x4)-cf*(x5)-7*df*(x"6)-ef*(x"2)-f*x-gf);
}
else
{
1f(x<0.75)
{
return 0;
h
else
{
if(x<=0.875)
{
return A4*(-ag*(x"3)-bg*(x"4)-cg*(x"5)-
T*dg*(x"6)-eg*(x"2)-fg*x-gg);
}
else
{
if(x<=1)
{
return 0;

N N N N



}

// Derivee seconde de f
T

func real D2f (real x)
{
if (x>=0)
{
1f(x<0.125)
{
return 0;
}
else
{
if(x<=0.25)
{
return A2*(-3*af*(x"2)-4*bf*(x"3)-5*ct*(x"4)-42*df*(x"5)-2*ef*x-
tf);
§
else
{
if(x<0.75)
{
return 1;
h
else
{

if(x<=0.875)
{

return A4*(-3*ag*(x"2)-4*bg*(x"3)-5*cg*(x"4)-
42*dg*(x"5)-2*eg*x-fg);

h

else

{
if(x<=1)
{
return 0;
§
§
}
}
}
}



// Derivee troisieme de f
I

func real D3f (real x)
{
if (x>=0)
{
1f(x<0.125)
{
return 0;
}
else
{
if(x<=0.25)
{
return A2*(-6*af*x-12*bf*(x2)-20*cf*(x"3)-210*df*(x"4)-2*ef);
J
else
{
if(x<0.75)
{
return 1;
H
else
{
1f(x<=0.875)
{
return A4*(-6*ag*x-12*bg*(x"2)-20*cg*(x"3)-
210*dg*(x"4)-2*eg);
§
else
{
if(x<=1)
{
return 0;
§
§
§
§
§
}



N
T g

/Il Fonction V(x) servant a calculer le vent et ses dérivées

T T
T g

int m=1;
int amp=1;

func real V(real x)

{

return amp*sin(m*pi*x);

}

func real dV(real x)

{

return amp*m*pi*cos(m*pi*x);

}

func real d2V(real x)
{
return -amp*((m*p1)"2)*(sin(m*pi*x));

}

func real d3V(real x)
{
return -amp*((m*pi)*3)*(cos(m*pi*x));

}

N s
N s

/I11/] Vent et ses derivees
N s
N

func real Vp(real x)

{
return f(x)*V(x);

}

func real dVp(real x)

{
return Df(x)*V(x)+H{(x)*dV(x);

}

func real d2Vp(real x)

{
return D2£(x)*V(x)+2*(Df(x)*dV(x))+H(x)*d2V(x);

}



func real d3Vp(real x)

{
return D3f(x)*V(x)+3*(D2f(x)*dV(x))+3*(Df(x)*d2V(x))+H(x)*d3V(x);

}

N
N

/1] Laplacien de Psi

T T
e

// fonction rho
T

func real rho(real y)

{
return 1.5*(y"2)+y+0.125;

}

func real drho(real y)
{

return 3*y+1;

}

func real d2rho(real y)
{

return 3;

}

// fonction kappa
I

func real kp(real y)

{
return 0.5%(y*3)+0.5%(y"2)+y*0.125;

}

func real dkp(real y)

{
return 1.5*(y"2)+y+0.125;

}

func real d2kp(real y)
{

return 3*y+1;

}



// 1aplacien de Psi
I

func real DELTA I(real x,real y)

{
return rho(y)*d2Vp(x)+d2rho(y)*Vp(x);

}

func real DELTA2(real x,real y)

{
return -kp(y)*d3Vp(x)-d2kp(y)*dVp(x);

}

DELTAHI = DELTA1(x,y);
DELTAH?2 = DELTA2(x,y);

/// profil de vitesse d'entrée de type poiseuille

func real pois(real y)
{

return -4*y*(1+y);

h

11

N s
N s

/1//// Phase d’initialisation

N s

//// Résolution du probléme de Stokes
Vh2 wwl,ww2,resl1,resl2;

problem Problem1([ul,u2,p],[vl,v2,q]) =
int2d(Th)(nu*(dx(ul)*dx(v1l)+dy(ul)*dy(v1)+dx(u2)*dx(v2)+ dy(u2)*dy(v2)))
+int2d(Th)(dx(p)*v1+dy(p)*v2)

+int2d(Th)(q*(dx(ul)+dy(u2)))

-int2d(Th)(p*q*0.000001)

-int2d(Th)(nu*(DELTAH1*vI+DELTAH2*v2))

+ on(2,3,ul=0,u2=0)+on(1,4,u2=0)+on(1,ul=0);

Problem1;

wwl=ul;
ww2=u2;

real eps1=0.001;
real residul=1.0;
real it1=1.0;



while (residul>epsl)

{

Probleml;

itl=itl+1;
resl1[]=ul[]-wwl1[];
res12[]=u2[]-ww2[];

residul=sqrt(res11[]'*res11[]+res12[]'*res12[]);

wwl=ul;
ww2=u2;

{ofstream ofile("residu_ul u2.txt",append);
ofile<<it]<<" "<<residul<<"\n";

K

¥

/// Filtration de la solution du probléme de Stokes

Vh2 wu,wv,res21,res22;

problem Problem2([u,v,pp],[uu,vv,qq]) =
int2d(Th)(alpha*alpha*(dx(u)*dx(uu)+dy(u)*dy(uu)+dx(v)*dx(vv)+ dy(v)*dy(vv)))
+int2d(Th)(u*uut+v*vv)

+int2d(Th)(dx(pp)*uu+dy(pp)*vv)

+int2d(Th)(qq*(dx(u)+dy(v)))

-int2d(Th)(pp*qq*0.000001)

-int2d(Th)(ul *uu+u2*vv)

+on(2,3,u=0,v=0)+on(1,4,v=0)+on(1,u=0);

Problem2;

wu=u,
WV=V;

real eps2=0.001;
real residu2=1.0;
real 1t2=1.0;

while (residu2>eps2)
{

Problem2;

it2=it2+1;
res21[]=u[]-wu[];
res22[]=v[]-wVv[];



residu2=sqrt(res21[]"*res21[]+res22[]'*res22[]);

wu=u;
WV=V;

{ofstream ofile("residu_u_v.txt",append);
ofile<<it2<<" "<<residu2<<"\n";

¥

3

//// Déconvolution de la solution du probléme de Stokes

real dtau=1.0;
real T=5.0;

Vh2 ud=u,vd=v,wl,w2,wdl,wd2,res31,res32;
Vh2 uold,vold;

Vh pd,qd;

problem Problem3([ud,vd,pd],[wl,w2,qd]) =
int2d(Th)(((alpha*alpha)/dtau)*(dx(ud)*dx(w1)+dy(ud)*dy(w1)+dx(vd)*dx(w2)+
dy(vd)*dy(w2)))
-int2d(Th)(((alpha*alpha)/dtau)*(dx(uold)*dx(w1)+dy(uold)*dy(w1)+dx(vold)*dx(w2)+
dy(vold)*dy(w2)))

+int2d(Th)(ud*w1+vd*w2)

+int2d(Th)(dx(pd)*w1+dy(pd)*w2)

+int2d(Th)(qd*(dx(ud)+dy(vd)))

-int2d(Th)(pd*qd*0.000001)

-int2d(Th)(ul*wl+u2*w2)

+on(2,3,ud=0,vd=0)+on(1,4,vd=0)+on(1,ud=0);

real eps3=0.0003;

real residu3;

real 1t3=0.0;

for(real t=0;t<T;t+=dtau){
uold=ud;

vold=vd;

Problem3;

it3=it3+1.0;

res31[]=ud[]-ul[];
res32[]=vd[]-u2[];

residu3=sqrt(res3 1[]'*res31[]+res32[]'*res32[]);



{ofstream ofile("residu_ud vd 3.txt",append);
ofile<<it3<<" "<<residu3<<"\n";

¥

if (residu3>eps3)
{

continue;

}

else

{
break;
}

%

//plot(ud,value=true,wait=1,ps="ud.eps");
/Iplot(vd,value=true,wait=1,ps="vd.eps");

N
T T

/1] Resolution des équations de Navier-Stokes. Calcul de la solution aux instants n+1.
s
et

Vh2 sw,su=ul,sv=u2;
Vh2 sdu,sdv,res51,res52,res41,res42;
Vh sp=p,sq=0,sqw;

real dt=0.2;

real area= int2d(Th)(1.);

real eps4=0.00000003,eps5=0.000001;
real residu4,residu5;

real 1t4,it5=0.0;

real N=500.0;

sdu=su;
sdv=sv;

for(int n=0;n<N;n++){

Vh2 suold=su, svold=sv;

Vh2 f=convect([ud,vd],-dt,suold);
Vh2 g=convect([ud,vd],-dt,svold);
Vh spold=sp;

solve Problem4(su,sw,init=n,solver=LU)
=int2d(Th)(su*sw/dt +nu*(dx(su)*dx(sw)+dy(su)*dy(sw)))
-int2d(Th)((f/dt-dx(sp))*sw)

-int1d(Th,4)(nu*Vp(x)*sw)
+on(2,su=0)+on(1,su=0)+on(3,su=0);



plot(su,value=true,ps="su.eps",wait=1);,

solve Problem5(sv,sw,init=n,solver=LU)

= int2d(Th)(sv*sw/dt +nu*(dx(sv)*dx(sw)+dy(sv)*dy(sw)))
-int2d(Th)((g/dt-dy(sp))*sw)

+on(2,3,sv=0)+on(1,4,sv=0);

plot(sv,value=true,ps="sv.eps",wait=1);
real meandiv = int2d(Th)(dx(su)+dy(sv))/area;

solve Problem6(sq,sqw,init=n,solver=LU)= int2d(Th)(dx(sq)*dx(sqw)+dy(sq)*dy(sqw))
- int2d(Th)((dx(su)+ dy(sv)-meandiv)*sqw/dt)+ on(3,sq=0);

real meanpq = int2d(Th)(spold - sq)/area;

sp = spold-sq-meanpq;
su = su + dx(sq)*dt;
sv = sv + dy(sq)*dt;

// faire filtration

solve Problem7([u,v,pp],[uu,vv,qq]) =
int2d(Th)(alpha*alpha*(dx(u)*dx(uu)+dy(u)*dy(uu)+dx(v)*dx(vv)+ dy(v)*dy(vv)))
-int1d(Th,4)(alpha*alpha*Vp(x)*uu)

+int2d(Th)(u*uut+v*vv)

+int2d(Th)(dx(pp)*uu+dy(pp)*vv)

+int2d(Th)(qq*(dx(u)+dy(v)))

-int2d(Th)(pp*qq*0.000001)

-int2d(Th)(su*uutsv*vv)

+on(2,u=0,v=0)+on(1,3,4,v=0)+on(1,u=0)+on(3,u=0);

// faire deconvolution

ud=u;
vd=v;

problem Problem8([ud,vd,pd],[wl,w2,qd]) =
int2d(Th)(((alpha*alpha)/dtau)*(dx(ud)*dx(w1)+dy(ud)*dy(w1)+dx(vd)*dx(w2)+
dy(vd)*dy(w2)))
-int2d(Th)(((alpha*alpha)/dtau)*(dx(uold)*dx(w1)+dy(uold)*dy(w1)+dx(vold)*dx(w2)+
dy(vold)*dy(w2)))

+int2d(Th)(ud*w1+vd*w2)

+int2d(Th)(dx(pd)*w1+dy(pd)*w2)

+int2d(Th)(qd*(dx(ud)+dy(vd)))

-int2d(Th)(pd*qd*0.000001)

-int2d(Th)(su*w1+sv*w?2)
+on(2,ud=0,vd=0)+on(1,3,4,vd=0)+on(1,ud=0)+on(3,ud=0);

1t4=0.0;



wdl=ud;
wd2=vd;

for(real t=0;t<T;t+=dtau){
uold=ud;
vold=vd;

Problem§;
it4=it4+1.0;

res41[]=ud[]-wd1[];
res42[]=vd[]-wd2[];

residud=sqrt(res41[]'*res41[]+res42[]'*res42[]);

{ofstream ofile("residu_ud vd 4.txt",append);
ofile<<it4<<" "<<residud<<"\n";

¥

wdl=ud;
wd2=vd;

if (residu4>eps4)
{

continue;

}

else

{
break;

}
¥

1t5=it5+1.0;

res51[]=su[]-sdu[];
res52[]=sv[]-sdv[];

residuS=sqrt(resS1[]"*res51[]+res52[]'*res52[]);

{ofstream ofile("residu_su sv_5.txt",append);
ofile<<it5<<" "<<residu5<<"\n";

¥

sdu=su;
sdv=sv;

if (residu5>eps?)
{



continue;

}

else

{
break;

b
}



Annexe D

Maillages FreeFem-+-+

Fic. D.1 - Maillages utilisés pour les modéles de turbulence dans le cas sans ba-

thymétrie a gauche et dans le cas avec bathymétrie a droite.
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Stability of some turbulent
vertical models for ocean mixing

boundary layer

* A-C. Bennis, T. Chacon Rebollo, M. Gomez Marmol et R. Le-
wandowski. Publié dans Applied Mathematics Letters. 2008

275



Stability of some turbulent vertical models for the ocean
mixing boundary layer

A -C. BENNIS*, T. CHACON REBOLLO, M. GOMEZ MARMOL f, R. LEWANDOWSKI *,

Abstract

We consider four turbulent models to simulate the boundary mixing layer of the
ocean. We show the existence of solutions to these models in the steady-state case
then we study the mathematical linear stability of these solutions.

Key-words : oceanography, turbulence models, stability, partial differential equations

MSC classification : 35J60, 35K55, T6E20, 76F40

1 Introduction

The presence of an homogeneous layer near the surface of the ocean has been observed since
a long time. The so-called ”mixed layer” presents almost constant profiles of temperature
and salinity (or equivalently the density). The bottom of the mixed layer corresponds
either to the top of the thermocline, zone of large gradients of temperature, or to the top
of the zone where haline stratification is observed [8]. Some attempts to describe this
phenomenon can be found for example in Defant [3] or Lewandowski [5]. The effect of the
wind-stress acting on the sea-surface was then considered to be the main forcing of this
boundary layer. Observations in situ were completed by laboratory experiments [2] and
more recently by numerical modelizations of the mixed layer.

In this note, we consider four turbulent models to describe this homogeneous boundary
layer. These are the Gent [4] and the Pacanowski-Philander [7] models and two new models
that we introduce. All of them are one-dimensional evolution models that aim to compute
the velocity and in-situ density. They are all based on the bulk Richardson number.
For those model, we show the existence of a steady-state solution and we analyse the
mathematical linear stability of these steady state solutions. We show that only one of
these models, the one we introduce in this note (model labelized as R—2—2—4 below), has
a unique steady state solution with a large range of stabilty. Moreover, in [1] we have used
these models to simulate the West Pacific Warm Pool at the equator. Numerical results
confirm that R — 2 — 2 — 4 is the most accurate and numerically stable parametrization.

2 The equations

We denote by (u,v) the horizontal water velocity and p its in-situ density. Since the
numerical simulation performed in [1] are made at the equator, we do not take the Coriolis
force into account. The closure equations are :

*IRMAR, Université de Rennes 1, Campus de Beaulieu, 35042 Rennes Cedex, France

TDepartamento de Ecuaciones Diferenciales y Andlisis Numerico, Universidad de Sevilla. C/Tarfia,
$/n.41080, Sevilla, Spain

fIRMAR, Université de Rennes 1, Campus de Beaulieu, 35042 Rennes Cedex, France



Qu_ 0 ( duy_, Ov_0 ([ v\
ot 0:\"'oz) """ ot 0z:\"oz) "

g’;—;<uggi) =0, fort>0and —h <2<0,
(2.1)
U =up, v="up p=pp atthe depth z = —h,
a a a a
Vlgz = %Vx, Vla—z = %Vy, 1/28—2 = ( at the surface z =0,

[ u=wup, v =19, p=po at initial time ¢ = 0.

In system (2.1), the coefficients v, and v» are the vertical eddy viscosity and diffusivity
coeflicients and will be expressed as functions of the bulk Richardson number R defined
as
9 o

po Oz

(5) (%)

where g is the gravitational acceleration and pg a reference density (pg ~ 1025 kg.m=3).

The constant i denotes the thickness of the studied layer that must contain the mixing
layer. Therefore the circulation for z < —h, under the boundary layer, is supposed to be
known, either by observations or by a deep circulation numerical model. This justifies
the choice of Dirichlet boundary conditions at z = —h, up, v, and pp being the values
of horizontal velocity and density in the layer located below the mixed layer. The air-sea
interactions are represented by the fluxes at the sea-surface : V,, and V, are respectively the
forcing exerced by the zonal wind-stress and the meridional wind-stress and () represents
the thermodynamical fluxes, heating or cooling, precipitations or evaporation. We have
V,=Cp |ua\2 and V, = Cp \va|2, where U, = (ugq,v,) is the air velocity and Cp a friction

coefficient. pq is the air density equal to 1.3 kg.m 3.

We study hereafter four different formulations for the eddy coefficients v; = f; (R),

. o b1
labeled as "R — 2 —¢” and/or "R — 2 — ¢ — 57 . In all models, Rl=a1+ —,
/ J fi(R) 1 (1+5R)2
except in model R — 2 — 3 below:
fi(R) ay b1
R—2-1-3: R) = = .
f2(R) = a2+ 75p IR (14 5R)
B B2
R—2-3 R =g +———, R =a+————
fi(B) = (1+10R)? f2(R) = e (1+ 10R)®
e fR)=as+ DB, o B
— — — . = X —_— = s
’ SU(A45RE T (145R? T (14 5R)
B2
R—2-2 R)=ay+ —",
f2 (R) = e (1+5R)>?

Formulation R —2 — 1 — 3 corresponds to the modelization of the vertical mixing proposed
by Pacanowski and Philander [7]. The coefficients a;, f1and ag have the following values:
a; = 1.107%, B = 1.1072, a9 = 1.1075(units : m?s~!). This formulation has been used



in the OPA code developed in Paris 6 University [6] with coefficients a; = 1.107¢, 8, =
1.1072, ay =1.1077 (units : mQS_l). The selection criterion for the coefficients appearing
in these formulas was the best agreement of numerical results with observations carried
out in different tropical areas. Formulation R — 2 — 3 has been proposed by Gent [4].
Formulations R —2 — 2 —4 and R — 2 — 2 are new as far as we know. Notice that models
R—2—1-3 and R—2— 3 are no more physically valid respectively for R € (—3.13,—0.2)
and R € (—2.25,—0.1) since the coefficient 5 becomes negative.

2.1 Steady-state solutions

Steady-state solutions to system (2.1) satisfy

(2.3) (fl( )a“)zo, <f1( )a”)zo, <f2( )25) 0.

Theorem 2.1 System (2.3) has at leat one smooth solution on [—h,0] for each model in
(2.2). In case of R —2 — 2 — 4 the solution is unique.

Proof. Integrating (2.3) with respect to z, yields

@ ~ Vapa Ov  Vypa dp

(2.4) f1(R) 52~ py fi(R )8z P f2 (R )az Q.
_ 9 9
po 0z

and since R = we deduce from (2.4) that

ou\? v\ 2
(az> *(w)
9Qro  (f(R))?
2V2Z+V2) (R
(A (R)* _ Ve + V),

f2 (R) 9Qpo

which is an implicit equation for R. Any solution R to equation (2.5) yields a equilibrium

R=-—

, which yields

(2.5)

Richardson number R corresponding to the fluxes V,,V,, and () and not on z as f; and f,
are independent on the depth variable z as well as the turbulent viscosities. The Richardson
number R® being known, steady-state profiles for velocity and density are obtained by
integrating (2.4) with respect to z, taking into account the boundary conditions at z = —h:

(2.6) B pofi (Re)
PR =t g R

It remains to analyse the existence of solutions of equation (2.5). These solutions can

2
be interpreted as the intersection of the curves k (R) = Ui (B and h (R) = CR with

f2 (R)
Pa(Vi + V) : .
T. The existence and the number of solutions are controlled by the
9% po
2

Vv
constant C' and then by the parameter —, V2 = V2 4+ V2 depending only on the surface

C = —

fluxes. The graph of function k& and h for @ < 0 and @ > 0 is plotted on Figures 1 and 2
below when f; and fs in case of R-2-2-4 and R —2 — 2
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The qualitative behaviour obtained with formulation R-2-3 and R-2-1-3 is the same as
R-2-2. The intersection of k(R) and h(R) = CR consists in one point for @ < 0 and
several points for @) > 0. The number of points depends to the values of surface fluxes.

The graphs obtained for the R-2-2-4 modelling (Figure A) and its simplified version R-
2-2 (Figure B) are very different. It is obvious in Figure A that any straight line h (R) = CR
meets k at only one point for Q > 0 and @) < 0. Therefore it exists a unique equilibrium
Richardson number R® whatever the values of the surface fluxes V,, V}, and Q. In the case
of the other models, we get several solutions. The proof is finished.

Notice that in [1] we show that the most accurate model is R — 2 — 2 — 4 from the
physical viewpoint and that it is also the more stable numerically.

2.2 Linear stability of the equilibrium solutions

In this section we analyse the time evolution of a small perturbation of one of the equilib-
rium states (u€,v¢, p¢) described in the previous section.
At initial time t = 0 we set (ug, vo, po) = (u®, v%, p€) + (ug, v(, pp) and we denote by

(U/pr) = (ueavea Pe) + (U/, v/7pl)

the solution of equations (2.1) at time ¢ where (u€, v, p¢) are solution to the steady-state
system (2.3), and v{ = f1 (R®) and v§ = fo (R®) are two pos1t1ve constants.
dp

Introducing the new variables ¥ = —, § = — and 0= —, the Richardson number
0z 0z 0z
can be expressed as
g Y
=—=———=R(#
R= -t ot = R(.5.0)
Applying the Taylor formula, we get
0

f: (9_06) 81/91 (06 ﬁe IIZ)C) (/3 /Be) ﬁ (96 /86 /I/JE) (IIZ) we) w (66 /86 we)

— eay2 e Qe e _681/2 e ne e _ eay2 e pe e
G = (0—0%) G2 (0% 0°0°) (B — %) 575 (6%, 3 0) + (0 = ) 2 (07,6 0°) +

where we set for k =1,2: F =y (0,5,v¢) —v1 (0%, 6% 9°), G =1vs(0,3,¢) — v (6%, 5°,1°)
where V]i = Vg (067ﬁ67¢6)7 9/ =0 967 /61 = ﬁ _567 lb/ = ¢ _wev
o, € o e e e o € o e ne e vy, © Ovy, e ne e
(80> O (g ). (8[3) o), (W) S ).
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The equations satisfied by the perturbation (u',v’, p’) are deduced from equations (2.1):

au’ 0 e Ny 877),_2 e V) —
o 88g/_%z(yl(e,ﬁ,@b) (0°+00) =0, =5 (1 (0,0,9) (5°+5)) =0
B 9, (12 (0.8.:9) (¥ +¢) =0

We now replace 11 and 12 by expresions deuced from the Taylor’s development and retain
only the first order terms. The approximated equations for (u’,v’, p') then are

(2.8)

G (e (5) )) - (o (55) ) -2 (e (5) ) =
-2 0 () ) (o (3)))- 2 0 () ) o
-2 () ) (e () ) - (e (52) )
We set

o (20) w (L) (Y
[0\ o\ (0 o
T R R (I CO R I ()]

e (Or2\° o (02 e e (92"
(%) w(FH) e (5)
Equations (2.8) can be written
ov. 0 ov ov o*V
(2.9) 8t_8z(Aaz):8t_ 7.z 0

Let (A1, A2, A3) be the eigenvalues of matrix A. This matrix is equal to P~!DP, where
D is diagonal, and such that di; = Ay, doo = A9 and d3z3 = A3. Set now W = PV. The

2
vector W verifies the system 8(;/;/ - D 88:;/ =0, ie:
6w1 82101 811)2 82w2 871)3 8211}3
2.10 —A =0, ——X——5 =0, — —A3—— =0.
(2.10) ot "toz2 T ot 27922 ot 37022

Stability of the equilibrium solution (u®, v¢, p¢) means that any perturbation (uf, v, pf)
imposed at initial time ¢ = 0 is damped as t — oo. This is verified if the eigenvalues
A1, A2, A3 are such that Re (A1) > 0, Re (A2) > 0 and Re (A3) > 0. These three conditions
are equivalent to det (4) > 0, tr (A) > 0 and tr (Adj(A)) > 0. From these conditions, we
build the graph below (see figure 1), obtained thanks to an analytical computation (we
skip the technical details here):
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3 Conclusion

All the models have a steady-state solution, unique in the case of R-2-2-4. FEach one
is linearly stable for non negative R, which corresponds to physical stability. All these
models present a linear unstable zone, located in a region where R is non positive. They all
presents a linear stability zone for some non positive values of R, situation that can arise
in real flows, as reported in [1] (physical unstability). All these models have been tested
in [1]. The simulation confirms the existence of stable linear steady-state solutions and
the ability of these models to describe a boundary mixing layer. However, the numerical
study in [1] confirms that R — 2 — 2 — 4 yields better numerical results.
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Abstract

We introduce in this paper some elements for the mathematical
and numerical analysis of turbulence models for oceanic surface mixing
layers. In these models the turbulent diffusions are parameterized by
means of the Richardson’s number, that measures the balance between
stabilizing buoyancy forces and un-stabilizing shearing forces. The well-
possedness of these models is a difficult mathematical problem, due to
the non-monotonic nature of the space operators involved. We analyze
the existence and stability of equilibria state, and devise a conservative
numerical scheme satisfying the maximum principle. We present some
numerical tests for realistic flows in tropical seas that reproduce the
formation of mixing layers, in agreement with the physics of the problem.

Palabras clave: Turbulent mixing layers, Richardson’s number, First order
closure models, Conservative numerical solution, Stability of steady states, Tests

for tropical seas
Clasificaci6on por materias AMS: 0123 1234

1 Introduction

This paper is devoted to the mathematical and numerical analysis of turbulence
model of surface oceanic mixing layers. The wind-stress generates intense
mixing processes in a layer below the ocean surface. This layer has two parts,
the upper one is an homogeneous layer, known as the mixed layer. This layer
presents almost-constant temperature (and salinity). The bottom of the mixed
layer corresponds to the top of the thermocline. In tropical seas a sharp
thermocline is formed. Below this layer appears a thinner layer where still
mixing processes do occur, but which has not a homogeneous structure. The
zone formed by the two layers is known as the mixing layer. Its thickness
may vary between ten meters and a few hundred of meters, depending on the
latitude. It also presents seasonal variations.

Research of T. Chacén and M. Gémez partially funded by Spanish DIG grants MTM2006-
01275.
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The parametrization of turbulence in the mixing layer must take into account
the two forces that act in the momentum and mass exchange produced by
mixing effects: Buoyancy and shear. This introduces additional complexities
with respect to the usual modeling of turbulent flows with constant density, from
both the physical and the mathematical standpoints. Closure terms are now
parameterized in terms of the Richardson number (that measures the balance
between stabilizing buoyancy forces and un-stabilizing shearing forces), that
in this sense plays a role similar to that of the Reynolds number, used to
parameterize closure terms for constant-density turbulence.

In this paper we introduce some mathematical and numerical elements for
the analysis of the simplest turbulence models of mixing layers. These are first
order closure models: Pacanowski and Philander model (called PP model, 1981,
[6]) and the Large and Gent model (called KPP model, 1994, [3]) (Section 2).
Let us mention that second order models have been developed by Mellor and
Yamada (called MY model, 1982, [5]) and Gaspar et al. (1990,[1]).

We observe that, in despite of their apparent simplicity, the well-possedness
of first-order models is a difficult mathematical problem due to the non-
monotonic nature of the space operators involved (Section 3). We analyze
the existence of equilibria state, and prove that these necessarily correspond
to linear profiles of velocity and temperature (or salinity) (Section 4). We also
analyze the stability of these equilibria, and prove that at least one is stable
for vertical stable configurations. We introduce a new model that has just one
equilibrium state (Section 5). We next devise a conservative numerical scheme
for which we prove a maximum principle (Section 6). We finally present some
numerical tests for realistic flows in tropical seas that reproduce the formation
of mixing layers, in agreement with the physics of the problem. We observe
that our new models produces results very close to the PP one, and in addition
is able to handle unstable profiles (Section 7).

2 Setting of model problems

Typically, the variables used to describe the mixing layer are the statistical
means of density and velocity (denoted by uw and p). In the ocean, density
=function(temperature, salinity) (State equation). We shall consider the
density as an idealized thermodynamic variable.

We assume

U= (u(zvt)vovw(zvt))v p:p(z,t), p:p<Z,t>

and neglect Coriolis forces (hypothesis accurate for tropical oceans) and laminar
diffusion. Then the averaged Navier-Stokes equations reduce to

ou 9 ,,,
E——g@ w'),
95 5 (1)

ot 8z<'0w
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To close these equations, we use the concept of eddy diffusion:

ou dp
oI el o ! — )
(uw>—1/1827 (p"w") v
Coefficients v and vy are expressed as functions of the gradient Richardson
number R defined as
dp
g 0z

_pref @ 2
0z

Note that R is the ratio between the stabilizing vertical forces due to buoyancy
and the un-stabilizing horizontal ones due to shear in a water column.

When R >> 1, a strongly stratified layer takes place. This correspond to
a stable configuration. When 0 < R << 1, a slightly stratified layer takes
place. This correspond to a configuration with low stability. The case R < 0

0
corresponds to a configuration statically unstable (—p > 0), that in fact we

are not modeling. However, we must handle this situation for our numerical
experiments. A simple way is to set large constant values for the turbulent
diffusions in this case.

The set of equations, initial and boundary conditions governing the mixing
layer can now be written

Cou o ()
o 0z\toz) 7

dp 0 dp
- - — — | =0, fort >0and —h < 2z<0,
ot~ 0z (”26z> o a : (2)
u=up, p=pp atthe depth z = —nh,
1/1@:1/, I/Q@:Q at the surface z = 0,
0z 0z

u = ug, p=po at initial time ¢ = 0.

Here, V is the forcing exerced by the wind-stress (V = C'riction |U“”}2), and
Q) represents the thermodynamical fluxes, heating or cooling, precipitations or
evaporation.

To model the turbulent diffusions in terms of the Richardson number, a
central idea is that a stable configuration due to buoyancy forces inhibits the
turbulent exchange of mass and momentum. Pacanowski and Philander [6]
propose

Constant

This leads to the modeling v = f1 (R), and vy = fo(R), with
5 f1(R)
R) = S EE—Y R) = for PP del d
f1(R) a1+(1+5R)27 f2 (R) 042+1+5R, or model, an
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f[i(R)=m + S fo(R) =m2 + 72 for KPP model.

(1+10R)* (1+10R)°
The constants are chosen to fit numerical results with experimental

measurements, these are given by a; = 1.107%, 3 = 1.1072, ay = 1.1072,
and 71 = 1.107%, v, = 1.107 Y, 1 = 1.1075, 45 = 1.10~* (units: m2s~1),

3 Well-possedness

Some elements for the analysis of the well-possedness of problem (2) are deduced
from the analysis of monotonicity of the space operator appearing in it.
Let us assume that the functions f; are bounded C' functions, with

fH(R)<0, (i=1,2). (3)
Denote v = (p,u)T, V = (Q, V)T, M = M(R) = (fl(R) 0 ) . For any
0 fa(R)
function a = a(t, z), we shall denote d,a = %, ora = %.
Thus, our system can be written under the form
Ov — 0. (M(R)0,v) =0, (4)
M(R)0.V|,=1 =V, vVv|,—0=0, (5)
V|t=0 = Vvo. (6)

Let now A = A(v) and F be defined by

(A(v),w) = /0 M(R)0.v.0,w = (M(R)),v,0.w),

(F,w) =—-V.w(—h).
Therefore system (4) — (5) — (6) is a system of the form
dv
T +A(v)=F, v(0)=vy,
in the sense that Vw € H>
d
E(Vv W) + (A(V)7 W) = (Fv W)

where the space H is defined by H = {u € H'([-h,0]), u(0) = 0}.

We want to use the theory of monotonic operators to analyze the well-
possedness of this equation. We intend to prove that the operator A is
monotonic, in the sense that

\V/(Vl,Vg) € H2X2, (A(V1> — A(Vg),Vl — V2) > 0.

In the actual stage of our research, we are able to prove that under condition
(3) indeed we have

V(Vl,Vg) = H2X2, (A(Vl) — A(Vg),vl — Vg) Z C’KHé)Zvl — 8ZVQH%2(O’1), (7)

if vi, v belong to a compact neighborhood K of the origin. We hope that this
will allow to prove a well-posseddness result for small data.
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4 Equilibria states

Although we are not able to analyze the model system (2) in general, it is
possible to study some properties of equilibria states. Let us consider the
stationary model system:

0 ouy 0 op\
92 (fl (R) %) =0, 92 (f2 (R &) =0. (8)
Integrating (8) with respect to z we obtain
ou
fi(R) % - constant = V' (momentum flux),
(9)
f2 (R) % = constant = @) (heat flux).

Using the expression (2), we deduce an implicit equation for R

9 Q (fi(R)”

R=_2 < VI\VY)

po V? f2(R)
If this equation has a solution R®, this reads

Potential energy

. —Q
E lib = — C tant( R¢).
Turbulent kinetic energy( quilibrium) pz ¢ onstan (R°)

. Note that from (9), the equilibria states are linear profiles for both velocity
and density.

PP and KPP models present several equilibria R® for a range [r*,+o00)
of fluxes ratio r = —Q/V?, where r* is negative. This corresponds to static
instability. So, our these model include as mathematical equilibria some physical
static unstable configurations.

To avoid the multiplicity of steady states, we introduce a new model, given
by

B f1(R)

(145R)>’ (14 5R)*’

with the same constants as the PP model. This new model has a unique
equilibrium R¢ for any fluxes ratio r. This is a mathematically favorable
property, still without physical meaning when r < 0.

fi(R)=oa1+ f2(R) =as+

5 Stability of equilibria states

We analyze the linear stability of equilibria states. To do it, we construct a
model of time evolution of a small perturbation of a equilibrium state (u®, p©):

(u, p) = (u®, p°) + (v, p')
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Set 1 = g nd 0 = ZZ’ and so R = R (0,¢), v; = v;(0,v). The equations

satisfied by the perturbation (u’, p’) are deduced from model equations :

ou’ 0

= = e Ny —
9/ 9 (10)
5 3, 2 (0:9) (¥ +y)) =
The linearized equations for (u/, p’) then are
2 /
aa_‘t/ —A%ZV = 0,with V = ( Z, ) : (11)

where A is the amplification matrix,
e 81/1 e (91/1 c
I (ae> (%)
A= 81/2 8V2
o(5) (3

Linear stability of the equilibrium solution (u€, p¢) follows if any perturbation
(ugh, py) imposed at initial time ¢ = 0 is damped as ¢ — oo. This is verified
if the eigenvalues A1, Ao of A are such that Re(A;) > 0 and Re(A\2) > 0.
After some algebra, we conclude that all models are linearly stable for R¢ > 0.
But strikingly also for a small range [R*,0] with R* < 0, which (we recall)
corresponds to physically unstable configurations.

We have also investigated the non-linear stability of our models. To do it,
we have solved numerically the full non-linear system (2) starting from small
and even large perturbations of equilibria states. We have used the numerical
scheme described in the next section. Our conclusions also are that for all
models the equilibria states are non-linearly stable, and, even more, behave as
strong attractors. The typical time that a given initial state takes to approach

an equilibrium state is of the order of several months. This must be compared
with the typical time of formation of the thermocline, which is of a few days.

6 Numerical discretization

We have performed a centered conservative semi-implicit discretization of the
PDEs appearing in model (2)by finite differences. To describe it, assume that
the interval [—h,0] is divided into N subintervals of length Az = h/(N — 1),
with nodes z; = —(i — 1) h Az, i =1,--- | N. We respectively approximate the
values u(z;,tn), p(zi,tn) by ul' and pl', where t,, = nAt. The equation for u,
for instance, is discretized at node z;, with¢=2,--- ,N — 1 by

u?“—u? fi(R 1/2) n+1_ (R 1/2)+f1(R1+1/2) n+1+f1( ?+1/2)“?j11

At (Az)? ’
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where
n g (P} —piy)/Az

VRS rer [(up —up /A2

and a similar discretization for the equation for p. The boundary conditions
have been discretized by

n+l _ n+1l _ |
Uq = Up, P1 = Pb;
n+l n+l
fl( n ) Upn Un_1 _ Vn+1
N—-1/2 Az N
This last equation allows to compute u%ﬂ from uR,Jr_ll. So we may construct our
discretization in terms of the unknowns U+ = (u5*! ... w%t!) and similarly

for p. In matrix form, this discretization reads

+1 +1 _ +1
Antlyntl = prtl

where A"*! and B"*! respectively are the tridiagonal matrix and the vector
array defined with obvious notation by

n+1l __ n n+1 __ n n n+1l __ n s .
AT = —Qi_1/2 Al = I+ai_y jptagyy g, Al = —QGt 9, =2, N=2
n+1 _ _.n n+1 _ n .
AN—Z,N—l = —Qn_3/2 AN—l,N—l =1+ AN_3/2>
Bn+1 _ n n n n n dt Vv t
_(u2+a3/2>ub7"'auia"'fu'Nfl—i_% )

As f1 >0, A" is an M-matrix and then (A"*1)~! has positive entries. Then,
we deduce a mazimum principle: If the initial data, u;’ and V' are positive, the
u;’ are all positive.

7 Numerical tests

We have simulated some realistic flows, corresponding to the Equatorial Pacific
region called the West-Pacific Warm Pool, located at the equator between 120°FE
and 180°F. In this region the sea temperature is high and almost constant along
the year (28 —30°C'). The precipitation are intense and hence the salinity is low.
We initialize the code with data from the TAO (Tropical Atmosphere Ocean)
array (McPhaden [4]), which have been used in many numerical simulations.

Here, we present the results corresponding to a mixed layer induced by the
wind stress, using initial velocity and density profiles measured at 0°N, 165°F
for the time period between the 15th June 1991 and the 15th July 1991,
displayed in Figure [?]. We use a two-dimensional version of model (2), with
buoyancy flux equal to —1.107% kg.m=2.s71 (~ —11 W/m?), which is realistic
for this region (Cf. [2]). At the surface, the zonal wind (uq) is equal to 8.1 m/s
(eastward wind) and the meridional wind (us2) is equal to 2.1 m/s (northward
wind).
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Figure 3 display the results corresponding to ¢ = 48 hours. On top we
represent the whole mixing layer, and on bottom, the upper 40m of layer.
The plots for density profiles show the formation of a pycnocline at z = —30,
approximately. Velocity and density profiles are quite close for PP and the new
model, while the velocity provided by KPP model is somewhat different, mainly
close to the surface. Also, density profiles and the pycnocline simulated by the
three models are quite similar.

Let us remark that our new model is the one that introduces the smallest
levels of turbulent viscosity and diffusion. It is also able to simulate non-stable
initial profiles, providing physically coherent results.
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Numerical modeling of algebraic closure models of oceanic

turbulent mixing layers

A. C. Bennis*, T. Chacén Rebollo T, M. Gémez Marmol i, R. Lewandowski $

Abstract

We introduce in this paper some elements for the mathematical and numerical analysis of
algebraic turbulence models for oceanic surface mixing layers. In these models the turbulent
diffusions are parameterized by means of the Richardson’s number, that measures the balance
between stabilizing buoyancy forces and un-stabilizing shearing forces. We prove the stability
of conservative finite difference approximations. We analyze the existence and stability of
equilibria state, and introduce a new scheme that has only one equilibrium state. We also
analyze the well-possedness of a simplified model. We finally present some numerical tests
for realistic flows in tropical seas that reproduce the formation of mixing layers, in agreement

with the physics of the problem.

Keywords: Turbulent mixing layers, Richardson’s number, First order closure models, Con-
servative numerical solution, Stability of steady states, Tests for tropical seas
AMS classification: 76D05, 35Q30, 76F65, 76D03

1 Introduction

This paper is devoted to the mathematical and numerical analysis of turbulence models of
surface oceanic mixing layers. In a context of global climate change, the accurate simulation of
the Surface Sea Temperature (SST) is of primary importance, as it affects the global oceanic
circulation, and has a deep impact in the evolution of polar ices (Cf. Goose et al. [4]). This
problem is being analyzed by the physical oceanography community since the early 80’s. One
of their main objectives is to build mathematical models to achieve a right numerical simulation
of SST, mainly in Tropical Ocean areas, as these areas receive large amounts of solar heat that
is brought into the oceanic global energy balance.

The parametrization of turbulence in the mixing layer must take into account the two forces that

act in the momentum and mass exchange produced by mixing effects: Buoyancy and shear. The
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early class of models parameterize the turbulent viscous and diffusion in terms of the Richardson
number by means of algebraic expressions. The Richardson number measures the rate between
stabilizing buoyancy forces and un-stabilizing shearing forces. One of the most popular of these
models was introduced by Pacanowski and Philander in 1981 [11]. This description in terms
of the Richardson number allows large mixing in zones of low stratification, and inhibits it in
zones of strong stratification. This model was modified in several ways, in order to obtain a
better fitting with experimental measurements. One of these improvements was proposed by
Gent in 1991 (Cf. [3]). Another kind of improvements was based upon the parametrization of
the vertical profile of turbulent kinetic energy (KPP model, Cf. Large and Gent, [6]). All these
are vertical 1D models based upon the knowledge of the atmospheric forcing to set the boundary
conditions. More classical turbulence models of k-¢ kind, have also been developed, taking into
account buoyancy effects. Let us mention for instance the second order closure models of Mellor
and Yamada [10] and Gaspar et al. [2].

In the recent years, the mathematical community has shown an increasing interest in the the-
oretical and numerical analysis of geophysical flow problems. This interest has been mainly
addressed to models for large-scale atmospheric and oceanic flows, frequently using shallow wa-
ter approaches. In the case of water flows, rather little attention has been addressed to buoyant
turbulence effects. However, the behavior of SST deeply depends on a correct description of the
turbulent mass and momentum mixing in the upper oceanic layer, where buoyancy plays a key
role.

Our purpose in this paper is to give some mathematical and numerical insight to the analysis
of the algebraic Richardson number-based models mentioned above. Our main contribution
is to show that the usual conservative numerical schemes used by the physical oceanography
community to solve them are well suited, in the sense that they are stable and verify a max-
imum principle. We also perform an analysis of existence of equilibrium solutions and prove
their stability, in order to analyze their long-time behavior, which is relevant for the long-term
calculations of SST. In this context, we introduce a new model which just has one equilibrium
state, avoiding the non-physical multiplicity of the standard models.

We also give an existence result for a simplified model based upon a compactness argument,
although not for the general models we are dealing with. The analysis of well-possedness of
Richardson number-based models is a difficult mathematical problem mainly due to the the lack
of monotonicity. This avoids to obtain estimates in a sense strong enough to deal with the non-
linear turbulent diffusions. The key difficulty is that these diffusions depend on the gradients of
temperature and velocity, but we only may prove the standard estimates for parabolic equations.
Our simplified result is based upon a description of the temperature equation using its vertical
gradient as unknown. This equation is genuinely parabolic for some particular configurations of
the turbulent diffusion.

The paper is organized as follows: In section 2 we describe the Richardson-based models we are
interested in, and their physical motivation. Section 3 is devoted to the analysis of the simplified

model mentioned below. We next analyze the existence of equilibria states, proving that these



necessarily correspond to linear profiles of velocity and temperature (or salinity), and introduce a
new model that has just one equilibrium state (Section 4). We also analyze the stability of these
equilibria, and prove that at least one is stable for vertical stable configurations (Section 5). We
next prove the stability of the usual conservative numerical schemes used to solve these models,
and prove a maximum principle (Section 6). We present some numerical tests for realistic flows
in tropical seas that reproduce the formation of mixing layers, in agreement with the physics of
the problem. We stress that our new model produces results very close to the PP one, and in
addition is able to handle statically unstable initial data (Section 7). Finally, we address some

conclusions (Section 8).

2 Setting of model problems

The wind-stress generates intense mixing processes in a layer below the ocean surface. This layer
has two parts, the upper one is an homogeneous layer, known as the mixed layer. This layer
presents almost-constant temperature (and salinity). The bottom of the mixed layer corresponds
to the top of the pycnocline, a thin layer with a large gradient of density. For instance, in tropical
seas a sharp thermocline is formed. In this last layer still mixing processes do occur, but it has
not a homogeneous structure. The zone formed by the two layers is known as the mixing layer.
Its thickness may vary between ten meters and a few hundred of meters, depending on the
latitude. It also presents seasonal variations.

Typically, the variables used to describe the mixing layer are the statistical means of horizontal
velocity (u,v) and density p. In the ocean, the density is a function of temperature and the
salinity through a state equation. So, we consider the density as an idealized thermodynamic
variable which is intended to represent temperature and salinity variations. We are mainly
interested in tropical seas, where the salinity in the mixing layer is almost constant, and the
density is just a function of the temperature.

The mixed layer being strongly dominated by vertical fluxes, velocity, density and pressure are

supposed to be horizontally homogeneous. We assume

U= (u(z,t),v(z,t),w(z,t)), p:p(zvt)v p:p(Z,t).

This leads to one-dimensional models depending only on the vertical variable. The Coriolis force
is neglected, a good approximation in tropical oceans. Therefore, the equations governing the

mixing layer, obtained by statistical averaging of Navier-Stokes equations, are

du  Pu D

_ - - = ! !
i =R MACE
ov 0*u o, ,,
- - _ 1
ot~ 192 0z (W), M)

op ?p 9 ,,
5—02@——5@11/%

where (u/,v"),w’, p/ represent the fluctuations of the horizontal velocity, vertical velocity and

density, and a1, ag are the laminar viscosity and diffusion. The notation { ) signifies that the



quantity is statistically averaged, in the usual sense used in turbulence modeling. Equations (1)
are the classical equations corresponding to a modeling of a water column. Equations (1) are not
closed. To close them, the vertical fluxes appearing in the right-hand side need to be modeled.
The Richardson number-based models use the concept of eddy diffusion in order to represent

turbulent fluxes. So we set

0 0 0
— <u’w’> = VT1£, — <v’w/> = VTlé, — <p’w'> = I/Tgaf[z).

v and vpo are the vertical eddy viscosity and diffusivity coefficients, which are expressed as
functions of the gradient Richardson number R defined as

ap
9 0z

o (99)7+ ()"
Jz Jz
where g is the gravitational acceleration and pg a reference density (for example pg = 1025 kg.m=3).

The gradient Richardson number is the ratio between the stabilizing vertical forces due to

buoyancy and the un-stabilizing horizontal ones due to shear in a water column.

When R >> 1, a strongly stratified layer takes place. This correspond to a stable configuration.
When 0 < R << 1, a slightly stratified layer takes place. This correspond to a configuration
with low stability. The case R < 0 corresponds to a configuration statically unstable (% > 0),
that in fact we are not modeling. However, we must handle this situation for our numerical
experiments. A simple way is to set large constant values for the turbulent diffusions in this
case, althoug we shall need a smoother modeling for our analysis.

The set of equations, initial and boundary conditions governing the mixing layer can now be

written

ou 0 ou
o 02 <1> =0
ov 0 ov
ot o= () =0

op 9 ([ 0
o (Vg(;))—(],fort}Oand—hgng,
z

U =up, v=1up p=pp atthe depth z = —h,

1/1% = &Vx, Vlg = p—aVy, 1/2% = (@ at the surface z = 0,

u = ug, v="1y, p=po at initial time ¢t = 0.

In system (2), v1 = aq + vr1, V2 = ag + vrg respectively are the total viscosity and diffusion.
The constant h denotes the thickness of the studied layer that must contain the mixing layer.
Therefore the circulation for z < —h, under the boundary layer, is supposed to be known, either

by observations or by a deep circulation numerical model. This justifies the choice of Dirichlet



boundary conditions at z = —h, (up, vp) and p, being the values of horizontal velocity and
density in the layer located below the mixed layer. The forcing by the atmosphere is modeled by
the fluxes at the sea-surface: V, and V, are respectively the stress exerced by the zonal wind-
stress and the meridional wind-stress and () represents the thermodynamical fluxes, heating or
cooling, precipitations or evaporation. We have (V,,V,) = Cp |[U%| U, where U® = (uq,vq) is
the air velocity and Cp (= 1,2.1073) is a friction coefficient.

We study hereafter the modeling of the eddy coefficients made by the Pacanowski-Philander
(PP) (Cf. [11]) and Gent (Cf. [3]) models. We write v; = f; (R) and vo = fo(R). In PP model,
the functions f1 and f5 can be defined as

f1<R):Oé1+L fQ(R):Oé2+

f1(R) N aq B
(145R)*’

= ar+ + :
1+5R 2 14+5R (14 5R)

3)

This formulation has been used in the OPA code developed by Paris 6 University by Delecluse
and co-workers (Cf. [1], [8]) with coefficients

a1 =1.107% B =1.107%, ap = 1.1077 (units:m?s™!).

The selection criterion for the coefficients appearing in these formulas was the best agreement
of numerical results with observations carried out in different tropical areas.
A variant of formulation (3), proposed by Gent [3], is
B B2
fl(R):a1+(l—l-T}2)27 f2(R):a2+m (4)
with o = 1.107%, B1 = 1.107Y, ap = 1.107°, B = 1.107!(units: m2s~!). A formulation
similar to (4) when replacing 10R by 5R and varying the values of the coefficients a1, @y between
the surface and the depth 50m is used in Goose et al. [4].
These models apply to vertically stable configurations, for which 0, p < 0, and then R > 0.
Turbulence may be generated by the shear induced by the wind and by buoyancy forces, but
the model describes the state of the flow once the vertical configuration has been stabilized by
buoyancy forces. However, as we have already mentioned, for numerical simulations the case

R <0, that corresponds to unstable buoyant configurations, must be taken into account.

3 Analysis of a simplified model

The analysis of the well-possedness of problem (2) faces hard difficulties. This mainly occurs
because on one hand the turbulent diffusions depend on the derivatives of the unknowns, and
on another hand the space operator appearing in this equation could not to be monotonic in
general. To illustrate this fact, we present the analysis of a simplified model for one equation,

that may be viewed as the equation satisfied by the unknown p in system (2) once the velocity



field is known. This model reads

Op — 9:(f(0:p)0:p) = 0, (5)

f(0:p)0:pl:=0 = Qs £(0:p)02pl2=—n = Qb (6)

p(0) = po. (7)
where for brevity we denote for any function a = a(t, 2), 0,a = 8—2, ora = @.

Here, f(0) stands for the turbulent diffusion. We assume that this is a real function given by

B
(1 —=~0)m’

This is a function with the same structure of the turbulent diffusions appearing in PP and Gent

f0)=a+ for some a >0, 8>0,v>0,m >0, forf<O0. (8)

models, if we replace the Richardson number R by 8 = —0,p. Negative values of 8 correspond
to stable vertical configurations. For positive 8, that correspond to unstable configurations, we
may assume that f is increasing: For larger 6 the water column is more unstable, and then the
turbulent diffusion must also be larger.

We are interested in finding an equation for § = 0,p. This equation is formally obtained by
deriving (11) with respect to z:

0,0 — 0. [(f(0)+ f'(0)0)8.6] =0 (9)
This appears as a non-linear parabolic equation with diffusion
9(0) = f(6) + £'(0) 6.

When 0 < m < 1, g is an increasing function, and g(0) > «, V8 < 0. However, for m > 1, g

is negative in a range of negative 6. Indeed, g attains its minimum at 6,, = —ﬁ with
m—1)y
value "
m—1\"
Om) = a — — .
9(Om) =a—-p <m—|— 1)

For the physical values of a and 3 appearing in PP and Gent models, this value is negative.
Thus, in general equation (9) is not well posed.

We may, however, prove an existence result for the cases in which ¢ is uniformly positive:

m—1\™H
Either 0<m <1, or a>ﬂ<m+1) . (10)
Indeed, let us consider the problem
0,0 — 0. [(f(0) + f(0)0)8.6] =0, (11)
0|:=0 = 05,6 .=—n = O, (12)
0(0) = 0o = 0:po; (13)



Here we set Dirichlet boundary conditions for 6 deduced from the Newmann boundary conditions
(6). We assume that the equation f(6) 60 = Qs admits a solution 6 = 0, that we set as Dirichlet

boundary condition at z = 0. And similarly at z = —h. We assume that
(H) feC'(R), v<f(O)+[(0)0<M, (14)

for some 0 < v < M. We assume that f is extended for positive values of § satisfying the same

conditions, but we do not give any explicit definition for these values. We may state the

Theorem 3.1 Assume that Hypothesis (14) holds. Assume also that 8y € L?*(—h,0), 05, 0, €
HY(0,T). Then  problem  (11)-(12)-(13) admits a weak  solution  in
L2((0,T), H'(—=h,0)) N L*((0,T), L*(—h,0)), with 8,0 € L*((0,T),[H(—h,0)]"). This solution

verifies the estimate

101 z2(0,7), H (=m0 110l Loe (0,1, 22(=h0)) T+ 100 2 (0,7), (1 (= 0))) < (15)
< C [HGOHL?(—h,O) + 11051 71 0,1y + ||9b”H1(o,T)] ;

where C' is a constant depending on f, v and h.

Proof. We use a compactness argument. Consider the Banach space
W = {0 € L*((0,T), H}(—h,0)) N L>=((0,T), L*(=h,0)), s. t. 8:0 € L*((0,T), H*(~h,0))}.

Given #™ e W, consider the linear problem

90 — 5. | g(6")a,0" V| =0, (16)
00| = 05,0V | = ), (17)
6(0) = by; (18)

z+h

Define og(z,t) = 5 (1) + %Qb(t), and look for #("*1) = ¢(®+1) 1 5. This problem admits

the following variational formulation: Obtain o(™+Y) € W such that Yo € H}(—h,0)

i 0 U(n+1) v+ 0 (n) (n+1) E—— ’
g(c\™ + 0¢) 0,(c )0 = oo v
dt —h —h —h
0
. / 9(0™ 4 09) 0.(00) D0 InD'(0,T), (19)
—h
o"t(0) = o9=06)—0a(0) in L*(—h,0). (20)

Note that 9,00 € L2((0,T), L?(—h,0)), and
2 2 2
9ea0llL2((0,7),22(=h,0)) < 3 h [HHSHHl(O,T) + 1106l 51.0,1) | -

0
Also, denote L_x)(v) = / g(c™ + 00) .(00) Bov. As
—h

M )
| Lo (0)] < == [10()] + 106 ()] 100l 1(-1,0), - e 9n(0,T)

7



we deduce that

1L gy (W) 20,7y, 151 (= 0y) < C1 (106l 20,1 + 11661l 20,1

where the constant C; depends on M and h.
Then, due to hypothesis (14), by standard arguments, problem (19)-(20) admits a unique solu-

tion that satisfies the estimate

o™l < C [lloollz2noy + 10sl o) + 106l a1 0.1 » (21)

where C' depends on M, h and v.
We now define a sequence {o("*D}, 5, starting from some ¢(®) € W. Then, each o™ satisfies
estimate (21), and we may extract a subsequence (that we denote in the same way) weakly
convergent in W to some o.
Applying Aubin-Lions Lemma, one deduces that {o("*D}, 51 is compact in L?((0,T) x (=h,0))
and hence (up to a subsequence) strongly converges to o in L?((0,T) x (—h,0)) and thus (again
up to a subsequence) almost everywhere in Q7 = (—h,0) x (0,7).
Define § = o + 09. Then, TLILH;O lg(c™ +6) —g(0)]" =0 a. e in Qr, for any 7 > 0. Also,
using hypothesis (14), |g(c™ 4+ o) —g(8)|" < 2 M. We deduce from the Dominated Convergence
Theorem that

lim g(c™ +0)=g@) in L'(Qr), 1<r< +o.

n—oo

Consider now v € D(—h,0), ¢ € D(0,T). Then,

T 0
lim / / (n)—i-ao )0x(0 (”H))ﬁzvgodzdt:/ / 9(0) 0,0 0,v pdz dt.
0

n—00 _h

Similarly,
lim L m(v) = Ly (v).
n—oo

The remaining terms in (19) pass to the limit in a standard way. Then, we conclude that
6 € L?((0,T), H'(—h,0)) N L>((0,T), L?>(—h,0)) is a weak solution of problem (11)-(12)-(13)
such that 9,0 € L2((0,T),[H'(—h,0)]"), and that satisfies estimate (15). )
Note that this results follows from the monotonicity of the elliptic operator appearing in prob-
lem (19), ensured by conditions (14) on f. This monotonicity is found when the space

L?(0,T; L?>(—h,0)) is used as pivot space. However, a different pivot space could be used,
following Lions [7], chapter 2. This would yield the monotonicity under different conditions on
f- This could be a way to prove the monotonicity of Richardson number-based models in more

general situations.

4 Equilibria states

Although we are not able to analyze the model system (1) in general, it is possible to deduce

its equilibria states and analyze their stability. This is, to analyze the asymptotic behavior of



the mixing layer for very long time periods. We shall prove that all equilibria states are linear
profiles, with asymptotic stability as t — +oc.
The steady solutions satisfy the system

0 ou
9 <f1 (R) 8z> =0,
0 v
- ) = 22
> (rm ) o (22)
0 dp
2 (fz (R) 82) =0
Integration with respect to z yields:
ou  Vipa
fl (R) 87 - 00 )
ou  Vypa
o 23
fl (R> 9z 00 3 ( )
dp
f2 (R) 2, = ¢
_9 .9
As R = 5 /2)0 0z 5, we deduce an implicit equation for R,
u
(5) +(3)
R—_ Po Q f2 (R) (24)

pa VE+ VP (1 (R)
If this equation has a solution, R¢, we obtain an equilibrium solution corresponding to the fluxes

Q, V; and V,,. More precisely, this solution depends on the fluxes ratio r = Ve It admits
z y
a meaningful physical interpretation: At equilibrium the ratio between potential and turbulent

kinetic energy is proportional to the surface fluxes ratio,

Q

Potential energy %
VetV

Equilibrium) = Constant(R®
Turbulent kinetic energy( quilibrium) onstant (%)

As R®, f1 and fo are independent of z, we deduce the equilibrium profiles by integration in z of

equations (23). These are

Vapa
u(z) =up+ ———-— (2+h), 25
() =t s (24 h) (2)

VyPa
v (2) = vy + —L— (2 +h), 26
() =t s () (26)
P2) = P+ o (2 h) (27)

f2 (R°)

where we have included the Dirichlet boundary conditions at z = —h.



We next analyze the existence of solutions of equation (24). These solutions may be interpreted
as the intersection of the curves
k(R) = M and h(R)=CR, with C= —M.

f2 (R) 9Qpo
For each actual model, the existence and the number of solutions only depends on the value of
the constant C' (or, more specifically, on the fluxes ratio r).
PP and Gent models present the same qualitative behavior. We recall that these models are no
more valid respectively for R < R* with R* = —1/5 and R* = —1/10 since the diffusion fo at
these ranges is negative. For each one of these models, k(R) is a strictly decreasing function for
R > 0. This yields a unique equilibrium state for each model when the fluxes ratio » < 0 (which
corresponds to statically stable configurations, R > 0).
There is also a range r* > r > 0, for which equation (24) admits several solutions.
From a mathematical point of view this is coherent with the use of a different parametrization
of eddy diffusions for R < 0. Following this purpose to avoid the multiplicity of steady states,
we introduce in this paper a new model, which is a slight modification of PP model. This new

model is given by

el
(1+5R)*

fo (R) = a9 + M (28)

fulR) = a1+ (1+5R)?’

with the same constants as the PP model. This new model has a unique equilibrium R¢ for any
fluxes ratio r. As we shall see in the numerical tests, this model gives solutions very close to
these provided by the PP model.

In the sequel we shall use the abridged notation Rijk to define each one of the three models
we are considering. The indices i, j and k represent the exponents of the denominators in the
definition of the turbulent diffusions f; and f;. Thus, R213, R224 and R23 will respectively

denote the PP, Gent and new models.
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Figure 1:
Solution of the equation for equilibrium Richardson numbers for PP (left) and Gent models
(right).

As an example, we present the equilibria Richardson numbers corresponding to realistic values
(see section 7.1) We have taken V, = 35.1073m?s72, V, = 97.107° m2s~2, and also a negative
Q, Q@ =—-1.10"%Kg.m 257!, so we are in a situation of static stability.

We observe on figures 1 and 2 the only equilibrium solution corresponding to each model. From
figure 2 it is clear that there exists a unique equilibrium solution for the new model, for any

value of the fluxes ratio r.

5 Linear stability of equilibrium solutions

In this section, we analyze the stability of the equilibrium solutions. We prove that for all the
three models considered, these equilibria are linearly stable for negative fluxes ratio r. This
supports the well-possedness of all these models, at least for physically meaning equilibrium
solutions.

Let us consider an initial perturbation of the form

(an'U(hPO) = (ueavevpe) + (U67U6aP6) )

where (u®,v°, p¢) is an equilibrium solution, and (uf, vy, pfy) is a small perturbation.

We assume that at time ¢, the solution of our model (1) has the structure

(u’ v? p) - (ue’ve7pe) + (ul7v,7 p/) *
op  Ou v

Let us introduce the new variables # = —, « = — and § = —. The Richardson number, in
0z 0z 0z

terms of these variables, is

R:—iL:R(a,ﬂ,e),

po (a® +5%)

11
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Figure 2:

Solution of the equation for equilibrium Richardson numbers for new model.

and consequently the turbulent diffusions are functions of (a, 3, ). Then, the equations satisfied

by the perturbation are

o’ 0

é;“; "% (f1 (e, 3,8) (a® +a)) =0,

g“t/ 5 (f1 (o, B,6) (8°+ ) =0, (29)
S = 52 (f2 (0. 8.6) (6° +0) = 0.

Set F = f1 (a, 3,0) — f1 (a,5%,0°) and G = fa («, 3,0) — f2 (a, 8%, 60°). Taylor expansion yields

F=a—a®) T @0+ (3 - ) T (@0, 50,0) 40— 09) S (0% 0) 4 (0
and
o

g: (a_ae) % (ae,ﬂe,06)+(6—ﬂe) (ae’ﬂe’ee)+(9_ee) % (a675679€>+,., (31)

op
Let us denote, for k =1,2: f = fi (a%, 5%, 0°),

afk e_afk: e ne pe afk E_afk e ne pe afk e_afk e ne pe
<80&> —aa(ang)e)y(aﬂ) _%(aaﬂ50>’ ((99) _%(avﬂve)'

We next replace fi and fa by their Taylor expansions (Equations (30) and (31)) in the equation
satisfied by the perturbation (29), and neglect the second order terms. This yields a linear

system of the form

ov 0%V
o a2 T 0, (32)

12



where

af1\° af1\° of1\°
) ) )
A=l () wer(5) () vl

e (02" e (02" e ge (02"
(o) () (%)

Linear stability will follow if all eigenvalues A, of A, kK = 1,2, 3 have positive real parts. Indeed,

this will ensure that the initial perturbation in the linearized system is totally damped ast — +o0
and its solution will converge to the steady solution.

To verify that all the A\, have positive real parts, it is enough to prove that three independent
invariants of matrix A are positive. A lengthy calculation yields

Trace(A) = 2f1(R) + f2(R) + R(f5(R) — 2f1(R));
Det(A) = fi(R)(fi(R)f2(R) + Rf1(R) f5(R) — 2R fa(R) f1(R));
Trace(AdjA) = 2f1(R) f2(R) + 2f1(R)Rf5(R) — 2foa(R)Rf{(R) + fi(R)* — 2f1(R)Rf{(R).

Some algebra shows that all of them are strictly positive for the three models we are considering,
when R > 0. Thus, we conclude that all these models are linearly stable for R > 0.

Also, for each model we also obtain a range of negative Richardson numbers, for which it is
linearly stable. This is a rather surprising result, as these ranges correspond to physically
unstable configurations.

6 Numerical discretization

We have analyzed the stability of a standard conservative semi-implicit discretization of the
PDEs appearing in model (1). We discretize initially by piecewise affine finite elements. This
next yields a conservative finite difference discretization by using quadrature formulae to ap-
proximate the non-linear integrals. This is the kind of discretization used in practice by physical
oceanographers.

To describe it, assume that the interval [—h,0] is divided into N subintervals of length
Az = h/(N — 1), with nodes z; = —(i —1)hAz, i = 1,--- ,N — 1, and construct the finite
element space

Vi, = {wp, € C([~h,0)) | Whiyz; 4,718 affine,i =1,-- Ny wp(—h) =0} (33)

The equation for u, for instance, assuming u, = 0 for simplicity, is discretized by linearization
of fi as
Obtain wup € V;,  such that

13



0 un+1 —un 0
(Pn) / et / FL(RY) Oup T 0wy, = L' (wn),  Vwp, € Vi, (34)
—h —h

where L™ (wy) = V{1 wp,(0). The case uy, # 0 also fits this discretization up to a standard
change of L™t
This discretization is stable under the hypothesis that the turbulent viscosity fi1 is uniformly

bounded and positive:
There exist 0 <v <M suchthat v < fj(R) <M, VREeR. (35)

Let us denote by wuj the continuous piecewise affine function from [0,7] on to Vj;, whose value
in t, is uf, and by Lj, the piecewise constant in time whose value in Jt,,t,41[ is L™, This
function is defined a. e. in [0, T]. Both u; and Lj also depend on At, but we prefer this notation
for simplicity as it is not confusing.

For simplicity of notation, we shall denote LP(L?) the space LP((—h,0); L9(0,T")) and similarly
the spaces LP(H¥). Our stability result is the following

Lemma 6.1 Under hypothesis (35), there exists a constant C' > 0 such that

lunllpoo 22y + llunll L2y + 10unll 2 -1y < C Ll 21y

N
Note that ||| 721y < C" Y AtV
n=1

Proof of Lemma 6.1 The estimates for uj, in L>(L?) and in L?(H') are standard, by taking
wp, = uZ‘H and using the identity

1 1 1
(a —b)a = §|CL|2 - §|b|2 + E\a— bj?, for a,beR.

The estimate for dyuy, is more involved, because as fi is not constant, the usual techniques to
obtain estimates in L?(L?) fail. However, we may obtain estimates in L?(H~!) as follows: Let
II;, denote the orthogonal projection from L?(—h,0) on to Vj,. As Vj is a 1D finite element
space with fixed element size, IIj, is also stable in H'(—h,0) (Cf. [5], Section 6): There exists a
constant Cy such that

0wl g1 (—p0y < Cr Wl gt (—noy,  Yw € H'(=h,0). (36)

Then, for any w € H'(—h,0), and t €]t,, tpi1],

0 0 un"rl _ un 0
/ Dy (1) w / U T Uh g, = / FuU(RD) 0.0, Tyw + L (Tyw)
—h —h —h

At
< (HLnHHH—l(—h,O) +M ||UZ+1||H1(—h,o)) ||th||H1(—h,o)
< Cr (I M -1 (=noy + M 1uf m —noy) 1wl (—ny0)- (37)

Then,
10cun ()11 (—noy < Cr (1L M -1 (—noy + M lup ™ g —n0)

14



and we conclude
0sunll 21y < Co (llunll L2y + 1Ll p2(-1)) -
[ ]
To obtain a finite-difference discretization, we approximate the integral of the non-linear term
appearing in (Pj,) by the mid-point rule. Denote by ¢; the canonical piecewise affine basis
function of V}, associated to node z; i. e., ¢;(2;) = dij. This quadrature formula yields, for
i=2---,N

0 uv@-ﬁ-l _ un+1 un+1 _ Uﬂﬂl
/hf1(R" ) D:up 0. ~ fl(R?,l/g)lT + fi(R z+1/2)# (38)
where
n g (P} — pita)/Az

i—1/2 — — )
2T e [lult — g 2+ o — ol ]2] /(A2)?

Now, applying mass-lumping to the mass integral appearing in (P,) when w;, = ¢;, we obtain

the finite-difference scheme

U?Jrl — u? fl( i— 1/2)uz 1 [fl( i— 1/2) + fl( z+1/2)} + fl( ’+1/2)u?:11 -0 39
At (Az)? =0, (39
For ¢ = N, the same procedure yields
uptt —uf n “Rf“ - “nNHl n
NI By ) N v (40)

To take into account the discretizations used in practice, we have replaced this equation by a

more standard finite difference discretization of the Neumann condition,

“TJ(ZH - uTzif+11

1
PR ) N v (a1)
This equation allows to compute u’](;rl from u’](;“ 1- So we may construct our discretization in
terms of the unknowns U"*! = (uf™!, ... u?\,ﬂl) and similarly for v and p. In matrix form, this

discretization reads
n+l rm+1 _ pn+l
A U =B"",

where A"*! and B"*! respectively are the tridiagonal matrix and the vector array defined with

obvious notation by

+1 _ Antl C_ .
AP = —al e AT = 1Al Qe AT = 0l i=20 N =2
+1 +1
ANTo N1 =~y 30, AN N1 =1+ kg0
At
Bn+1 (U2 —|—053/2Ub,u3," ,U?,"' ’unN—Q’u?V—l_FAiZ‘/l)t;
where
0‘?—1/2 (A )2 fi(RY 1/2)
and we have included a possibly non-zero Dirichlet boundary condition at z = —h: uf = uy.

This discretization verifies a maximum principle:

15



Lemma 6.2 If the initial data, uy and Vi are positive, then wy, is positive in [—h,0] x [0,T7.

Proof. As f; > 0, then A"*! is an M-matrix: It is irreducible, diagonal dominant, strictly for
the first line, and all non-diagonal entries are non-positive. Then (A”H)’l has positive entries,

and consequently all the u]' are positive. °

7 Numerical tests

To test the performances of our new model, we have simulated two realistic flows, and we
have compared the results of the new model with those of PP and Gent models. These flows
correspond to the Equatorial Pacific region called the West-Pacific Warm Pool, located at the
equator between 120°E and 180°E. In this region the sea temperature is high and almost
constant along the year (28 — 30°C'). The precipitations are intense and hence the salinity is
low.

We have also tested the non-linear stability of steady solutions. In all three tests, we have been
able to obtain grid-independent results, in the sense that they remain practically unchanged

when Az and At decrease.
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Figure 3: Initial zonal velocity, meridian velocity and density profiles (from left to right).

7.1 Mixed layer induced by wind stress

We initialize the code with data from the TAO (Tropical Atmosphere Ocean) array (McPhaden
[9]), which have been used in many numerical simulations.

Here, we present the results corresponding to a mixed layer induced by the wind stress, using
initial velocity and density profiles measured at 0°N,165°FE for the time period between the
15th June 1991 and the 15th July 1991, displayed in Figure 3. Observe that the initial density
profile does not present a mixed layer.

We used the numerical discretization of model (1) described in section 6. The buoyancy flux is
—1.107% kg.m=2.571 (~ —11 W/m?), which is realistic for this region. Indeed, Gent reports in [3]
that the heat flux is in the range [0 W/m?, 20 W/m?] between 140° E — 180° E and 10° S — 10° N.
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Figure 4: Comparison of three turbulence models: R213 (PP), R23 (Gent), R224 (new one).
Full mixing layer.

We have taken as boundary conditions, a zonal wind (u1) equal to 8.1 m/s (eastward wind) and
a meridional wind (uz) equal to 2.1 m/s (northward wind). These values are larger than the

measured ones, to force the formation of a mixed layer. Figures 4 and 5 display the results
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Figure 5: Comparison of three turbulence models: R213 (PP), R23 (Gent), R224 (new one).
Upper 40m of mixing layer.

corresponding to t = 48 hours with Az = 1m and At = 60s. On figure 4 we represent the whole
mixing layer, and in figure 5, the upper 40m of this layer. The plots for density profiles show the
formation of a mixed layer of some 20m depth, corresponding to almost constant density values.
A pycnocline (strong gradient below a zone where the density is almost constant) is formed below
the mixed layer. This is a characteristic density profile for a well-mixed turbulent surface layer.
It is striking that the density profiles simulated by the three models are quite similar. Velocity
and density profiles are quite close for PP and the new model, while the velocity provided by
Gent model is somewhat different, mainly near the surface.

From this result we may accept the physical validity of our new model, as it yields results very
close to those of the standard PP model.
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7.2 A static instability zone in the initial density profile

In this test we initialize the code with the 17th November 1991 data. The initial profiles are
displayed on figure 6. We observe a seventy meters deep mixed layer, which is not homogeneous
in the sense that it is not well mixed. Furthermore, the initial density profile displays a static
instability zone between —30m and —50m. This is not an isolated situation, as there TAO data
show similar instability zones for several days between the 16th and the 22th November 1991.
As we may observe in figure 7.2, the initial Richardson number R, is negative in the depth
range [—50m, —30m], taking values smaller than R® = —0.2 at 2 = —45m. The PP and Gent
models yield negative turbulent diffusions for these data, and can not be run. In its turn, our
new model has positive diffusivity for all values of the Richardson number.

The new model is integrated for 48 hours. We present the results corresponding to Az = 5m,
and At = 60s, with boundary conditions u; = 11.7m.s~! (eastward wind), ug = 0.4 m.s~!
(northward wind) and buoyancy flux Q = —1.1076 kg.m2.s7! (~ —11W/m?).

The results are displayed on figure 8. Our model produces a homogeneous seventy meters deep
mixed layer, with a structure quite similar to test Case 1, where the initial density presented
a stable configuration. The density remains almost constant down to z >~ —70, and presents a
pycnocline immediately below. The profiles for velocities are quite smooth, as correspond to a

well-mixed layer.
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Figure 8: Profiles for zonal velocity, meridian velocity and density (from left to right) computed
with the new model.

7.3 Case 3: Analysis of non-linear stability of equilibrium solutions

In section 4 we proved that equilibrium solutions are linearly stable for our three models. Here
we investigate by numerical simulation wether these equilibria also are non-linearly stable, using
real data as initial conditions. Our results also show a non-linear stability of all equilibria
solutions, that act in fact as point-wise attractors whenever we apply a negative buoyancy flux
at the surface.

The initial profiles represent the ocean mean state on June 17, 1991 (figure 9). We have used
the following boundary conditions : buoyancy flux Q = —1.107%kg.m=2.s7! (~ —11 W/m?),
up = 5.4m.s~! (eastward wind) and v, = 0.9 m.s~! (northward wind).

We have chosen this initial data as the density profile presents a thirty five meters deep mixed
layer, and we want to analyze wether this mixed layer evolves to a non-constant density.

We have run the three models for 10.000 hours (about 13 months and a half). The numerical
results are displayed in figure 10. The three turbulence models give linear profiles for the
simulated time, with slopes of the same sign. We observe that the velocity for PP and the new
model are rather close, while the discrepancy in density is larger. The Gent model presents a
larger discrepancy in velocities.

We have observed that the convergence of all models to steady states takes times of the order
of several months. This time scale is much larger than that needed to generate a typical ho-
mogeneous mixed layer, which is of the order of a few days (in all cases with steady boundary
data). This may explain why these linear profiles for the mixing layer are not found in real
surface layers, as the boundary data usually change in time scales of the order of hours. Even
the formation of a homogeneous mixed layer is not possible if these data change too fast.
Finally, to check that we compute the right steady states, we compare in figure 11 the solution
computed at ¢ = 10.000 hours and the theoretical steady state (25), (26), (27), for the new
model, corresponding to R® = 0.0639 (See figure 2). We observe that both are very close.
Several tests with all three models, using different initial data yield qualitative and quantitative

similar results. We conclude that the equilibria states are non-linearly stable for negative heat
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Figure 9: Profiles for zonal velocity, meridian velocity and density (from left to right) to test

the non-linear stability of all three models.
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fluxes. Even more, that these equilibria behave as point attractors with associated time scales

of the order of the year.

8 Conclusions

In this paper we have analyzed from the mathematical point of view several aspects of algebraic
turbulence models for oceanic turbulent mixing layers. This analysis has partially confirmed
that these models are well suited as mathematical models. Specifically, we have proved that
the usual conservative finite difference schemes used to solve them are stable, at least in a week
sense. We have also proved that these schemes have equilibria states which are linearly stable,
and appear numerically to be non-linearly stable.

Also, we have been able to analyze the well-possedness of a simplified model. The general case
remains an open problem, due to the lack of estimates for the gradients of velocity and density in
a sense strong enough. This seems a rather hard mathematical problem. However, numerically
all the considered cases show a formal convergence to some solution, in the sense that we obtain

grid and time step-independent numerical solutions.
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Annexe H

Simulations de I’écoulement
turbulent marin avec un modele

de déconvolution
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Projet de note CRAS, calcul scientifique, soumise a O. Pironneau

SIMULATIONS DE L’ECOULEMENT TURBULENT MARIN AVEC UN
MODELE DE DECONVOLUTION

A.-C. Bennis ', R. Lewandowski 2 et E.-S. Titi 3
Résumé

On introduit une équation de déconvolution qui généralise 1'algorithme de Van-Cittert
pour des conditions aux limites de type océananique avec vent fixé. On en déduit un modele
de SGE pour lequel on a existence et unicité d’une solution réguliere. Nous détaillons un

ensemble de simulations numériques qui montrent l’intérét pratique du modele.
Abstract

We display a continous equation for the deconvolution process that generalizes the
Van Cittert algorithm in the case of oceanic boundary conditions for a given fixed wind.
We deduce a LES model for which we have existence and uniqueness of a strong solution.

Finally, we display several numerical simulations showing the practical interest of the model.

Abridged English version

A LES model based for the Navier-Stokes Equations (NSE), where the convection term is
replaced by (Hy(u)-V)u, was introduced recently in [4]. In this model, Hy(u) depends on
u in the following way. For a given u, with V -u = 0, we filter it thanks to the Stokes like
problem —a?Au+1+ V7 = u, V-1 = 0 subject to the appropriate boundary conditions,
and we then set Au = u. We then use the Van Cittert’s algorithm (see in [4]), up = 1,
U, 1 =u, +{u— A"'u,} and we put uy = Hy(u) for some N. This model makes sense
in the case of periodic boundary conditions (see in [4]). Nevertheless, we cannot use it
in the case of realistic boundary conditions, such as those satisfied in ocanic flows with a
fixed wind stress at the surface under the rigid lid hypothesis. This is why a substancial
improvement is necessary.

Our contribution starts from observing that the Van Cittert algorithm is in fact the finite

difference scheme of a certain evolution equation. Taking 7 as the phony time evolution
Ov

parameter, this equation for scalar quantities is —a?A— + v = u, V|r=0 = u. In this
work, we make use of this remark to study the case of an oceanic flow satisfying the
boundary conditions (2.1). Here x = (2,7, z) € R3, © ¢ IR? is a bounded smooth domain,
Q=0x[-h0],Ts=0x{0}, T, =00 x[-h,0,, ', =0 x{-h}; T =T, Ul UTY,.
Finally ¢ € [0,7] is the real time parameter. We first introduce the system (2.4)-(2.5).
This yields the deconvolution model (2.7). In this model, we do not make the hydrostatic
balance assumption in order to capture verical convection. For the sake of simplicity, we do
not consider the Coriolis force, which can be added to (2.7) without causing any changes
in our analysis. We now give a short description of our results that will be reported in
detail in [5]. The space functions are defined in (2.2) below. For a given wind stress V,
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¥ = (V) is a divergence free vector field which satisfies the boundary conditions (2.1)
and is defined by (2.3). Let 7 > 0 be given, and u = u(¢,x) with V-u = 0. We set
H.(u)(t,x) = v(7,t,x) + ¥ (V)(x) where v(7,¢,x) is solution of system (2.4)-(2.5) for a
fixed time t (see (2.6) below). Notice that when 7 = 0, Hp(u) = U and therefore our
model is the Leray-a model, as considered in [1], [2]. When 7 = N is an integer, this
model remains the same than the one introduced in [4], but here adjusted to physical
boundary conditions. Our main results are

Theorem 0.1 Assume V € H3(O)? with a compact support, ug € THy (see definition
(2.2)) and f € C°([0,T),1H;). Let T > 0 be given, Problem (2.7) has a unique strong
solution (ur,p,) € L2([0,T], H*(Q)3) x L>([0,T], H () with u, € C([0,T], L*(Q)3),
o, € L2([0,T] x )3.

Theorem 0.2 There exists (Tn)nen, which goes to infinity when n goes to infinity and
such that (0, )nen weakly converges in L*([0,T],TH;) and strongly in L?([0,T],THy), to
a field u = (uy,w) € L2([0,T),Hy) N L>([0,T], L*(2)3), a Leray-Hopf weak solution to
(NSE), with oy € L3 ([0, T),TH,) and such that for all v = (v;,0) € L4([0, T],TH;) (2.8)
is satisfied. Moreover, u(t,-) converges weakly to ug in L?>(Q)? as t goes to 0. Moreover,
u satisfies the enerqgy inequality.

Finally, we display numerical tests by using FreeFem++ [3] in the 2D case. Our code is
semi-implicit and makes use of a method of the caracteristics adjusted to the deconvolution.
Two cases have been considered. For each case, the wind stress is equal to V(z) =
a(x)sin(rz), x = (x,y), xp = ¢ € I's = [0,1], where a(z) has a compact support and
localizes the stress. In the first case, {2 is a square, At =0,2s, « =0,1m, T = 90s. The
DNS exhibits a good behavior. We compare the cases where the order of deconvolution 7
takes for values 7 = 0 (Leray-a model), 7 = 5 and 7 = 20, A7 = 1. Vertical profils are
displayed in 3.1. They confirm the convergence theorem and the validity of the code. The
second case is the one where 2 has a topography (see figure 3.2), At =0,02s, a« = 0,1m,
T =10s, 7 =5, AT = 1. Poiseuille Flows have been imposed on the lateral boundaries
to enhance turbulence and the DNS converges very slowly. Figure 3.3 displays one profil
and underlines the improvement of the computation using the model compared with the
Leray-a model. Therefore, our model appears to produce good results and hence could be
suggested as a good alternative for simulations in real situations.

1 Introduction

On a introduit dans [4] un modele de SGE basé sur les équations de Navier-Stokes, dans
lequel le terme de convection vaut (Hy(u) - V)u, Hy(u) étant déduit de la vitesse u
(avec V -u = 0) en partant de la filtration —a?Au +u + V7 = u, V-u = 0. On pose
AW = u, que 'on déconvole & 'aide de 'algorithme de Van Cittert, ug = W, u,41 =
u, +{u— A tu,},uy = Hy(u). Ceci a un sens dans le cas de conditions aux limites
périodiques et permet d’approcher les équations de Navier-Stokes par des problemes bien
posés avec un bon contréle de I'erreur quand les lois de Kolmogorov sont satisfaites.

Il semble difficile d’appliquer cette procédure telle quelle dans le cas de conditions aux
limites réalistes, comme par exemple pour ’Océan avec une tension du vent en surface
fixée, sous I’hypothese du toit rigide. La remarque principale dans ce travail est que
I’algorithme de Van Cittert peut étre vu comme 1’équation aux différences finies d’une

ov
équation d’évolution qui s’écrit pour des scalaires sous la forme —a’A—+v= U, Ulr—p =

w, ou T est le parametre de déconvolution. Nous exploitons cette remarque de maniere



rigoureuse pour les conditions aux limites (2.1) satisfaites par la vitesse de ’écoulement
marin, en introduisant le systeme (2.4)-(2.5). Cela nous permet d’introduire le modele de
SGE (2.7). Dans ce modele, nous ne faisons pas ’hypothese hydrostatique pour mieux
décrire les effets convectifs et capter la couche de mélange. Pour simplifier la présentation,
nous n’avons pas pris en compte la force de Coriolis, qui peut étre rajoutée dans (2.7) sans
changer la nature de notre analyse.

Nous montrons que ce modele conduit & un probléme bien posé et nous avons un résultat
de convergence vers les équations de Navier-Stokes quand le parametre de déconvolution
tends vers 'infini. Dans une série de tests numériques, nous validons le modele dans le cas
2D en comparant les résultats obtenus avec ceux d'une DNS convergente. Nous produisons
des calculs numériques dans un cas avec topographie, cas pour lequel la DNS a un mauvais
comportement. Le modeéle donne des bons résultats numériques pour 7 = 5 qui affinent
ceux donnés par les Leray-a modeles habituels adaptés a nos conditions aux limites avec
notre méthode, puisqu’ils correspondent au cas 7 = 0 (voir les modeles d’origine dans [1],
[2]). Cette note annonce des résultats développés dans l'article en cours de finalisation [5].

2 Resultats théoriques
2.1 Géométrie et espaces fonctionnels

On note x = (z,y,2) un point de R?, © ¢ R? un domaine borné régulier de R?, Q =
O x [=h,0], on h > 0. Soient I'g la surface, I's = O x {0}, et I'; et T'y les frontieres latérales
et le fond, I'; = 90 x [—h,0], Ty =0O x {—h}. On note enfin ' =T, UT; UT}.

Soit u = (up, w) la vitesse de ’eau de mer, u;, = (u, v) sa partie horizontale. Les conditions
aux limites classiques sont (sous I'hypotheése du toit rigide)

(21) 'LU|F = 07 uh‘FlUFb = 07 vuh : nh—‘s = V;

ou n est la normale sortante, V.= V(z,y) est le vent (ici fixé) défini sur O. On identifie
O et I's. Les espaces fonctionnels sont les suivants :

Hy = {u= (up,w) € L2(Q)3 u -n|r =0, V-u=0},

2.2
( ) ]I‘Il :{u: (uh,w) EHI(Q)?’, wh‘:O, uh|FlUFb :O,V'UZO},

Nous montrons dans [5] I'existence d’une base spéciale adaptée, résumé dans ce qui suit.

Lemme 2.1 [ existe une suite de réels strictement positifs (An)nen des suites (€p)neN,
(Tn)neN ot e, € H1NH?(Q)3, 1, € H(Q) pour chaque n et tels que —Ae,+V 1, = \,e,.

La démonstration utilise un argument de symétrie pour se ramener un probleme de Stokes
sur un cylindre avec des conditions aux limites de Dirichlet homogenes. Un résultat ana-
logue avec des équations primitives a déja été prouvé dans [7] avec la méme technique.
Nous montrons dans [5] que l'injection IH; C IHj est dense. Nous terminons cette section
par le relevement de la condition aux limites. On suppose que V = V(z,y) est a support
compact dans I's. Soit ¥ = ¥(z,y, z) le champ de vecteurs défini dans € par

AW _
2 vl = ( o ) } ( ~R(ETnV)(ap) ) A

ou k(z) = [, p(2)dz et p(z) = 22+ 2+ B 11 est facile de vérifier que 9 = (V) est &
divergence nulle dans ) et satisfait les conditions aux limites (2.1).



2.2 La Filtration
On suppose que V € H3(0)? et est a support compact, a > 0 est fixé, u € IH;. Soit

{ —?Au+u+Vr=u—y(V), V-u=0,

(2.4) -~ e =
w\p =0, uh\rlurb =0, Vuy- n’Fs =0.

En raisonnant par symétrisation on montre dans [5] que (2.4) admet une unique solution
(W,r) avec U € H37¢(Q)3 pour tout & > 0. Soit @ défini par @ = @ + (V). On note
que u a une trace sur [’y ainsi que Vu et donc u satisfait (2.1). Soit u = u(t,x) a
divergence nulle. L’équation de déconvolution est, ou 7 est le parametre de déconvolution
et v=v(r,t,x) = (vp,0), t€[0,T] est fixé,

—a2Ag—v+v+Vﬂ':u—'¢J(V):ﬁ, V.-v=0,
T

(2.5) )
Vilrur, =0, Vvy-nlp, =0, floga =0, v(0,x)=u+(V)=1u

Soit 7 > 0, Hy(u)(t,x) = v(7,t,x) + ¥(V)(x). Avec la base du lemme 2.1, on écrit pour
u e L([0,T],TH;) N L>=([0, T],Hy), u = >_7%, ug(t)eg et (V) = > 02, ¢pex. On a

uk(t) + a2¢k
1+ CKQ)\k

9

(26) Hr(0)(1,30) = (t,30-+ 3 (74(1) e (1) exp(— ) ex(x), () =
k=1

2.3 Le modele de déconvolution

Le modele de SGE que nous considérons est le suivant, avec u la vitesse et p la pression :

2.7) ou+ (Hy(u)-V)u—vAu+Vp=£f, V.-u=0,
. wlr =0, up|rur, =0, Vu,-njp, =V, w—o=up,

Notons que quand 7 = 0, il s’agit du Leray-a modele ([1]). Nous prouvons dans [5] :
Théoréme 2.1 Soit V. € H3(0)? a support compact, ug € Hy et f € CY([0,T],TH;).
3

Pour 7 > 0 fizé, le systéeme (2.7) admet une unique solution (u,,p,) € L?([0,T], H*(Q)?3)
x L°([0,T], HX(Q)) avec u, = u.(t,x) € C([0,T],L*()3), oy, € L*([0,T] x Q)3.

Théoréme 2.2 Il existe une suite (7, )nen qui tend vers linfini quand n tend vers l'infini,
telle que (U, )new converge faiblement dans L*([0,T],THy), fortement dans L*([0,T],THy),
vers un champ u = (uy,,w) € L?([0, T],TH;)NL>([0, T], L*(22)?) avec dyu € L%([O,T},I[-Ill)
et tel que pour chaque v = (vy,,0) € L*([0,T],TH;) on a

T T T T
(2.8) <8tu,v>—/ /u®u:Vv+y/ /Vu:VV—/ V-Vh—/ /f-v.
0 Jo o Ja 0 JIg 0 Jo

De plus, u(t,-) tend faiblement vers ug dans L*(Q)® quand t tend vers 0, et vérifie
linégalité d’énergie.

3 Résultats numériques

On résoud (2.7) par la méthode des éléments finis en utilisant FreeFem++[3] dans le cas 2D,
pour 7 fixé. On détermine la pression et la vitesse par un schéma semi-implicite initialisé
avec des solutions d’un probleme de Stokes. On a écrit un algorithme de résolution itératif
qui adapte la méthode des caractéristiques au cas du transport déconvolé. On arréte la
simulation lorsque les algorithmes ont convergé. On présente un premier cas servant a
valider notre modele de déconvolution et un deuxieme cas qui montre son intérét pratique.



3.1 Turbulence induite par le vent de surface

On considere €2 = [0, 1] x [—0.5, 0], triangulé avec hpqe = 0.014m et hpin = 0.006 m. On
choisit V(z) = a(x) sin(7x) ou a(z) est une fonction de localisation a support compact. On
compare les résultats des simulations DNS et LES pour des parametres de déconvoution
successivement égaux a 7 = 0, 7 = 5 ou 7 = 20 gréace a des profils verticaux ; ici AT =
1, a = 0.1m, At = 0,2s et on a fait 450 itérations en temps, ce qui nous donne le
résultat pour T = 90s. On trouve une erreur Lo moyenne de 0.5 % entre les résultats
DNS et les résultats du modele de déconvolution pour 7 = 20 et de 1% pour 7 = 5, ce
qui est satisfaisant et ce qui valide notre modélisation. De plus, on a divisé 'erreur Lo
moyenne d’un facteur 4 entre les résultats du Leray-a modele (7 = 0) et ceux du modele
de déconvolution pour 7 = 20, ce qui montre ’amélioration apportée.
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Figure 3.1: Profils verticauz de la vitesse horizontale pour la DNS (DNS), pour le modéle de
déconvolution avec T =5 (LES-1) et avec T =20 (LES-2) et pour le modéle Leray-o (Leray-o)

3.2 Cas avec bathymétrie

On considere le domaine €2 décrit ci-dessous avec une bosse, triangulé avec h,,q, = 0.010m

et hyin = 0.003 m.
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Figure 3.2: Géométrie du domaine a gauche et Résidus
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On prend le méme vent a la surface que précédemment et on impose un flot de poiseuille
sur les bords d’entrée et de sortie I';, et I';, afin d’augmenter le niveau de turbulence. On
conserve les parametres § = 0.1 m, At = 0,025, 7 = 5 et on a fait 500 itérations en temps,
soit T' = 10s. On observe que la DNS converge difficilement avec des résidus élevés, ce
qui n’est pas le cas des modeles LES (voir Figure 3.2).

On observe que notre modele améliore
Profils en x=0.45m

la solution donnée par le modele Leray-

AN a, ce qui est en accord avec les con-

S clusions précédentes. Ce profil mon-

X . tre qu’il faut augmenter le nombre de

o R e —— " déconvolution qui est égal a 5 comme

préconisé par Adams et al [6]. Il est
aussi nécessaire d’abaisser la valeur du

parametre de filtration «, afin d’avoir

un temps de calcul raisonnable par un
NS —— abaissement du taux de déconvolution.

Figure 3.3: Profil vertical de la vitesse horizontale.
Modéle de déconvolution en bleuw (LES-1), modéle
Leray-a en noir (Leray-a) et DNS en rouge

0

Ce cas montre que notre modeéle peut
corriger les effets de la filtration et mon-
tre aussi que le calage des parametres
de déconvolution et de filtration n’est
pas le méme selon les cas étudiés.
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